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Досліджено перехідний процес нагрівання шару повітря між нагрівачем і виробом при зміненні температури нагрівача 
по періодичному закону. Для конкретного випадку знайдені рішення рівняння теплового балансу, які описують перехі-

дний процес нагрівання повітряного шару між обмоткою нагрівача та виробом: загальне стаціонарне рішення ∗Δ вt , 

особисте нестаціонарне рішення ∗∗Δ вt  та загальне вtΔ . Побудовано залежності величин ∗Δ вt , ∗∗Δ вt , вtΔ  від часу 
нагрівання τ. 
 
Исследован переходный процесс нагрева слоя воздуха между нагревателем и изделием при изменении температуры 
нагревателя по периодическому закону. Для конкретного случая найдены решения уравнения теплового баланса, опи-
сывающего переходный процесс нагрева слоя воздуха между обмоткой нагревателя и изделием: общее стационарное 

решение ∗Δ вt , частное нестационарное решение ∗∗Δ вt  и полное решение вtΔ . Построены зависимости величин ∗Δ вt , 
∗∗Δ вt , вtΔ  от времени нагрева τ. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

В современной литературе достаточно хорошо 
исследованы статические характеристики трансфор-
маторных и параметрических вихретоковых датчиков 
(ТВД и ПВД) [1-6] для контроля геометрических, 
магнитных и электрических параметров немагнитных 
и ферромагнитных изделий широкого ассортимента. 

В работах [6-7] приведен расчет ожидаемых зна-
чений сигналов ПВД с нагреваемым изделием и пред-
ложен трёхпараметровый метод определения магнит-
ной проницаемости rμ , радиуса a и температуры t 
цилиндрического изделия. 

Однако, в работах [1-7] не рассматривались ди-
намические характеристики вихретоковых преобразо-
вателей, что в свою очередь не позволяло рассматри-
вать переходные процессы электромагнитных преоб-
разователей (бесконтактных и контактных). В по-
следнее время появились работы [10, 11], в которых 
рассматриваются динамические процессы нагрева 
слоя воздуха и изделия при скачкообразном измене-
нии температуры нагревателя и воздушного полого 
цилиндра, находящегося между изделием и нагрева-
телем. В работе [12] получены численные значения 
постоянных времён намагничивающих обмоток ТВД 
и ПВД. Следует отметить, что для того, чтобы полу-
чить полную картину переходного процесса необхо-
димо исследовать динамические характеристики на-
грева слоя воздуха при изменении температуры на-
гревателя по периодическому закону. 

Целью работы является исследование переход-
ного процесса нагрева слоя воздуха между нагревате-
лем и изделием при изменении температуры нагрева-
теля по периодическому (синусоидальному) закону. 
Для достижения цели необходимо решить следующие 
задачи: 

- найти значения общего стационарного решения 
∗Δ вt  (амплитуды приращения температуры слоя воз-

духа), частного нестационарного решения ∗∗Δ вt , а 
также определить полное решение вtΔ  дифференци-
ального уравнения, описывающего процесс нагрева 
слоя воздуха между изделием и нагревателем при 
изменении температуры нагревателя по периодиче-
скому закону. 

- построить зависимости ∗Δ вt , ∗∗Δ вt , вtΔ  от вре-
мени нагрева τ. 

Сам переходный процесс нагрева слоя воздуха 
характеризуется тремя решениями дифференциально-
го уравнения теплового баланса, описывающего на-
грев воздушного слоя. При этом частное решение 
характеризует нестационарный (затухающий) режим 
нагрева слоя воздуха, стационарный режим работы 
(стационарное решение) характеризует собой посто-
янный незатухающий синусоидальный режим нагре-
ва. Сумма нестационарного и стационарного решения 
дает полное решение уравнения теплового баланса, 
описывающего нагрев слоя воздуха между изделием и 
нагревателем. 

 
1. ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

НАГРЕВА СЛОЯ ВОЗДУХА МЕЖДУ 
НАГРЕВАТЕЛЕМ И ИЗДЕЛИЕМ ПРИ ИЗМЕНЕНИИ 

ТЕМПЕРАТУРЫ НАГРЕВАТЕЛЯ ПО 
ПЕРИОДИЧЕСКОМУ ЗАКОНУ 

Воспользовавшись результатами работ [10, 11, 
12], в которых получены формулы и численные зна-
чения тепловой постоянной времени вT  и времени 
установления процесса нагрева устτ  воздушного 
трубчатого цилиндра, а также численное значение 
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температуры нихромовой проволоки, зная цикличе-
скую частоту нагревателя, которая определяет цикл 
нагревания воздушного цилиндра [11, 12], запишем 
нестационарное дифференциальное уравнение тепло-
вого баланса, характеризующее нагрев слоя воздуха 
между нагревателем и изделием с учетом [8, 10, 11]. 

τ⋅ω⋅Δ=Δ+′Δ⋅ ннввв sinmtttT ,                (1) 
где нmtΔ  - амплитудное значение приращения темпе-
ратуры нагревателя, нω  - циклическая частота изме-
нения нtΔ , вT  - тепловая постоянная времени слоя 
воздуха между нагревателем и изделием. 

Будем искать решение уравнения (1) в виде двух 
частей. Стационарная общая часть ∗Δ вt  решения вы-
ражается в виде 

τ⋅ω∗ ⋅Δ=Δ ннв
j

m ett .                         (2) 
Применив символический метод операций с 

комплексными величинами [9] запишем дифференци-
альное уравнение (1) в виде 

( ) τ⋅ωτ⋅ω
τ⋅ω

⋅Δ=⋅Δ+
τ
⋅Δ

нн
н

нв
в

в
j

m
j

m

j
m etet

d
etd

T , (3) 

где вmtΔ  - амплитудное значение приращения темпе-
ратуры воздушного цилиндра. Отсюда 

τ⋅ωτ⋅ωτ⋅ω ⋅Δ=⋅Δ+Δ⋅⋅⋅ω ннн нвввн
j

m
j

mm
j etetteTj . (4) 

Разделив обе части (4) на сомножитель τ⋅ωнje , 
найдем, что 

нвввн mmm tttTj Δ=Δ+Δ⋅⋅ω .                 (5) 
Отсюда следует, что 

( ) нвнв 1 mm tTjt Δ=⋅ω+Δ .                   (6) 
Амплитудное значение приращения температуры 

воздушного цилиндра можно определить по формуле 

вн

н
в 1 Tj

t
t m
m ⋅ω+

Δ
=Δ .                       (7) 

Формула (7) дает возможность найти модуль 
приращения вmtΔ  в виде 

2
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2
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вн

н
в

11 T
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t
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⋅ω+

Δ
=

⋅ω+
Δ

=Δ .           (8) 

Примем значение частоты нагревателя 
1,0н =f Гц, изменение приращения температуры 

нагревателя 2,101нн =Δ=Δ mtt °С [11]. 
Зная циклическую частоту нагревателя, которая 

определяет цикл нагревания воздушного цилиндра 
628,0н =ω  1/с [11] и зная найденное ранее значение 

постоянной времени вT  [12], можно определить мо-
дуль приращения вmtΔ  

( ) ( )
153,94

6275,0628,01

2,101
22в =

⋅+
=Δ mt °С. 

Фазовый угол вϕ  найдем из выражения 
( )внв arctg T⋅ω−=ϕ .                         (9) 

Знак "–" в (9) свидетельствует о том, что прира-
щение вtΔ  отстает по фазе от приращения нtΔ . 

( ) 507,216275,0628,0arctgв −=⋅−=ϕ  град. 

В табл. 1 приведены исходные [11] и расчетные 
данные тепловых параметров воздушного слоя между 
изделием и нагревателем. 

В итоге стационарное решение дифференциаль-
ного уравнения (1) запишем с учетом (2), (8), (9) в 
виде 

( )вн2
в

2
н

н
в sin

1
ϕ−τ⋅ω⋅

⋅ω+

Δ
=Δ ∗

T

t
t m .           (10) 

∗Δ вt =13,902°С. 
Для определения частного (нестационарного) 

решения уравнения (1) на основании соотношений, 
полученных в [10, 11, 12], запишем 

в2
в

2
н

н
в sin

1
в ϕ⋅⋅

⋅ω+

Δ
=Δ τ−∗∗ Tm e

T

t
t .           (11) 

( ) 15,9507,21sin153,94 6275,0839,0
в =−⋅⋅=Δ −∗∗ et °С. 
В общем случае с учетом [10, 11] полное реше-

ние уравнения (1) запишем в виде 

( )

в

вн2
в

2
н

н
ввв sin

1
T
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T

t
ttt

τ−

∗∗∗
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Задавшись начальными условиями, т.е. при τ = 0 
приращения температуры воздушного цилиндра 

вtΔ =0, получим на основании (9) выражение для 
определения коэффициента A, который характеризу-
ет, на сколько уменьшается амплитуда приращения 
температуры слоя воздуха вtΔ  по сравнению с ам-
плитудой приращения температуры нагревателя нtΔ  

( ) A
T

t
tt m +ϕ−⋅

⋅ω+

Δ
=Δ+Δ≈ ∗∗∗

в2
в

2
н

н
вв sin

1
0 .    (13) 

Отсюда 

в2
в

2
н

н sin
1

ϕ⋅
⋅ω+

Δ
=

T

t
A m .                 (13) 

( ) 517,34507,21sin153,94 =⋅=A °С. 

Теперь можно найти мгновенные значения ∗Δ вt , 
∗∗Δ вt  и вtΔ  температуры воздушного цилиндра при 

синусоидальном во времени изменении приращения 
нtΔ  температуры нагревателя, используя зависимости 

на рис. 1, т.е. распределения по времени приращения 
температуры ∗Δ вt , ∗∗Δ вt  и вtΔ  слоя воздуха 

Зная A общее решение вtΔ , определим по формуле  

( )

( ) вв2
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2
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Или в итоге получим 

( ) ( )[ ]ввн2
в

2
н

н
в sinsin

1
в ϕ⋅+ϕ−τ⋅ω⋅

⋅ω+

Δ
=Δ τ− Tm e
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Рис. 1. Зависимости: ΔtН , ΔtВ*, ΔtВ** и ΔtВ от τ: 

 ΔtН;  ΔtВ;  ΔtВ*;  ΔtВ** 
 

Для угла π=τ⋅ω 61н  (табл. 2) при заданной час-
тоте 1,0н =f Гц имеем 

×=Δ 153,94вt  

( ) ( )[ ] 05,23507,21sin49118,8sin 6275,0839,0 =−⋅+× −e °С. 
Для того, чтобы определить время устτ  по каж-

дой строке табл. 2, необходимо при заданной частоте 
нf  разделить соответствующий угол τωн  в радианах 

на н2 fπ , например, когда π=τ⋅ω 61н , тогда 

нн
уст 12

1
2

61
ff

=
⋅π
π

=τ .                    (17) 

Для данного угла устτ  составило 

833,0уст =τ с. 
 

2. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Таким образом, исследован переходный процесс 

нагрева слоя воздуха между нагревателем и изделием 
при изменении температуры нагревателя по периоди-
ческому (синусоидальному) закону. Найдены числен-
ные значения общего стационарного решения 

∗Δ вt =13,902°С, частного нестационарного решения 

15,9в =Δ ∗∗t °С и полного решения дифференциального 
уравнения, описывающего процесс нагрева слоя воз-
духа между нагревателем и изделием 05,23в =Δt °С 
для конкретного угла π=τ⋅ω 61н  (табл. 2). Следует 
отметить, что при больших значениях τωн  полное 

решение переходит в стационарный режим (рис. 1). 
На рис. 1 представлены зависимости нtΔ , ∗Δ вt , 

∗∗Δ вt  и вtΔ  от времени нагрева τ, которые получены с 
использованием формулы (16). 

Как видно из соотношения (16) и рис. 1, пунк-
тирной линией нанесена кривая зависимости прира-
щения вtΔ  температуры воздушного цилиндра от 
времени τ. Эта кривая начинается с нуля времени и 
равна нулю, так как при τ = 0 и вtΔ = 0 (см. (16)), сло-

жение двух кривых ∗Δ вt  и ∗∗Δ вt  приводит к тому, что в 

первых полупериодах вtΔ  превосходит ∗Δ вt  (стацио-
нарное решение). При дальнейшем увеличении вре-
мени τ, благодаря уменьшению по экспоненте нестан-
дартного решения, т.е. ∗∗Δ вt , со временем зависимость 

вtΔ  переходит в стационарную синусоиду ∗Δ вt  (см. на 
рис. 1 слияние пунктирной кривой со сплошной лини-
ей ∗Δ вt ). 

Из формулы (8) и рис. 1 следует также, что в воз-

душном цилиндре амплитуда приращения вmtΔ  ста-

ционарного изменения температуры уменьшается с 

101,2°С до 94,153°С по сравнению с амплитудой при-

ращения нmtΔ  нагревателя и вtΔ  отстает по фазе от 

нtΔ  на угол 507,21в −=ϕ  град. 
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Таблица 1 
Значения тепловых параметров воздушного  
цилиндра между изделием и нагревателем 

нmtΔ , 
°С 

f, 
Гц 

нω , 
1/с 

вT , 
с 

вmtΔ , 
°С 

вϕ , 
град 

вtgϕ A 

101,2 0,1 0,628 0,6275 94,153 -21,507 -0,394 34,517
 

Таблица 2 
Зависимости нtΔ , ∗Δ вt , ∗∗Δ вt  и вtΔ  от τ 

τ, 
с 

τωн , 
рад 

нtΔ ,  
°С 

∗Δ вt , 
°С 

∗∗Δ вt ,  
°С 

вtΔ , 
°С 

0 0 0 0 0 0 
0,83 1/6π 50,58 13,90 9,15 23,05 
1,25 1/4π 71,55 37,54 4,70 42,25 
1,66 1/3π 87,42 58,30 2,44 60,75 
2,5 1/2π 101,2 87,60 0,64 88,24 

3,33 2/3π 87,74 93,14 0,17 93,31 
3,75 3/4π 11,55 86,34 0,08 86,42 
4,16 5/6π 50,63 73,70 0,04 73,75 

5 1π 0 34,50 0,01 34,51 
5,83 1 1/6π -50,58 -13,90 0,003 -13,89
6,25 1 1/4π -71,55 -37,54 0,001 -37,54
6,66 1 1/3π -87,42 -58,90 0,0008 -58,30
7,5 1 1/2π -101,2 -87,60 0,0002 -87,60

8,33 1 2/3π -71,55 -93,12 5⋅10-5 -93,11
8,75 1 3/4π -50,63 -86,34 3⋅10-5 -86,34
9,16 1 5/6π -50,9 -73,70 1⋅10-5 -73,70
10 2π 0 -34,50 4,1⋅10-6 -34,50

10,83 2 1/6π 50,58 13,90 1,09⋅10-6 13,90 
11,25 2 1/4π 71,55 37,54 0,5⋅10-6 37,54 
11,66 2 1/3π 87,42 58,58 0,2⋅10-6 58,58 
13,33 2 2/3π 88,68 93,14 2,04⋅10-8 93,14 
13,75 2 3/4π 71,55 86,34 1,05⋅10-8 86,34 
14,16 2 5/6π 50,63 73,70 5,4⋅10-8 76,70 

15 3π 0 34,50 1,4⋅10-9 34,50 
15,83 3 1/6π -50,58 -13,90 3,8⋅10-9 -13,90
16,25 3 1/4π -71,55 -37,54 1,9⋅10-10 -37,54
16,66 3 1/3π -85,44 -58,58 1,007⋅10-10 -58,58
17,5 3 1/2π -101,2 -87,60 2,6⋅10-11 -87,60
18,33 3 2/3π -88,68 -93,12 7,07⋅10-11 -93,12
18,75 3 3/4π -71,55 -86,34 3,6⋅10-12 -86,34
19,16 3 5/6π -50,96 -73,70 1,8⋅10-12 -73,70

20 4π 0 -34,50 4,9⋅10-13 -34,50
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