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Проведено теоретичний у одновиткових індукторних системах для магніто-імпульсної обробки листових металів з 
кінцевою удільною електропровідністю. Дійсність отриманих результатів підтверджується граничними переходами. 
Встановлено, що зсув за фазою між індукованим сигналом та струмом у індукторі належить до діапазону 

],5.0[ ππ∈ϕΔ . 
 
Проведен теоретический в одновитковых индукторных системах для магнитно-импульсной обработки листовых 
металлов с конечной удельной электропроводностью. Достоверность полученных результатов подтверждается пре-
дельными переходоми. Установлено, что сдвиг по фазе между индуцированным сигналом и током в индукторе при-
надлежит диапазону ],5.0[ ππ∈ϕΔ . 
 

Практическое использование энергии импульс-
ных электромагнитных полей предоставляет уникаль-
ные возможности для создания новых современных 
технологий. 

Отличительной особенностью которых, является 
отсутствие непосредственного контакта с обрабаты-
ваемым материалом. В этом нет необходимости, по-
скольку трансформация энергии поля в механическую 
работу происходит собственно в материале заготовки, 
подлежащей обработке. Практический смысл этой 
особенности проявляется, например, в сравнении ме-
ханической штамповки с электромагнитной. Так, для 
реализации последней на современном уровне им-
пульсной техники не требуется пуансон. Более того, в 
недалеком будущем такие технологии позволят обра-
батывать материалы исключительно силами поля за-
данной пространственно-временной геометрии. В 
электромагнитной штамповке исчезнет и матрица, 
форму которой требуется придать обрабатываемой 
заготовке [1, 2]. Как известно, производственной 
практикой наиболее апробированы магнитно-
импульсные методы обработки массивных металли-
ческих объектов с высоким значением удельной элек-
тропроводности. Современные технологии требуют 
расширения и включения металлов с низкой прово-
димостью в номенклатуру материалов, подлежащих 
обработке силами магнитного давления. Процессы 
взаимодействия поля с тонкостенными заготовками из 
плохих проводников обладают целым рядом особен-
ностей. Среди них не только диффузия поля, но и по-
явление интенсивной нормальной компоненты маг-
нитной напряжённости, существенно искажающей 
направления действующих пондермоторных сил и 
картину возможных деформаций в целом [1, 3]. 

В экспериментах с низкочастотными (∼ 5.2 кГц) 
одновитковыми индукторными системами было за-
фиксировано не простое притяжение тонкого метал-

лического листа к рабочей поверхности витка, а обра-
зование вмятины сферической формы на поверхности 
плоской заготовки [4]. 

В известной мере, это противоречит практике 
традиционной магнито-импульсной обработки метал-
лов, когда силовое воздействие на заготовку ведет к 
отталкиванию металла от индуктора. Определение 
вектора сил при этом не вызывает сомнений: его ам-
плитуда пропорциональна разности квадратов каса-
тельных компонент напряженности магнитного поля 
на граничных поверхностях обрабатываемого метал-
ла, направление – в сторону ее меньшего значения. 
Силовое взаимодействие поля с проводящей средой 
обусловлено появлением сил Лоренца. Их направле-
ние устанавливается взаимным расположением век-
тора магнитной напряженности и вектора тока, воз-
буждаемого в металле обрабатываемой заготовки [1, 
3]. В этой связи вопрос о вихревых токах вызывает не 
только научный, но и практический интерес. 

Следует отметить, что близкие электродинами-
ческие задачи рассматривались авторами [4, 6], а с 
привлечением физической идеализации "прозрачных" 
проводников возбуждение индуцированных токов 
описано в работе [5]. Выводы исследований требуют 
обобщений для случаев, реальных в практике магнит-
но-импульсной обработки металлов. 

Цель настоящей работы – теоретический анализ 
процессов возбуждения вихревых токов, индуциро-
ванных полем плоского одновиткового соленоида, в 
плоских листовых заготовках из металлов с конечной 
величиной удельной электропроводности и определе-
ние соотношений между временными характеристи-
ками индуцированного тока и тока индуктора. 

Для проведения расчётов и анализа процессов 
возбуждения вихревых токов рассмотрим индуктор-
ную систему из одновиткового соленоида и плоской 
листовой металлической заготовки (рис.1). 
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Принятая физико-математическая модель соот-
ветствует реальной конструкции индукторной систе-
мы, первоначально использованной в экспериментах 
взаимодействия низкочастотных магнитных полей со 
стальными заготовками. 

При решении задачи примем следующие допу-
щения. 
− Приемлема цилиндрическая система координат, 

связанная с рассматриваемой моделью индуктор-
ной системы. 

− Виток индуктора достаточно тонок и "прозрачен" 
для действующих полей )0( →Δ , так что его ме-
талл не оказывает никакого влияния на проте-
кающие электромагнитные процессы. 

− Система обладает аксиальной симметрией, так 

что 0=
ϕ∂
∂  (ϕ - полярный угол). 

− Поперечные размеры индукторной системы на-
столько велики, что в рамках поставленной зада-
чи их можно считать бесконечными. 

− В индукторе течёт ток )(tI , временные парамет-
ры которого таковы, что в расчётах вполне при-
емлемо известное условие квазистационарности 
происходящих электромагнитных процессов, так 

что 1<<⋅
ω

l
c

 (здесь ω - циклическая частота про-

цесса, с - скорость света в вакууме, l - наиболь-
ший характерный геометрический размер систе-
мы, в данном случае - это поперечный размер, 

22R>>l ). 
− Листовая заготовка является достаточно тонко-

стенной с геометрической - 1
2,1
<<

R
d  и электро-

динамической - 1<<τ⋅ω точек зрения (в послед-
нем неравенстве: 2

0 d⋅γ⋅μ=τ , 0μ - магнитная 
проницаемость вакуума, γ - удельная электро-
проводность металла заготовки, d - её толщина). 
Уравнения Максвелла для возбуждаемых состав-

ляющих вектора электромагнитного поля 
)0,0( , ≠≠ϕ zrHE , преобразованных по Лапласу с 

учётом нулевых начальных условий, имеют вид [1]: 
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где р – параметр преобразования Лапласа; ),,( zrtjϕ - 
плотность стороннего тока в индукто-
ре, { };),,(),,( zrtELzrpE ϕϕ =  

{ };),,(),,( ,, zrtHLzrpH zrzr =  

;)()();()()(),,(
12 RR

pIpjhzrfpjzrpj
−

=+δ⋅⋅=ϕ

)(rf – функция радиального распределения тока в 
витке индуктора; )( hz +δ – дельта функция Дирака. 

 
Рис. 1. Схема индукторной системы с одновитковым 
соленоидом (1) и плоской листовой заготовкой (2), 

),,( zr eee
rrr

ϕ - направляющие орты цилиндрической 

системы координат 
 

Интегрирование (1) - (3) проведём для каждой из 
условно выделенных областей:  

a) полупространство вне листовой заготовки со 
стороны индуктора - ( ]0,∞−∈z ; 

б) область металла листовой заготовки - 
[ ]dz ,0∈ ; 
в) свободное полупространство с внешней сто-

роны листовой заготовки - [ )∞∈ ,dz . 
В рамках принятых допущений уравнения для 

азимутальной компоненты напряжённости электриче-
ского поля ),,( zrpЕϕ  в каждой из выделенных облас-
тей получим из дифференциальной системы (1) - (3). 

Вне металла листовой заготовки со стороны ин-
дуктора ( ( ]0,∞−∈z ) находим, что  

( ) ).,,(),,(1),,(
02

2
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В металле листовой заготовки ( [ ]dz ,0∈ ) имеем: 

( ) 0),,(),,(1),,(
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2
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Вне металла листовой заготовки ( [ )∞∈ ,dz ) за-
писываем, что: 

( ) 0),,(1),,(
2

2
≈⎟⎟

⎠
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⎝

⎛
⋅

∂
∂

∂
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Условию ограниченности радиального распреде-
ления ),,( zrpЕϕ из уравнений (4) - (6) при 0=r  и 

∞=r  удовлетворяет интегральное преобразование 
Фурье-Бесселя [6]: 
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∫
∞

ϕϕ λλλ⋅λ=
0

1 )(),,(),,( drJzpEzrpE ,  (7) 

где )(1 rJ λ  – функция Бесселя первого порядка. 
В соответствии с (7) уравнения (4) - (6) приво-

дятся к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям второго порядка: 

а) вне металла листовой заготовки со стороны 
индуктора, ( ]0,∞−∈z : 
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б) в металле листовой заготовки, [ ]dz ,0∈ : 

,0),,()(
),,(

0
2

2

2
=λ⋅λ⋅μ⋅+λ−

λ
ϕ

ϕ zpEp
dz
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   (9) 

в) вне металла листовой заготовки, [ )∞∈ ,dz : 
 

.0),,(
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2
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λ
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ϕ zpE
dz
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Общие интегралы уравнений (8), (9) и (10) для 
выделенных областей имеют вид: 

а) в полупространстве вне листовой заготовки со 
стороны витка индуктора ( ( ]0,∞−∈z ) условию огра-
ниченности при ∞→z  удовлетворяет функция: 

),()(),(

),(),,()1(
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epCzpE z

++η
λ
λ

+

+λ=λ λ
ϕ

  (11) 

где ),( λpC – произвольная постоянная интегрирования; 

б) в металле листовой заготовки ( [ ]dz ,0∈ ): 
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)2(

zpq
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epD
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⋅λ
ϕ
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где ),(),,( 21 λλ pDpD произвольные постоянные ин-

тегрирования, γμ+λ=λ 0
2),( ppq ; 

в) в пространстве за листовой заготовкой 
( [ )∞∈ ,dz ) условию ограниченности при ∞→z  
удовлетворяет функция: 

zepBzpE λ−
ϕ ⋅λ=λ ),(),,()3( , (13) 

где ),( λpB – произвольная постоянная интегрирования. 
Из уравнения (3) с помощью (11), (12) и (13) на-

ходим тангенциальную компоненту напряжённости 
магнитного поля: 

а) ( ]0,∞−∈z :  
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б) [ ]dz ,0∈ : 
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в) [ )∞∈ ,dz : 

.),(),,(
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p
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ϕ λ

μ
λ
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Из условия непрерывности касательных компо-
нент напряжённости электромагнитного поля на гра-
ницах выделенных областей получаем системы алгеб-
раических уравнений для определения неизвестных 
произвольных постоянных интегрирования в выраже-
ниях (11) – (16): 
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В конечном итоге нас интересует электрическое 
поле в металле заготовки. 

Исключая произвольные постоянные интегриро-
вания ),( λpC и ),( λpB в системах уравнений (17) и 
(18), находим неизвестные произвольные константы 
интегрирования ),(1 λpD  и ),(2 λpD . 

После соответствующих подстановок в формулу 
(12) и выполнения обратного преобразования Фурье-
Бесселя получаем, что 
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где  
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Выражение (19) помножим на удельную элек-
тропроводность металла заготовки и проинтегрируем 
по её толщине.  

Получим линейную плотность индуцированного 
тока. 
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Формула (20) после интегрирования и введения 
новых обозначений принимает вид, достаточно удоб-
ный для последующих математических операций: 
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В выражении (21) следует выполнить обратное 
преобразование Лапласа. Данная операция может 
быть осуществлена с помощью аппарата теории 
функций комплексного переменного [6]. 

Для вычисления особых точек подынтегральной 
функции в формуле (21) произведение продольного 
волнового числа на толщину листовой заготовки 
представим как мнимую величину: 

kidpq β⋅=λ )),(( .   (22) 
Подставляя (22) в знаменатель ),( λpF  и при-

равнивая его к нулю )0),(( =λpB , получаем уравне-
ние для величин βk: 
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Как следует из (22) и представления (23), особыми 
точками функции комплексного переменного F(p,λ) 
являются простые отличные от нуля  полюсы – pk: 

( ),1 22 λ+β⋅
τ

−= kkp    (24) 

Далее, в соответствии с теоремой об оригинале 
дробно-рациональной функции и с теоремой обраще-
ния свёртки из выражения (21) находим соответст-
вующую временную зависимость: 

∑
∞

=

⋅⋅⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ
λ

↔λ⋅⋅
0

)(
),(
),(

),()(
k

tp

k

k ke
dt

tdj

dp
pdB
pA

pFpjp .  (25) 

Подставляя выражение (25) в формулу (21), на-
ходим оригинал для тока, индуцированного в листо-
вой заготовке. 
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Продолжая вычисления, определяем 
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Формула (27) с подстановкой зависимостей (23), 
(24) представляет собой аналитическое решение по-
ставленной задачи о возбуждении вихревых токов в 
листовой заготовке при произвольных частотах дей-
ствующих магнитных полей. 

Говоря о достоверности найденного результата, 
необходимо отметить, что формула (27), полученная 
для произвольных параметров электродинамических 
процессов в индукторной системе, связана и согласу-
ется с ранее полученными результатами в предельных 
физических ситуациях.  

Эту связь можно установить, если при вычисле-
нии оригинала, соответствующего выражению (21), 
функцию F(p,λ) представить в виде отношения  
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Представление (28) позволяет в полученном ори-
гинале выделить слагаемое, соответствующее состав-
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ляющей индуцированного тока - Iϕ0(t), обусловленное 
достаточно низкими частотами возбуждающего сиг-
нала (|pμ0γ|<<λ2 и q(p,λ)≈λ) или, так называемую, низ-
кочастотную составляющую индуцированного тока. 

С учётом принятого для F(p,λ) представления 
(28) временная зависимость из выражения (21) в соот-
ветствии с теоремой Хевисайда и теоремой об изо-
бражении свёртки функций запишется как 
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где pk – простые, отличные от нуля, корни знаменате-
ля дроби (28). 

Подставляя выражение (29) в формулу (21), ори-
гинал для тока, индуцированного в листовой заготов-
ке, можно записать в виде суммы двух слагаемых: 

)()()( 0 tItItI ∞ϕϕϕ += ,  (30) 

где Iϕ0(t) – низкочастотная компонента индуцирован-
ного тока, 
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Iϕ∞(t) – высокочастотная компонента индуцированно-
го тока,  
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Простые полюса – pk были найдены ранее. Они 
определяются выражением (24). 

Вычислим слагаемые индуцированного тока в 
формуле (30). 

Для низкочастотной составляющей получаем, 
что 
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Найденная низкочастотная составляющая инду-
цированного тока полностью согласуется с результа-
том, ранее полученным в работе [5], для идеализации 
"прозрачных" листовых заготовок. 

Продолжая вычисления, находим, что: 
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где βk – корни уравнения (23). 
Теперь выражение для высокочастотной компо-

ненты индуцированного тока Iϕ∞(t) принимает вид: 
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Формула (30) с подстановкой зависимостей (31) 
и (33), так же как и ранее полученное выражение (27), 
представляет собой аналитическое решение постав-
ленной задачи о возбуждении вихревых токов в лис-
товой заготовке при произвольных частотах дейст-
вующих магнитных полей. Отличительной особенно-
стью зависимости (30) является выделение низко и 
высокочастотных компонент индуцированного тока. 

Проведём количественные оценки, иллюстри-
рующие развитие во времени электромагнитных про-
цессов в обрабатываемых заготовках. 

Так же как и ранее в работе [5], расчёты прове-
дём для индукторной системы с h=0.0005м, R1=0.05м, 
R2=1.25⋅R1≈0.625 м, работающей в частотном диапа-
зоне f≤100 кГц. 

 
а) 
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б) 

Рис. 2. Временная зависимость тока, индуцированного в 
заготовке из листовой меди толщиной ~ 0.001 м,  
a) рабочая частота действующего поля f=100 кГц; 
б) рабочая частота действующего поля f=7.5 кГц 

 
Результаты проведенных расчётов индуцирован-

ных токов в относительных единицах (нормировка 
производилась на соответствующие максимальные 
величины) представлены на рис. 2. 

Из результатов вычислений следует, что 
− определение высокой или низкой частоты в рас-
сматриваемом электромагнитном процессе тесно 
связано с величиной удельной электропроводности 
металла обрабатываемой заготовки (при одинако-
вой  геометрической толщине); 

− на высоких частотах действующих полей для заго-
товок из хороших проводников индуцированный 
сигнал с высокой степенью точности повторяет 
форму тока в индукторе, но имеет противополож-
ное направление, или, что одно и то же - имеет 
сдвиг по фазе относительно тока в индукторе на 
Δϕ≈π (рис. 2a); 

− на низких частотах ток, индуцированный в заготов-
ке, относительно тока в индукторе имеет сдвиг по 
фазе на Δϕ<0.5π (рис. 2б); 

− строгие расчёты, выполненные без упрощающих 
предположений о характере протекающих электро-
магнитных процессах, полностью подтверждают 
достоверность результатов, найденных для пре-
дельных физических ситуаций в работе [5]; 

− изменения направления индуцированного тока по 
сравнению с режимом резкого поверхностного эф-
фекта не происходит. 

 
ВЫВОДЫ 

1. Выполнен теоретический анализ процесса 
возбуждения вихревых токов магнитным полем одно-
виткового индуктора в плоской листовой заготовке из 
металла с конечным значением удельной электропро-
водности. 

2. Показано, что величина фазового сдвига ин-
дуцированного тока относительно тока в индукторе 
заключена в интервале ],5.0[ ππ∈ϕΔ . 

3. В режиме резкого поверхностного эффекта 
направление вихревых токов в заготовке противопо-
ложно направлению тока в индукторе, при сущест-
венном проникновении поля направление наведенно-

го относительно индуцирующего тока не изменяется, 
хотя разность фаз между ними снижается до π5.0 . 
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