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Показано, що при конформному відображенні симетричних С-образних полюсів координати відповідних точок після 
відображення можуть бути знайдені з чисельного рішення трансцендентного рівняння, однакового за формою запису 
для симетричних крапок. 
 
Показано, что при конформном отображении симметричных С-образных полюсов координаты соответственных 
точек после отображения могут быть найдены из численного решения трансцендентного уравнения, одинакового по 
форме записи для симметричных точек 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Как показано в [1] расчет двухполюсной магнит-

ной системы шкивных электромагнитных сепарато-
ров, обладающих осевой симметрией (рис. 1, а), мо-
жет быть осуществлен на основе предварительного 
расчета идентичной по граничным условиям плоско-
параллельной двухполюсной магнитной системы, ко-
торая аналогична математической модели шкива 
(рис. 1, б). Соответствующая плоскопараллельная 
система (рис. 1, в) учитывает исходную геометриче-
скую конфигурацию электромагнитного шкива, а 
также те граничные условия, которые имеют для него 
место, а именно: поверхность полюсов шкива эквипо-
тенциальна так, что разность потенциалов между по-
люсами одинакова для осесимметричной и плоскопа-
раллельной систем; линия, соответствующая цилинд-
рической поверхности между полюсами (как продол-
жение поверхности полюсов), является силовой лини-
ей магнитного поля. При этом плоскопараллельная 
система представляет собой два симметричных С-
образных полюсов, для которых требуется определить 
распределение магнитного поля во внешней области. 

С учетом принятых допущений указанная внеш-
няя область есть, по сути, внешней областью соответ-
ствующего прямоугольника. Поэтому, учитывая, что в 
[2] приведено конформное отображение внешней об-
ласти прямоугольника, позволяющее определять маг-
нитное поле в этой области при заданных условиях на 
прямоугольнике (конфигурация эквипотенциальных и 
силовых линий) в данной работе рассматривается ука-
занное конформное отображение применительно к 
принятой (рис. 1, в) конфигурации полюсов. 
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Рис. 1. Эскиз магнитной системы электромагнитного 

шкива (а) и его плоскомеридианная (б) и  
плоскопараллельная (в) математическая модель 
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ФУНКЦИЯ КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 
Отобразим конформно внешнюю область Z  

прямоугольника zzzz DCBA  (рис. 1, в) на некоторую 
верхнюю полуплоскость t . В результате в отобра-
женной области получаем магнитную систему двух 
пластин (рис. 2), которые соответствуют наружной 
поверхности полюсов электромагнитного шкива. 

δ

jη

ξ

t

AtFtEtBtCt HzGt DtMt

0
 

Рис. 2. Конформное отображение внешней области системы 
двух симметричных С-образных полюсов 

 
В рассматриваемом случае функция отображе-

ния определяется уравнением Кристоффеля-Шварца 
[2, 3] 

( ) ( ) ( ) ( )
( )22 1+

−⋅−⋅−⋅−
⋅=

t

DtCtBtAt
S

dt
dz tttt , (1) 

где S  - некоторая константа отображения. 
Так как начало координат области Z , для упро-

щения вида уравнения Кристоффеля-Шварца, поме-
щено в центр симметрии прямоугольника zzzz DCBA  
(рис. 1, в) и отображенные точки углов исходного 
прямоугольника в области t  расположены симмет-
рично на действительной оси, то примем для коорди-
нат этих угловых точек (рис. 2) в области t , следую-
щие соотношения: tt BA −= ; tt DC −= . Кроме того, 
если принять, согласно [3], соотношение tt AC /1−= , 
и сделать замену переменной t  на переменную 

)(arctg2 t−⋅=τ , (2) 
то интегрирование выражения (1) позволяет получить 
функцию конформного отображения ( )τ= fz , кото-
рую, с учетом соответствующих выражений для кон-
станты отображения из [3] и постоянной интегриро-
вания из [2], можно записать в следующем виде (здесь 
ΠZ  – ширина шкива по полюсам, рис. 1) 
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где α  – координата точки tB  (рис. 2), выраженная 
через новую переменную согласно соотношению (2), 
то есть ( )tB−⋅=α arctg2 ; na  – коэффициент ряда, за-
даваемый следующим рекуррентным соотношением 
( ) ( ) ( ) ( ) 022cos121 11 =⋅−+⋅α⋅⋅−⋅−⋅+ −+ nnn ananan  

для которого члены с нулевым и единичным индекса-
ми равны соответственно 10 =a  и ( )α−= 2cos1a ; 
( )kK , ( )kE  и ( )kK ′ , ( )kE′  – полные эллиптические 

интегралы первого и второго рода с модулем соответ-

ственно ( )α= sink  и 21 kk −=′ . 
Как видно из приведенного, одним из основных 

параметров определяющих функцию конформного 

отображения ( )τ= fz  по (3) является параметр α , 
который может быть найден по параметру k , учиты-
вая их взаимную связь ( k arcsin=α ), из решения 
уравнения (обозначение геометрических размеров 
ΠZ  и D  по рис. 1) 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ПОЛЮСОВ В 

ОТОБРАЖЕННОЙ ОБЛАСТИ 
Полученную функцию отображения  можно ис-

пользовать для нахождения координат точек в облас-
ти t , определяющих соотношение размеров в исход-
ной полюсной системе (рис. 1, в) и в отображенной 
системе двух пластин (рис. 2) (точки zE , zF , zG , 

zH  и  соответствующие им точки tE , tF , tG , tH ). 
Причем в силу принятой симметрии отображения со-
ответствующих точек областей Z  и t , достаточно по 
заданным координатам точек zE  и zG  в Z  найти 
координаты tE  и tG  в t . Тогда координаты точек tF  
и tH , в силу указанной симметрии определятся через 
следующие равенства tt EF −= ; tt GH −= . 

Что же касается координат точек zE  и zG , то в 
области Z  они могут быть записаны как некоторые 
комплексные числа (рис. 1, в) 

22
δ
⋅+= jDEz , 

22
δ
⋅+−= jDGz ,  (5) 

которым, согласно (2), соответствуют действительные 
числа 

)(arctg2 tE E−⋅=τ , )(arctg2 tG G−⋅=τ , (6) 
определение которых можно осуществить соответст-
венной подстановкой (5) и (6) в (3). 

При этом получаются два неявных уравнения  
для определения Eτ  и Gτ , то есть – для определения 
значений координат tE  и tG , которые согласно (6) 
определяются через параметры Eτ  и Gτ  как 

2
tg E

tE τ
−= , 

2
tg G

tG
τ

−= . 

Отметим, что поскольку tE  и tG  - координаты 
точек на действительной оси в области t , то действи-
тельными будут также и параметры Eτ  и Gτ  по (6). 
При этом подстановка этих параметров в правую 
часть уравнения (3) дает в показателях степеней экс-
понент мнимое число (например, Eje τ⋅ ), что позволя-
ет применить к этим экспонентам теорему Эйлера об 
экспоненте с мнимым показателем степени, заменив в 
(3) экспоненты следующими суммами 

( ) ( )EE
j je E τ⋅+τ=τ⋅ sincos ; 

( ) ( )GG
j je G τ⋅+τ=τ⋅ sincos  

(7) 

и 
( ) ( );)12(sin)12(cos)12(

EE
nj njne E τ⋅−⋅⋅−τ⋅−⋅=τ⋅−⋅⋅−  

( ) ( )GG
nj njne G τ⋅−⋅⋅−τ⋅−⋅=τ⋅−⋅⋅− )12(sin)12(cos)12( .(8) 
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Таким образом, если подставить соответствую-
щие координаты точек zE  и zG  по (5) в левую часть 
функции отображения (3), а параметры Eτ  и Gτ  по 
(6) подставить в правую часть функции отображения 
(3), то после представления соответствующих экспо-
нент по (7) и (8) и приравнивания правой и левой 
мнимых частей можно получить для координат точек 

tE  и tG  следующее неявное уравнение 
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которое имеет одинаковый вид для указанных точек, 
что и отражено в форме записи этого уравнения. 

Для непосредственного численного решения 
уравнений (9) примем, что [4]: 
- полный эллиптический интеграл первого рода может 
быть вычислен по аппроксимации многочленом: 

( ) ( ) ( ) ,1ln
1

2
12110

2
12110 m

mbmbbmamaakK ⋅⋅+⋅++⋅+⋅+=

где 386294,10 =a , 1119723,01 =a , 0725296,02 =a ,  
5,00 =b , 1213478,01 =b , 0288729,02 =b , 

( ) 22
1 1 kkm −=′= ; 

- полный эллиптический интеграл второго рода может 
быть вычислен по аппроксимации многочленом 

( ) ( ) ( ) ,1ln1
1

2
1211

2
1211 m

mbmbmamakE ⋅⋅+⋅+⋅+⋅+=  

где 4630151,01 =a , 1077812,02 =a , 2452727,01 =b , 

0412496,02 =b , ( ) 22
1 1 kkm −=′= . 

При этом для вычисления полных эллиптических 
интегралов первого, второго рода с дополнительным 
модулем ( )kK ′  и ( )kE′  в этих аппроксимациях следу-

ет положить 2
1 km = . 

Алгоритм самого решения представляет собой 
следующую процедуру:  
- для заданного отношения ΠZ  к D  по (4) определя-
ется параметр k  и соответствующий ему параметр 

( )karcsin=α ; 
- по (9) подбирается значение Eτ  или Gτ , которое 

удовлетворит (9) при заданном отношении 
Π

δ
Z

. 

При этом для решения уравнения (9) можно ис-
пользовать метод половинного деления поскольку из-
вестен диапазон значений для Eτ  и Gτ  при измене-

нии отношения 
Π

δ
Z

 в очевидном диапазоне от 0 до 1. 

А именно, учитывая изложенное выше, имеем:  
- для Eτ  диапазон изменения значений – [0, α ]; 
- для Gτ  диапазон изменения значений – [ α−π , π ]. 

Непосредственная реализация указанного алго-
ритма показала принципиальную возможность чис-

ленно решения уравнения (9) и наличия у него двух 
корней, соответствующих значениям Eτ  или Gτ . При 
этом из расчетов получено, что зависимость ( )τf , где 
( )τf  – правая часть уравнения (9), является симмет-

ричной относительно =τ
2
π  (рис. 3), что позволяет 

записать следующее соотношение 
EG τ−π=τ ,                           (10) 

согласно которому при нахождении Eτ  и Gτ  доста-
точно найти лишь первый корень уравнения (9). 

 
Рис. 3. Качественная зависимость правой части уравнения 

(9) от переменной τ  
 

Таким образом, из решения уравнений (4) и (9) 
можно получить координаты точек определяющих 
размеры эквипотенциальных пластин симметричной 
двухполюсной системы (рис. 2), для которой известно 
распределение магнитного поля, что позволяет опре-
делить, в свою очередь, распределение магнитного 
поля в исходной системе (рис. 1, в). Реализация этого 
может рассматриваться как перспектива дальнейших 
исследований в данном направлении. 

 
ВЫВОД 

При конформном отображении симметричной 
системы двух С-образных полюсов координаты точек 
соответствия после отображения могут быть опреде-
лены из решения трансцендентного уравнения, оди-
накового для симметричных точек. 
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