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Запропонована уточнена математична модель з урахуванням еквівалентних контурів втрат в сталі статора і рото-
ра від вихрових струмів для формування пускових характеристик асинхронних двигунів з частотозалежними пара-
метрами ротора. 
  
Предложена математическая модель с учетом эквивалентных контуров потерь в стали статора и ротора от вих-
ревых токов для формирования пусковых характеристик асинхронных двигателей с частотозависимыми парамет-
рами ротора. 
 

При розрахунках асинхронних двигунів (АД ) на 
підвищену частоту живлення і особливі режими робо-
ти, що пов’язані з важкими і частими пусками, необ-
хідний уточнений розрахунок пускових характеристик. 

Під уточненими розрахунками пускових харак-
теристик вважається врахування впливу контурів ви-
хрових струмів на статорі, що характеризуються втра-
тами в сталі. 

В існуючих методиках розрахунку АД фізичні 
процеси в сталі або ідеалізуються приймаючи, що 
осердя ротора і статора не електропровідні, або при-
ймають припущення про можливість врахування 
втрат введенням в коло намагнічування схеми замі-
щення АД додаткових опорів, що визначаються вели-
чиною втрат в сталі, які отримано розрахунковим 
шляхом або з досліду холостого ходу. 

З метою рішення ряду задач, пов’язаних перш за 
все з проектуванням АД для інтенсивних режимів 
робіт, розроблено математичну модель, що призначе-
на підвищити точність розрахунку пускових характе-
ристик проектуємих АД. 

Система рівнянь електричної рівноваги АД для 
статорних і роторних обмоток розширюється ще чо-
тирма рівняннями, які відображають системи еквіва-
лентних контурів втрат в сталі – для двох статорних і 
двох роторних зубців і ділянок ярм. 

З метою складення системи рівнянь електричної 
рівноваги необхідно визначити систему просторових 
орієнтацій  для електричних контурів статора і рото-
ра, а також для еквівалентних контурів вихрових 
струмів машини. Короткозамкнута обмотка ротора 
складається з z2 контурів (z2 – число зубців ротора), 
що утворені сусідніми стержнями обмотки і ділянка-
ми короткозамикаючих кілець між ними. В системі 
координат ротора нульове значення кутової коорди-
нати відповідає вісі зубця з номером z2. В якості ста-
торних контурів розглядаються фазні обмотки. Номер 
фази приймає значення 3,1,2, відповідно до фаз А,В,С. 
Еквівалентні зубцеві контури вихорових струмів ста-
тора і ротора відповідають одновитковому контуру 
суміщеному з віссю зубців. Зубець з номером 1 зна-
ходиться між вісями пазів з номерами z1 і 1. Нульове 
значення просторової кутової координати (дійсні вісі 

просторових комплексних площин по всіх гармоніч-
них складових  магніторушійної сили МРС) суміщине 
з вісю пазу статора і ротора з номерами відповідно z1 і 
z2  де z1 – число зубців статора. Нумерація зубців і 
додатній напрямок кутової координати – проти часо-
вої стрілки. 

Еквівалентні ділянки ярмових контурів вихрових 
струмів статора і ротора еквівалентуються струмом 
провідника, що розсташовуються по вісі пазів відпо-
відних ділянок ярм. Ділянка ярма з номером 1 знахо-
диться між  вісями зубців з номерами 1 і 2. 

Для розв'язання системи рівнянь електричної рі-
вноваги з урахуванням визначених контурів необхід-
но отримати величини і просторові положення мак-
симумів їх МРС ν-ї гармонічної складової при одини-
чному струмові. Так кутові координати максимумів 
МРС і-го зубцьового контуру статора і ротора станов-
лять відповідно: 
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де υ – порядок просторової гармоніки МРС. 
Величини амплітуд ν-х гармонічних складових 

при одиничних струмах еквівалентних зубцових ста-
торних і роторних контурів  визначаються виразами:  
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Еквівалентуючи вихорові струми ділянки ярма, 
розкладаємо в ряд Фурьє МРС еквівалентуючого про-
відника. В результаті отримуємо величину і просто-
рове положення максимуму МРС υ-ї гармонічної 
складової при одиничному струму еквівалентного 
ярмового контуру статора і ротора відповідно  
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Величина і просторове положення максимуму υ-ї 
гармоніки МРС і-го електричного контуру ротора при 
одиничному струму визначаються виразами. 
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де θ – кут між нульовими кутовими координатами 
статора і ротора (вісями z2-го зубця ротора і z1-го паза 
статора).  

Величина і просторове положення максимуму υ-ї 
гармоніки МРС і-го електричного контуру статора 
при одиничному струму визначаються виразами: 
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де δАυ – координата максимуму МРС по υ-й гармоніці 
фази А; і – номер фази, що приймає значення 3,1,2, 
відповідно для фаз А,В,С. 

 
ДИФЕРЕНЦІЙНІ РІВНЯННЯ ЕЛЕКТРИЧНОЇ 
РІВНОВАГИ В ФАЗНИХ КООРДИНАТАХ 
При врахуванні тільки однієї просторової гармо-

нічної складової  МРС порядку υ складемо систему 
диференційних рівнянь електричної рівноваги симет-
ричного асинхронного двигуна з короткозамкнутим 
ротором, що враховує еквівалентні контури в сталі 
статора і ротора в фазних координатах 
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де матриці миттєвих значень позначено: [us] – напруга 
статора, що прикладена до його фаз; [іs] – струм фаз 
статора; [іsz], [іsa] – струмів еквівалентних контурів в 
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сталі зубців і ділянок ярм в статорі; [іrz], [іra] – струмів 
еквівалентних контурів в сталі зубців і ділянок ярм в 
роторі; [іr] – струмів в короткозамкнутих контурах 
ротора; [іs], [іsz], [іsа], [іrz], [іra], [іr] – матриці активних 
опорів фаз статора, еквівалентних контурів струмів в 
сталі зубців і дялянок ярма в статорі і ротора відпові-
дно, короткозамкнутих контурів ротора; [L] – матриці 
власних і взаємних індуктивностей (на групи контурів 
влазують індекси: s – статор; r – ротор;  z, a – еквіва-
лентні контури сталі зубців і ділянок ярма); [Lrr пл], 
[Lrυ] – матриці взаємних індунктивностей контурів 
ротора по шляхах потоків пазового і лобового розсію-
вання і основного потоку взаємоіндукції статор-ротор  
по просторовій гармоніці υ; параметри rc, ryk – активні 
опори стержнів ротора і ділянки короткозамкнутого 
кільця між сусідніми стержнями; mл – власна індукти-
вність роторного контура по потоку розсіювання, що 
визвана струмом в ділянці коротозамикаючого кільця; 
mп – власна чи взаємна індуктивність роторних кон-
турів по потоку розсіювання, що визвана струмом в 
стержні; Мijυ (i,j – s,r,sz,sa,rz,ra) – взаємна індуктив-
ність двох електричних контурів при умові співпа-
дання їх осей по гармоніці υ; lσ – індуктивність розсі-
ювання; Lk,n – елемент матриці індуктивності розсію-
вання; δ – величина повітряного зазору; kδ – коефіці-
єнт Картера; kμυ – модуль коефіцієнта насичення маг-
нітного кола; R, lδ – радіус розточки і довжина пакету 
статора; kcij – коефіцієнт скосу контурів i i j. 
 

СПРОЩЕННЯ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІЙНИХ 
РІВНЯНЬ 

Складена система рівнянь електричної рівноваги  
складається з 3+2·z2+2·z1 рівнянь і містить періодичні 
коефіцієнти, що залежать від кута повороту ротора. 
Для спрощення системи рівнянь застосовують заміну 
змінних. Так як розглядається симетрична електрична 
машина при симетричному живленні, то у відповідно-
сті з [1] в якості нових змінних доцільно вибрати си-
метричні складові просторових векторів в системі 
координат, що обертається синхронно з полем. Це 
скоротить кількість рівнянь до шести і звільнить їх від 
періодичних коефіціентів. 

В результаті заміни змінних вихідна система рів-
нянь електричної рівноваги перетворюється в систему 
6-ти рівнянь для комплексних змінних. 
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де si1  - перша симетрична складова просторових век-
торів миттєвих значень фазних струмів статора; riυ , 

sziυ , saiυ , rziυ , raiυ  - υ-і симетричні складові просто-
рових векторів контурних струмів: ротора, втрат в сталі 
зубців і ділянок ярм статора і ротора відповідно. 

Кожний із представлених просторових комплек-
сів співпадає в просторі з максимумом результуючої 
хвилі струму, а отже, і МРС кожної групи струмів. 
Модулі просторових комплексів, як видно з (2), в 
( ) ,5,0

im (і=s, sz, sa, rz, ra, r) раз меньші сумарних век-
торів струмів mi-фазних симетричних систем (mi – 
число фаз системи контурів з індексом і). Підсумува-
вши комплекси (2) з відповідними коефіцієнтами 
пропорційності, отримаємо просторовий комплекс, 
еквівалентний результуючій хвилі МРС машини по υ-
й гармонічній складовій 

( )+⋅+⋅⋅+⋅⋅= υυυυυυ sasaszszssm ififzifF 5,0
11

5,03        

( ) rrrararzrz ifzififz υυυυυυ ⋅⋅+⋅+⋅⋅+ 5,0
2

5,0
2 . (3) 
Система рівнянь (1), перетворена до змінних (2), 

має вигляд 
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Тут 
( )[ ]22cos12 zrrr cукr υ⋅π⋅−⋅+⋅= ; 

( )[ ]22cos12 zmml плr υ⋅π⋅−⋅+⋅=σ ; 

( )(( ,5.0 005,0 njkj
nkknkn eemmML ⋅δ⋅⋅δ⋅−

υυ ⋅⋅⋅⋅⋅=
) )rrarzsaszsnrrarzsaszsk ,,,,,,,,,,, == ; 
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υδ=δ As0
;  100

zrzsz υ⋅π−=δ=δ ; 2
00

π=δδ = rasa ; 

0
0
=δr ; dtdr θ=ω , 

де ωr – частота обертання ротора; r1 – опір фази ста-
тора симетричного двигуна. 

Дана система шести диференційних рівнянь еле-
ктричної рівноваги спільно з рівнянням механічної 
рівноваги описує електромагнітні і механічні перехід-
ні процеси в симетричній асинхронній машині з вра-
хуванням еквівалентних контурів втрат в сталі стато-
ра і ротора від вихрових струмів. 
 

СИСТЕМА АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 
ЕЛЕКТРИЧНОЇ РІВНОВАГИ 

Електричні змінні (2) представлено в системі ко-
ординат, що обертаються синхронно з полем. Вони 
пропорційні огинаючим кривих зміни миттєвих зна-
чень в часі. В усталеному режимі вони стають постій-
ними величинами. Миттєві ж значення струмів елект-
ричних контурів машини в цьому випадку визнача-
ються слідуючим чином: 

( ) =π⋅⋅−ξ+⋅ξ⋅= 32cos 0 ktIi smssk  

( )32325,0 002 π⋅⋅⋅⋅ω⋅−∗π⋅⋅⋅−⋅ω⋅− ⋅⋅+⋅⋅⋅= kjtj
s

kjtj
s eeIeeI& , 

k=3,1,2; 
( ) ×=π⋅⋅−ξ+⋅ξ⋅= − 5.0

10 22cos zktIi szmszszk  

( )1010 22 zkjtj
sz

zkjtj
sz eeIeeI π⋅⋅⋅⋅ω⋅−∗π⋅⋅⋅−⋅ω⋅ ⋅+⋅⋅× & , 

k=z1,1,…1,z1-1 ; 
( ) ×=π⋅⋅−ξ+⋅ξ⋅= − 5,0

10 22cos zktIi samsasak  

( )1010 22 zkjtj
sa

zkjtj
sa eeIeeI υ⋅π⋅⋅⋅⋅ω⋅−∗υ⋅π⋅⋅−⋅ω⋅ ⋅⋅+⋅⋅× & , 

k=z1,1,…1,z1-1; 
( ) ×=υ⋅π⋅⋅−ξ+⋅ξ⋅= − 5,0

20 22cos zktIi rzmrzrzk

( )2020 22 zkjtj
rz

zkjtj
rz eeIeeI υ⋅π⋅⋅⋅⋅ω⋅−∗υ⋅π⋅⋅⋅−⋅ω⋅ ⋅⋅+⋅⋅× & , 

k=z2 ,1,…1,z2-1; 
( ) ×=π−ξ+ξ= − 5,0

20 22cos zktIi ramrarak  

( )2020 22 zkjtj
ra

zkjtj
ra eeIeeI υ⋅π⋅⋅⋅⋅ω⋅−∗υ⋅π⋅⋅⋅−⋅ω⋅ ⋅⋅+⋅⋅× &

,
k=z2,1,…1,z2-1; 

( ) =υ⋅π⋅⋅−ξ+⋅ω⋅υ−ω⋅= 20 2)(cos zktIi rrmrrk

(
),

2
20

20

2)(

2)(5,0

zkjtj
r

zkjtj
r

eeI

eeI
r

r

υ⋅π⋅⋅⋅⋅ω⋅υ−ω⋅−∗

υ⋅π⋅⋅⋅−⋅ω⋅υ−ω⋅−

⋅⋅+

+⋅⋅⋅= &
 

де Im, ξ, I& , ∗I  - амплітуди, початкові фази, часові ком-
плекси, спряжені часові комплекси струмів відповідно. 

Підставивши дані залежності в (2), отримаємо 
вирази зв’язку в усталеному режимі між часовими 
комплексами і симетричними складовими просторо-
вих векторів струмів і аналогічним чином напруг 

( ) rr Izi &⋅=υ
5,0

2 2 ;  ( ) szsz Izi &⋅=υ
5,0

1 2 ; 

( ) sasa Izi &⋅=υ
5,0

1 2 ; 

( ) rzrz Izi &⋅=υ
5,0

2 2 ;  ( ) rara Izi &⋅=υ
5,0

2 2 ; 

      ( ) ss Ii &⋅= 5,0
1 5,1 ;  ( ) ss Uu &⋅= 5,0

1 5,1 ; (5) 

де sU&  - діюче значення змінного комплексу напруги 
статора. Всі часові комплекси відповідають фазам з 
номерами 3, z2, z2, z2, z1, z1 – статора, ротора, контурів 

зубців і ярм ротора та статора відповідно. Підстави-
виши в (3), визначемо амплітуду резуль-туючої хвилі 
МРС мишини 

( )+⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅= υυυ
−

υ sasaszszssm IfIfzIfF &&&
1

5,0 32

( ) rrrararzrz IfzIfIfz &&& ⋅⋅+⋅+⋅⋅+ υυυ 22 . (6) 

Наявність зв’язку між просторовими і часовими 
комплексами означає об’єднання просторової і часо-
вої комплексних площин. На об’єднаній просторово-
часовій комплексній площині симетричні складові 
просторових векторів (2) в усталеному режимі роботи 
у відповідному масштабі суміщуються з часовими 
комплексами струмів. 

Перетворимо рівняння перехідного режиму (4) в 
систему рівнянь усталеного режиму, замінивши в них 
симетричні складові просторових комплексів часови-
ми у відповідності з виразами (5), враховуючи, що 
останні не являються функціями часу 
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 (7) 

Таким чином, отримана система шести алгебраї-
чних рівнянь відносно комплексів струмів для розра-
хунку робочих та пускових характеристик симетрич-
ної машини з врахуванням втрат в сталі статора і ро-
тора. Розв’язання її не викликає ускладнень при наяв-
ності інформації про величину коефіцієнтів. 

 
ОТРИМАННЯ ВИРАЗІВ ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ 

ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ МОМЕНТІВ 
Рівняння електромагнітного моменту визначимо 

як часткову похідну від запасу магнітної коенергії по 
переміщенню. Даний вираз істотно спрощується при 
припущенні про рівність магнітних енергії і коенергії. 
В цьому випадку інтеграл замінюється половиною 
добутку підінтегральною функцією на величину, що 
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стоїть під знаком диференціала. Приводом для даного 
припущення являється те, що, як показано в [1], при 
рівнях насичення магітного кола, що відповідає екс-
плуатаційним навантаженням, похибка не пере-вищує 
декількох відсотків. При розрахунку режиму з підви-
щеним рівнем насичення інтеграл у виразі електрома-
гнітного моменту можна визначити в процесі зату-
хання струмів в обмотках машини [1]. 

Електромагнітний момент визначемо виразом 

[ ] [ ] [ ]iLi t ⋅
θ∂

∂
⋅

)(5,0 , 

де всі матриці відповідають матрицям системи (1). 
Враховуючи залежність від кута θ , запишемо 
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Для спрощення виразу електромагнітного моме-
нту необхідно провести заміну змінних аналогічно з 
перетвореннями для системи рівнянь електричної рів-
новаги [2], приймаючи до уваги, що 

[ ] [ ] [ ];kkk iCi ⋅=  [ ] [ ]tktk Ci ∗∗ ⋅ ; [ ] [ ] 1−∗ = ktk CC ; 

[ ] [ ] [ ] [ ]knnknk LCLC =⋅⋅−1 ; [ ] [ ]tknnk LL ∗= ; 

( )AAjAj Im2 ⋅=⋅−⋅ ∗ ; 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]11 υ⋅−=⋅
θ∂

∂
⋅− jCCC r

r
r ;  [ ]( ) [ ] [ ]1

1
υ⋅=⋅

θ∂
∂ −

jCC
r

r  

де А – комплексне число; Im – уявна частина; індекси 
k, n приймають значення  s, sz, sa, rz, ra, r. Перетворе-
ний вираз електромагнітного моменту, що дозволяє 
досліджувати динамічні режими, мають слідуючий 
вигляд. 

( +⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅υ⋅= υυ
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υυυ
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∗
υ ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+ . (8) 
Замінивши симетричні складові просторових ве-

кторів часовими комплексами отримаємо можливість 
розрахувати електромагнітний момент в усталеному 
режимі роботи з врахуванням струмів еквівалентних 

контурів втрат в сталі статора і ротора від вихрових 
струмів 
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(9)
 

Перша складова визначає момент взаємодії струмів 
ротора і струмів обмотки статора; друга і третя – від 
взаємодії роторних струмів з еквівалентними струма-
ми втрат в сталі зубців і ярм статора відповідно; чет-
верта і п’ята – від взаємодії статорних струмів з екві-
валентними струмами втрат в сталі зубців і ярм рото-
ра відповідно; шоста, сьома, восьма і дев’ята – від 
взаємодії еквівалентних струмів втрат в сталі зубців і 
ярм статора і ротора між собою. 

 
ВИСНОВОК 

Отримана система диференційних рівнянь елект-
ричної рівноваги з урахуванням еквівалентних конту-
рів втрат в сталі статора і ротора для комплексних 
змінних в системі координат, що обертаються син-
хронно з полем. Отримано вирази електромагнітних 
моментів для динамічних та статичних режимів. 

Представлена математична модель дає змогу до-
сліджувати динамічні і статичні характеристики АД з 
врахуванням нелінійних електромагнітних параметрів 
на етапі його проектування для інтенсивних режимів 
роботи. 
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