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В дійсній роботі проведено теоретичний аналіз електродинамічних процесів збудження вихрових струмів у плоских 
листових металах. Показано, що у випадку режиму різкого поверхневого ефекту (ідеально провідна заготівка) індуци-
рований струм є дзеркальним відображенням струму в індукторі. Їх направлення протилежні (або зсув за фазою ~ π). 
У випадку низькочастотних полів (тонкостінний метал) зсув за фазою між ними скорочується до величини ~ π / 2. 
Зміна направлення індуцированого струму у зрівнянні з режимом різкого поверхневого ефекту не відбувається. 

 
В настоящей работе проведен теоретический анализ электродинамических процессов возбуждения вихревых токов в 
плоских листовых металлах. Показано, что в случае режима резкого поверхностного эффекта (идеально проводящая 
заготовка) индуцированный ток является зеркальным отражением тока в индукторе. Их направления противопо-
ложны (или сдвиг по фазе ~ π). В случае низкочастотных полей (тонкостенный металл) сдвиг по фазе между ними 
сокращается до величины ~ π / 2. Изменения направления индуцированного тока по сравнению с режимом резкого 
поверхностного эффекта не происходит. 
 

В экспериментах с плоскими одновитковыми ин-
дукторными системами при деформировании тонко-
стенных листовых заготовок на низких частотах воз-
буждаемых полей был зафиксирован эффект притя-
жения заготовки к индуктору. Так, при протекании 
токового импульса воздействие пондермоторных сил 
приводило к притяжению металла и образованию 
вмятины сферической формы на участке ровной по-
верхности листовой заготовки, расположенном на-
против внутреннего отверстия витка индуктора [1]. 

Известно, что силовое взаимодействие поля с 
проводящей средой обусловлено возбуждением сил 
Лоренца. Их направление определяется взаимным 
расположением вектора магнитной напряжённости и 
вектора индуцированного тока. 

В традиционной магнитно-импульсной обработ-
ке металлов силовое воздействие на  заготовку в ре-
жиме резкого скин-эффекта (высокие рабочие часто-
ты и незначительные диффузионные явления) имело 
известный характер её отталкивания от индуктора. 
Обрабатываемый металл подвергался, так называе-
мому, магнитному давлению [2]. При этом никаких 
сомнений направление вектора силы не вызывало, так 
как его амплитуда определялась как разность квадра-
тов касательных компонент напряжённости магнит-
ного поля на граничных поверхностях обрабатывае-
мого металла (в сторону её меньшего значения). 

Естественно предположить, что в случае доста-
точно низких частот физическое объяснение обнару-
женного феномена притяжения может состоять в из-
менении направления (или соответствующем фазовом 
сдвиге) тока, индуцированного в металле листовой 
заготовки внешним магнитным полем. Эта гипотеза, 
прежде всего, нуждается в теоретическом анализе. 

Цель настоящего рассмотрения - электродина-
мический анализ процессов возбуждения вихревых 
токов в металле тонкостенной листовой заготовки 
низкочастотным магнитным полем плоского 
одновиткового индуктора. Расчётная модель 
исследуемой индукторной системы представлена на 
рис. 1. 

 
Рис.1. Схема индукторной системы с одновитковым 
соленоидом (1) и плоской листовой заготовкой (2), 
( zr eee

rrr
,, ϕ - направляющие орты цилиндрической  

системы координат) 
 

Принятая модель максимально соответствует ре-
альной конструкции, содержащей одновитковый со-
леноид, как источник импульсного магнитного поля, 
и расположенную поверх него тонкостенную листо-
вую заготовку. 
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В цилиндрической системе координат, связанной 
с рассматриваемой индукторной системой, примем 
следующие допущения. 
• Виток индуктора достаточно тонок и "прозрачен" 

для действующих полей )0( →Δ , так что его металл 
не оказывает никакого влияния на протекающие элек-
тромагнитные процессы. 
• Система обладает аксиальной симметрией, так 

что 0=
ϕ∂
∂  (ϕ - полярный угол). 

• Поперечные размеры индукторной системы на-
столько велики, что в рамках поставленной задачи их 
можно считать бесконечными. 
• В индукторе течёт ток )(tI , временные парамет-

ры которого таковы, что в расчётах вполне приемлемо 
известное условие квазистационарности происходя-
щих электромагнитных процессов, так что 

1<<⋅
ω l
c

(здесь ω - циклическая частота процесса, с - 

скорость света в вакууме, l - наибольший характер-
ный геометрический размер системы, в данном случае 
- это поперечный размер, 22Rl >> ) . 
• Листовая заготовка является достаточно тонко-

стенной с геометрической - 1
2,1
<<

R
d  и электродина-

мической - 1<<τ⋅ω точек зрения (в последнем нера-
венстве: 2

0 d⋅γ⋅μ=τ , 0μ - магнитная проницаемость 
вакуума, γ - удельная электропроводность металла 
заготовки, d - её толщина). 

Уравнения Максвелла для возбуждаемых состав-
ляющих вектора электромагнитного поля 

)0,0( , ≠≠ϕ zrHE , преобразованных по Лапласу с 
учётом нулевых начальных условий, имеют вид [2, 3]: 
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(3) 

где р - параметр преобразования Лапласа; ),,( zrtjϕ - 
плотность стороннего тока в индукторе, 
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)(rf -функция радиального распределения тока в вит-
ке индуктора; )( hz +δ - дельта функция Дирака. 

При решении поставленной задачи выделим сле-
дующие области:  

a) полупространство вне листовой заготовки со 
стороны индуктора - ( ]0,∞−∈z ; 

б) область металла листовой заготовки - [ ]dz ,0∈ ; 

в) свободное полупространство с внешней сторо-
ны листовой заготовки - [ )∞∈ ,dz . 

Из дифференциальных уравнений (1) - (3) в рам-
ках принятых допущений получим уравнения для 
азимутальной компоненты напряжённости электриче-
ского поля ),,( zrpЕϕ в выделенных областях.  

Вне металла листовой заготовки со стороны ин-
дуктора ( ( ]0,∞−∈z ) получаем, что  
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В металле листовой заготовки ( [ ]dz ,0∈ ) имеем: 
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Вне металла листовой заготовки ( [ )∞∈ ,dz ) имеем:: 
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Условию ограниченности радиального распреде-
ления ),,( zrpЕϕ из уравнений (4) - (6) при 0=r и 

∞=r  удовлетворяет интегральное преобразование 
Фурье-Бесселя [3]: 

 ∫
∞

ϕϕ λ⋅λ⋅λ⋅λ=
0

1 )(),,(),,( drJzpEzrpE , (7) 

где )(1 rJ λ  - функция Бесселя первого порядка. 
В соответствии с (7) уравнения (4) - (6) приво-

дятся к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям второго порядка: 

а) вне металла листовой заготовки со стороны 
индуктора, ( ]0,∞−∈z : 
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б) в металле листовой заготовки, [ ]dz ,0∈ : 
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в) вне металла листовой заготовки, [ )∞∈ ,dz : 
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Общие интегралы уравнений (8), (9) и (10) для 
выделенных областей имеют вид: 

а) в полупространстве вне листовой заготовки со 
стороны витка индуктора ( ( ]0,∞−∈z ) условию огра-
ниченности при −∞→z  удовлетворяет функция: 
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где ),( λpC - произвольная постоянная интегрирова-
ния; 

б) в металле листовой заготовки ( [ ]dz ,0∈ ): 
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где ),(),,( 21 λλ pDpD произвольные постоянные ин-

тегрирования, γ⋅μ⋅+λ=λ 0
2),( ppq ; 

в) в пространстве за листовой заготовкой 
( [ )∞∈ ,dz ) условию ограниченности при ∞→z  
удовлетворяет функция: 
 zepBzpE λ−

ϕ ⋅λ=λ ),(),,()3( ,  (13) 

где ),( λpB - произвольная постоянная интегрирова-
ния.  

Из уравнения (3) с помощью (11), (12) и (13) на-
ходим тангенциальную компоненту напряжённости 
магнитного поля: 
а) ( ]0,∞−∈z :  
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б) [ ]dz ,0∈ : 
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в) [ )∞∈ ,dz : 
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Из условия непрерывности касательных компо-
нент напряжённости электромагнитного поля на гра-
ницах выделенных областей получаем системы алгеб-
раических уравнений для определения неизвестных 
произвольных постоянных интегрирования в выраже-
ниях (11) - (16): 
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В конечном итоге нас интересует электрическое 
поле в металле заготовки.  

Исключая произвольные постоянные интегриро-
вания ),( λpC и ),( λpB в системах уравнений (17) и 

(18), находим неизвестные произвольные постоянные 
интегрирования ),(1 λpD  и ( )λ,2 pD . 

После соответствующих подстановок в формулу 
(12) и выполнения обратного преобразования Фурье-
Бесселя получаем, что 
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Выражение (19) помножим на удельную элек-
тропроводность металла заготовки и проинтегрируем 
по её толщине. Получим линейную плотность инду-
цированного тока. 
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Проанализируем полученный результат в пре-
дельных физических ситуациях. 

Первая из них имеет место при идеальной про-
водимости металла заготовки, то есть ∞→γ . Про-
дольное волновое число в этом случае не зависит от 
параметра (его физический смысл - радиальное вол-
новое число) интегрального преобразования Фурье-
Бесселя и будет равно: .),( 0 γ⋅μ⋅≈λ ppq  

В выражении (20) выполним соответствующий 
предельный переход.  

После обратного преобразования Лапласа нахо-
дим, что 

 ∫
∞

λ−
ϕ λλ⋅λ⋅⋅λ⋅−≈

0
1 )()()(),( drJeftjrtj h . (21) 

При достаточно малом расстоянии от витка ин-
дуктора до заготовки при 0→h имеем: 
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Интегрируя по r  правую и левую части выраже-
ния (22), находим связь между током индуктора и ве-
личиной полного тока, индуцированного в заготовке: 
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Результат (23) показывает, что в случае идеаль-
ной проводимости металла заготовки при достаточно 
малом зазоре между ней и витком, возбуждаемый 
вихревой ток является зеркальным отражением тока в 
индукторе. То есть, токи равны между собой, но на-
правлены противоположно. Этот известный физиче-
ский результат свидетельствует о достоверности по-
лученных решений. 

Следующая идеализация имеет место при доста-
точной тонкостенности листовой заготовки ( 1<<τ⋅ω , 
[2]). В этом случае для продольного волнового числа 
в металле приемлема оценка: 

2
0 λ<<γ⋅μ⋅p ;     λ≈λ),( pq .               (24) 

Выполним предельный переход в формуле (20) 
при условии (24). 

После обратного преобразования Лапласа полу-
чим, что 

 )()(
2

),(
2),(2

rf
dt

tdj
d

rtj
pq ϕλ≈λϕ ⋅⋅

⋅

τ
−≈ , (25) 

где )(rfϕ - функция, описывающая радиальное рас-
пределение тока в заготовке, 

∫
∞ ⋅λ−

⋅λ−
ϕ λ⋅λ⋅

λ
−

⋅⋅λ=
0

1 )(1)()( drJeefrf
d

h . 

Для наглядности, оценим радиальное распреде-
ление индуцированного тока для витка достаточно 
малой ширины. Принятое допущение позволяет счи-
тать, что ток индуктора распределён по радиусу прак-
тически равномерно. Тогда имеем: 

)()()( 21 RrRrrf −⋅η−−⋅η≈ ; 

∫ ⋅λ⋅=λ
2

1

.)()( 1

R

R

drrJrf  

В этом случае: 

∫ ∫
∞ λ−

λ−
ϕ λ⋅λ⋅

λ
−

⋅⋅
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⎝
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d
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R

R

 (26) 

Для конкретных расчётов положим, что 
h=d=0.0005м, R1=0.05м, R2=1.25·R1≈0.0625м. 

На рис.2 приведен график для функции )(λf , 
иллюстрирующий количественную зависимость от 
параметра преобразования λ . Эта зависимость позво-
ляет оценить частотный диапазон действующих по-
лей,  для которого принятая идеализация может иметь 
место на практике.  

На рис.3 приведены результаты вычислений  по 
формуле (26) (с нормировкой на максимум). 

Практический смысл графических зависимостей 
на рис.3 сводится к следующим утверждениям: 

• на высоких частотах в режиме резкого поверхно-
стного эффекта ток, индуцированный в заготовке, 
сконцентрирован в зоне витка индуктора; 
• на низких частотах диффузионные эффекты в 

тонкостенных металлах приводят к значительному 
растеканию индуцированного тока по радиусу; 
• последнее утверждение говорит о том, что сило-

вое воздействие на обрабатываемую листовую заго-
товку происходит не только в области витка индукто-
ра, но в области его внутреннего отверстия (этот факт 
имеет своё экспериментальное подтверждение).  

 
Рис.2 

 

 
Рис.3. Радиальное распределение тока в листовой заготовке, 

1 - соответствует идеально проводящему металлу; 
2 - соответствует тонкостенному металлу 

 
Далее, результат (26) проинтегрируем по 
[ )∞∈ ,0r . 
После необходимых математических преобразо-

ваний найдём величину полного тока, индуцируемого 
в металле листовой заготовки при достаточно малой 
её толщине, электропроводности или очень низких 
рабочих частотах действующего поля. 

Сравнение формул для индуцированных токов в 
случае идеально проводящей (23) и тонкостенной (27) 
заготовок показывает, что удаление от режима резко-
го поверхностного эффекта приводит к изменению 
характера взаимосвязи между током индуктора и ин-
дуцированного тока:  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ

λ

−
⋅⋅λ⋅

τ
⋅−= ∫

∞ λ−
λ−

ϕ
0

22
1)(

2
)(

)( deef
ddt

tdI
tI

h
hi .   (27) 



Електротехніка і Електромеханіка. 2005. №3 73 

В первом случае в металле заготовки возбужда-
ется ток, направленный противоположно току индук-
тора. Во втором - индуцированный ток также направ-
лен противоположно, но пропорционален первой 
производной (то есть скорости нарастания!) тока ин-
дуктора. 

 
Рис.4. Временные зависимости токов в индукторе и 

листовой заготовке при различных частотах действующих 
полей (рабочая частота тока на рис.4a в три раза выше, чем 

тока на рис.4,б) 
 
Если принять во внимание характерную для маг-

нитно-импульсной обработки металлов форму им-
пульса в разряде (экспоненциально затухающая сину-
соида), то указанное различие практически означает, 
что между током, индуцированным в режиме резкого 
скин-эффекта, и током, индуцированным в режиме 
существенной диффузии поля, должен иметь место 
сдвиг по фазе, приближающийся к значению ~ 2π . 

В качестве визуальной иллюстрации на рис.4 
приведены графики временных функций для токов в 
заготовке при различных значениях рабочих частот. 

Заканчивая рассмотрение выделенных идеализа-
ций, следует оценить (хотя бы ориентировочно!) зна-
чения рабочих частот, для которых практически реа-
лизуется последний режим. 

Из первого неравенства в (24) можно получить, 

что 
γ⋅μ⋅π

λ
<<

0

2
max

2
f . Величина maxλ определяется из 

графика на рис.2, 600max ≈λ (для более высоких зна-
чений 0)( ≈λf , и подынтегральные функции в не-

собственных интегралах (21)-(27) обращаются в 
нуль!). 

Так, для стали с удельной электропроводностью 

мОм
1102.0 7
⋅

⋅=γ  находим: кГц8.22<<f .  

Практически, эта оценка показывает, что для ра-
бочей частоты 8.22<<f кГц установленный эффект 
фазового сдвига индуцированного тока может иметь 
место. Хотя следует ещё раз отметить, что данная 
оценка носит весьма ориентировочный характер.  

 
ВЫВОДЫ 

1. Теоретически проанализирован процесс воз-
буждения вихревых токов низкочастотным импульс-
ным магнитным полем одновиткового индуктора в 
плоской листовой металлической заготовке. 

2. Показано, что в случае режима резкого по-
верхностного эффекта (идеально проводящая заготов-
ка) индуцированный ток является зеркальным отра-
жением тока в индукторе. Их направления противо-
положны (или сдвиг по фазе ~ π ). 

3. В случае низкочастотных полей (тонкостен-
ный металл)  
• пространственное распределение наведенного тока 
растягивается в радиальном направлении по отноше-
нию к геометрии тока в индукторе; 
• сдвиг по фазе между этими токами сокращается до 
величины ~ 2π ;  
• изменения направления индуцированного тока по 
сравнению с режимом резкого поверхностного эф-
фекта не происходит. 
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