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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñåòî÷íîãî

ðåøåíèÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ñëó-

÷àå ñìåøàííîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî

ðîäà). Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ñõåìû âûøå âáëèçè òåõ ñòîðîí êâàäðàòà,

íà êîòîðûõ çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå Äèðèõëå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Ïóàññîíà, êðàåâàÿ çàäà÷à, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà,

îöåíêà ñ âåñîì, ó÷åò âëèÿíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß

Â ïóáëèêàöèÿõ, ïîñâÿùåííûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé äèñêðåòèçàöèè êðàåâûõ è
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåðåäêî îöåíèâàåò-
ñÿ â íîðìå ñ âåñîì. Òàêèå îöåíêè èíîãäà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êîëè÷åñòâåí-
íîå âûðàæåíèå èçâåñòíîãî íàáëþäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), ÷òî òî÷íîñòü
ñõåìû âûøå âáëèçè òîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, ãäå çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå
Äèðèõëå, ïîñêîëüêó ñåòî÷íîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò åìó òî÷íî.

Âëèÿíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, èññëåäîâàíî â [3].
Èäåè [3] ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â [4] ïðè èçó÷åíèè òî÷íîñòè òðàäèöèîííûõ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì äëÿ îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûì
óñëîâèåì Äèðèõëå. Èç äîêàçàííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî òî÷íîñòü ñõåìû
ïîâûøàåòñÿ âáëèçè ñòîðîí è äíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è âáëèçè áîêîâûõ ãðàíåé è äíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà — â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ïðè ñìåøàííîì êðàåâîì óñëîâèè èññëåäîâàíà â [5]. Óñòàíîâëåí-
íûå àïðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ñ âåñîì ó÷èòûâàþò âëèÿíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
è çàäàííîãî íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà êðàåâîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå.

Òî÷íîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äâóìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà âëèÿíèÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå èçó÷åíà â [6].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (ñ óñëîâèÿìè Äè-
ðèõëå è Íüþòîíà) äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êâàäðàòå è ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó îáîáùåííîìó ðå-
øåíèþ â íîðìå ñ âåñîì, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå óñëîâèÿ Äèðèõëå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
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ãðàíèöà êâàäðàòà D, �� � � 	 	1 2 20 0 1{ ( , ): }x x x — ëåâàÿ ñòîðîíà êâàäðàòà D,
� � 
const 0 .

Ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè äèñêðåòíîãî àíàëîãà çàäà÷è (1) èñïîëüçó-
þòñÿ òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì [7].

Ââåäåì ñåòî÷íûå ìíîæåñòâà:

� � � � � � � � �
�� � � � �{ , , , / }

( )
x i h i N h N

i
1 1 1 , N � 
 2 — öåëîå ÷èñëî,

� �� �
� � �{ }0 , � �� �

� � �{ }1 , � �� �� � �{ } { }0 1 ,

� � �� �1 2 , � � �� �1 2 , � � �� \ ;

� �� � � �� � �� � �{ ,x x0 3 3 }, � �� � � �� � �� � �{ , }x x1 3 3 , � �1 2, .

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ

( )( , ) ( | | ) ( , )T x x
h

h x x d

x h

x h

2 1 2

2
2 2 2 2 1 2 2

1

2 2

2 2

� � � � �� � �

�

�


 � � �, ,x � � 1

( )( , )

( | | ) ( , )

T x x
h

h x x d

x h

x h

1 1 2
1
2 1 1 1 1 2 1

1

1 1

1 1

�

� � � �

�

� �

�

�







�

� �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

, ,

( ) ( , ) , ,

x

h
h x d x

h

�

� � � � �
2

1
2 1 1 1 2 1

0

1

1

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ [8]

T
u

x
u xx x�

�
� �

�
�

�
� �

2

2
, ,

T T x
h

T x x T
u

x h
u

u

x
x1 1 1

1
1 2 2 1

2

1
2

1 1

1 1
3

2
1

� � �
�

�
� �

�

�

�

�
��

�
, , ,

�
�� � �, x � 1 ,

àïïðîêñèìèðóåì çàäà÷ó (1) ðàçíîñòíîé ñõåìîé

� � � � ��y x x� � �( ), 1 ,

y x� � �0 1, \� � , (2)

ãäå �( ) ( )( )x T T f x� 1 2 , � � �� �1 2 ,

�1

1
1

1 1

1

2y

y x

h
y y x

x x

x

�

�

� �

�

�

�
�
�

�

, ,

( ), ,

�

� �
� 2 1

1

2 2

2 2
1

3

y

y x

h
y x

x x

x x

�

�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�

�
�
�

�

, ,

, .

�

�
�

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ È ÎÖÅÍÊÀ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÐÈÍÀ

Äëÿ ïîãðåøíîñòè z y u� � ïîëó÷èì çàäà÷ó

� � � � ��z x x	 � �( ), 1 ,

z x� � �0 1, \� � , (3)

ãäå 	 
 
� � � � �T T f u x x1 2 1 1 2 2 2
� � — ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè:


 � �1 2 1( ) ( )( ) ( ),x T u x u x x� � � � � , 

�

� �2

1

1
1

3

( )

( )( ) ( ), ,

( )( ) ( ) ( ),
x

T u x u x x

T u x u x
h

u x x
�

� �

� � � �

�

�

�
� 1.

114 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 5



Íà ìíîæåñòâå H h ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà � è îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü íà � �\ �1 , îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó:
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòíûé îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí è ïîëîæèòåëüíî
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Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (îñíîâíàÿ ëåììà â [8]).

Ëåììà 1. Ïóñòü: 1) A — ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþ-
ùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ; 2) B — ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé
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ãäå �( , )m n — ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðåøåíèå çàäà÷è (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

z x G x( ) ( ( , ), ( ))� � �	 , x � � �� � 1.

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.
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Èç (17) è (18) âûòåêàåò
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Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ïðèõîäèì ê òàêîìó ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåøåíèå u x x( , )1 2 çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

u W D�
2
4 ( ) . Òîãäà äëÿ òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (2) èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ

îöåíêà ñ âåñîì
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 � �1 216
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11 2
4z h u

W D
,


( ) min ( )( ), ( )x x x x x� � � �{ }1 1 11 2 1 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ (16) è (19) â (12), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
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îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1. �

ÂÛÂÎÄÛ È ÎÁÎÁÙÅÍÈß

Â oòëè÷èå îò ñõåìû (2) òðàäèöèîííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è (1) ðàçíîñòíîé ñõåìîé
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èìååò ïîðÿäîê O h( | | )/3 2 , ÷òî îçíà÷àåò ïîòåðþ ïîëîâèíû ïîðÿäêà ïðè àïïðîê-

ñèìàöèè êðàåâîãî óñëîâèÿ ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.

Àíàëîã äîêàçàííîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî êðà-
åâîãî óñëîâèÿ Íüþòîíà (ñì. çàäà÷ó (1)):
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u x� � �0 1, \� � .

Â êà÷åñòâå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (21) ìîæíî ïðèíÿòü ñõåìó (2),
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ïðè x � �� 1. Òîãäà äëÿ
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó Áðýìáëà–Ãèëüáåðòà è ðàññóæäàÿ êàê è â [8, ñ. 165], ïîëó÷à-
åì àïðèîðíóþ îöåíêó ñ âåñîì

|| || | | || ||
( )


 � �1 2

2
4z M h u

W D
,

ãäå M — íå çàâèñÿùàÿ îò | |h è u ïîñòîÿííàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû 
1 è 
 2 â (16) è (19) òàêæå ìîæíî îöåíèâàòü ñ
ïîìîùüþ ëåììû Áðýìáëà–Ãèëüáåðòà [8], íî òàêèå îöåíêè ñîäåðæàëè áû íåîïðå-
äåëåííûå ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò | |h è u x( )).

Èòàê, îöåíêà (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) èìååò âòîðîé ïîðÿ-
äîê òî÷íîñòè, ïðè÷åì òî÷íîñòü ñõåìû âûøå âáëèçè òðåõ ñòîðîí ��2 , ��1 êâàäðà-
òà D , íà êîòîðûõ çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå Äèðèõëå.
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Í.Â. Ìàéêî, Â.Ë. Ðÿá³÷åâ
ÎÖ²ÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒ² Ð²ÇÍÈÖÅÂÎ¯ ÑÕÅÌÈ ÄËß ÄÂÎÂÈÌ²ÐÍÎÃÎ
Ð²ÂÍßÍÍß ÏÓÀÑÑÎÍÀ Ç ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ ÅÔÅÊÒÓ Â²Ä ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÓÌÎÂ

Àíîòàö³ÿ. Îòðèìàíî àïð³îðíó îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ñ³òêîâîãî ðîç-

â’ÿçêó äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó äâîâèì³ðíîãî ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà ó âèïàä-

êó ì³øàíî¿ êðàéîâî¿ óìîâè (êðàéîâ³ óìîâè ïåðøîãî ³ òðåòüîãî ðîäó). Ïîêà-

çàíî, ùî òî÷í³ñòü ñõåìè âèùà ïîáëèçó òèõ ñòîð³í êâàäðàòà, íà ÿêèõ çàäàíà

êðàéîâà óìîâà Ä³ð³õëå.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà, êðàéîâà çàäà÷à, ð³çíèöåâà ñõåìà,

îö³íêà ç âàãîþ, óðàõóâàííÿ âïëèâó êðàéîâî¿ óìîâè.

N.V. Mayko, V.L. Ryabichev
THE BOUNDARY EFFECT IN THE ERROR ESTIMATE
OF THE FINITE-DIFFERENCE SCHEME FOR POISSON’S EQUATION

Abstract. We obtain the weighted error estimate of the finite-difference scheme

for Poisson’s equation in a unit square, which takes into account the effect of

the first boundary condition. We prove that the accuracy order is higher near the

sides of the domain where the Dirichlet boundary condition is specified.

Keywords: Poisson’s equation, mixed boundary condition, finite-difference

scheme, weighted error estimate, boundary effect.
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