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На основании трехмерных линейных уравнений классической теории упругости для твердого тела и линеа

ризованных уравнений Эйлера для жидкой среды исследовано распространение квазилэмбовских волн в си

стемах слой идеальной сжимаемой жидкости – упругое полупространство и упругий слой — полупростран

ство идеальной сжимаемой жидкости. Построены дисперсионные кривые для нормальных волн в широком 

диапазоне частот. Проанализировано влияние толщин упругого и жидкого слоев на фазовые скорости и дис

персию квазилэмбовских мод в гидроупругих волноводах. Предложены критерии существования квазилэм

бовских мод в гидроупругих волноводах. Числовые результаты приведены в виде графиков и дан их анализ.
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Задача о распространении квазилэмбовских волн в гидроупругом волноводе принадлежит 
к классическим задачам механики. Вместе с тем, являясь многопараметрической, она изуче
на недостаточно полно и в настоящее время ряд вопросов остаются актуальными. Обзор 
работ и анализ результатов, полученных в рамках классической теории упругости и модели 
идеальной сжимаемой жидкости, для более сложной трехкомпонентной упругожидкост
ной слоистонеоднородной структуры, а также с привлечением более общих моделей твер
дых и жидких сред, приведены в [1—8]. В частности, в работах [2, 3] импедансным методом 
выполнен расчет поля точечного источника и характеристик нормальных волн на основе 
матричных уравнений Риккати для слоистонеоднородной среды. Статья [4] посвящена ис
следованию свойств функции Грина и применению ее к изучению динамических свойств 
слоистонеоднородного полупространства. В обзорной работе [5] проанализированы тео
ретические методы, применяемые для изучения волн Лэмба в анизотропных пластинах. 
Исследованию вытекающих обратных волн Лэмба в пластине, погруженной в жидкость, по
священа статья [6]. В работе установлено, что эти волны отличаются от других типов волн в 
изотропных средах необычными энергетическими свойствами. В публикациях [7, 8] при
ведены результаты, полученные с применением линеаризованной теории, учитывающей на
чальные напряжения в упругом теле и вязкость жидкости. Значительное практическое ис
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пользование акустических волн ставит задачу изучения дисперсионных свойств квази 
л эмбовских мод в гидроупругих волноводах, состоящих из упругого полупространства и 
слоя идеальной сжимаемой жидкости, а также из упругого слоя и жидкого полупростран
ства. Выявление закономерностей волновых процессов в широком диапазоне частот, ох
ватывающем как длинноволновую, так и коротковолновую части спектра, для толщин жид
кого и упругого слоев, соизмеримых с длиной волны, представляет несомненный интерес 
не только для теоретических, но и для прикладных исследований.

В настоящей работе для анализа дисперсионных характеристик квазилэмбовских мод в 
гидроупругих волноводах в широком интервале частот используются трехмерные линеа
ризованные уравнения Эйлера для жидкости и линейные уравнения классической теории 
упругости для твердого тела. При этом предполагается, что жидкость находится в состоя
нии покоя. В качестве подхода выбраны постановки задач и метод, основанные на примене
нии представлений общих решений уравнений движения идеальной сжимаемой жидкости 
и упругого тела, предложенные в работах [9—13].

Постановка задачи. Рассмотрим задачи о распространении нормальных волн в гидро
упругих системах, состоящих из упругого полупространства и жидкого слоя, а также из 
упругого слоя и жидкого полупространства. Решение получим с привлечением трехмерных 
линейных уравнений классической теории упругости для твердого тела и линеаризованных 
уравнений Эйлера для жидкости, находящейся в состоянии покоя. В рамках принятых мо
делей основные соотношения для системы изотропное упругое тело — идеальная сжимае
мая жидкость будут иметь вид [9—13]:
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При этом специфику взаимодействия упругих и жидких сред отражают динамичес кие 
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верхности контакта упругих тел и жидкости S.
Здесь введены следующие обозначения: iu  — компоненты вектора перемещений упру

гого тела u ; ρ  — плотность материала упругого тела; λ  и µ  — константы Ляме материала 
упругого тела; iv  — составляющие вектора возмущений скорости жидкости v; *ρ  и p  — 
возмущения плотности и давления в жидкости; 0ρ  и 0a  — плотность и скорость волны зву
ка в жидкости в состоянии покоя; ijP  и ijσ  — составляющие напряжений, соответственно, в 
жидкости и упругом теле; 1V  и 2V  — объемы, занимаемые, соответственно, упругим телом и 
жидкостью; S  — поверхность контакта упругой и жидкой сред.

Далее предположим, что изотропный упругий слой занимает объем: 1 ,z−∞ < < ∞  20 ,z h� �  
20 ,z h� �  3z−∞ < < ∞  и контактирует с полупространством идеальной сжимаемой жидкости, за
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полняющей объем: 
1 ,z−∞ < < ∞  

2 0,z−∞ < �  
3z−∞ < < ∞ . В случае второй гидроупругой 

системы упругое полупространство занимает объем: 1 ,z−∞ < < ∞  2 0,z−∞ < �  3z−∞ < < ∞  и 
взаимодействует со слоем идеальной сжимаемой жидкости, заполняющей объем: 1 ,z−∞ < < ∞  

20 ,z h� �  3z−∞ < < ∞. Примем, что внешние силы, действующие на указанные среды, рас
пределены равномерно вдоль оси Oz3. В этом случае задача является плоской и можно огра
ничиться изучением процесса распространения волн в плоскости 1 2 .oz z  Oz3z2.

Воспользуемся представлениями общих решений, полученными в работах [9—13]. Для 
плоского случая, который рассматривается далее, общие решения будут такими:
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где введенные функции 1χ  и 2χ  удовлетворяют уравнениям:
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Для упругого слоя, взаимодействующего с полупространством идеальной жидкости, за
дача сводится к решению системы уравнений движения упругого тела и жидкости при сле
дующих динамических и кинематических граничных условиях:
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В случае упругого полупространства, контактирующего со слоем идеальной жидкос
ти, задача сводится к решению системы уравнений гидроупругости при таких граничных 
условиях:

212 0 0z =σ = ; 
2 222 0 22 0z zP= =σ = ; 
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2 2

2
2 0 0z z

u
v

t= =
∂

=
∂

. (2)

Далее параметры, характеризующие процесс распространения волн, определяем в клас
се бегущих волн и выбираем в виде:

2 1( )exp [ ( )]j jX z i kz tχ = − ω  ( 1, 2)j = ,

где k  — волновое число; ω  — круговая частота; 2 1.i = −
Заметим, что выбранный в работе класс гармонических волн, являясь наиболее про

стым и удобным в теоретических исследованиях, не ограничивает общности полученных 
результатов, поскольку линейная волна произвольной формы, как известно, может быть 
представлена набором гармонических составляющих. В дальнейшем для каждой из гидро
упругих систем решаем две задачи Штурма — Лиувилля на собственные значения для урав
нений движения упругого тела и жидкости, а также определяем соответствующие соб
ственные функции. После подстановки решений в граничные условия (1), (2) получаем 
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однородные системы линейных алгебраических уравнений относительно произвольных 
постоянных. Исходя из условия существования нетривиального решения этих систем, по
лучаем дисперсионные уравнения. Для гидроупругой системы, состоящей из упругого слоя 
и жидкого полупространства, дисперсионное соотношение имеет вид

θ ρ λ µ ρ ω =0 0det ( , , , , , , ) 0lm sc а h c   ( , 1, 5)l m = ,  (3)

Для упругожидкостной системы, жидкий слой которой взаимодействует с упругим по
лупространством, аналогичное уравнение будет таким:

θ ρ λ µ ρ ω =%
0 0det ( , , , , , , / ) 0lm sc а h c  ( , 1, 4)l m = , (4)

где с  — фазовая скорость нормальных волн в гидроупругой системе; h  — толщина упруго
го слоя для первой системы или толщина слоя жидкости в случае второй гидроупругой ком
позиции; sc  2( )sc = µ ρ  — скорость волны сдвига в материале упругого тела; µ  — модуль 
сдвига материала упругого тела.

Как известно, в неограниченном сжимаемом упругом теле существуют продольная и 
сдвиговая волны. В идеальной сжимаемой жидкой среде распространяется только продоль
ная волна. Именно эти волны, взаимодействуя между собой на свободных граничных по
верхностях, а также на поверхности контакта сред, порождают сложное волновое поле в 
гидроупругой системе.

Отметим, что полученные дисперсионные уравнения (3) и (4) являются наиболее об
щими и из них можно получить соотношения для ряда частных случаев. В частности, если 

0a  устремить к бесконечности, то (3) и (4) переходят в уравнения для определения па
ра метров мод в случае взаимодействия с идеальной несжимаемой жидкостью. Если поло
жить 0 0ρ = , тогда из уравнения (3) получим соотношение для определения скоростей волн 
Лэмба [1, 7, 8]. При h → ∞  из равенства (3) получим уравнение, описывающее поверхност
ные волны Рэлея [1, 7, 8]. При 0 0ρ ≠  и h → ∞  равенство (4) перейдет в уравнение Стоун
ли — Шольте [1, 7, 8].

Числовые результаты. В дальнейшем дисперсионные уравнения (3) и (4) решаем 
численно. При этом расчеты проводим для двух гидроупругих систем, состоящих из реаль
ных упругих тел и жидкости, а также для четырех систем с гипотетическими жидкостями. 
Первая состоит из оргстекла и воды. Она характеризуется следующими параметрами: упру

Рис. 1
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гое тело — 1160ρ =  кг/м3, 93,96 10λ = ⋅  Па, 91,86 10µ = ⋅  Па; жидкость — 0 1000ρ =  кг/м3, 

0 1459,5а = м/с, 0 0 1,152595.sa a c= =  У этого волновода материал упругого тела (орг стекло) 
является менее жестким. Вторая представляет собой волновод из стали и воды. При этом 
параметры выбираем такими: упругое тело — 7800ρ =  кг/м3, 109,26 10λ = ⋅  Па, 107,75 10µ = ⋅ Па; 
жидкость — 0 1000ρ =  кг/м3, 0 1459,5а =  м/с, 0 0 0,463021.sa a c= =  Этот волновод отличает
ся тем, что материал упругого тела (сталь) относится к разряду более жестких. Гипоте ти
ческие жидкости выбирали такими: 0 0,9a =  и 0 0,97a =  для оргстекла, а также 0 0,97a =  и 

0 1,05a =  для стали. Такой выбор позволяет численно проиллюстрировать справедливость 
предложенных на основании аналитического анализа дисперсионных уравнений критериев 
расщепления единственной поверхностной волны на множество мод, распространяющих
ся в гидроупругих системах.

Результаты вычислений представлены в виде графиков на рис. 1—4. На рис. 1 и 2 при
ведены результаты численных расчетов для упругожидкостной системы, состоящей из 
упругого слоя и жидкого полупространства. Графики, полученные для гидроупругого вол
новода, компонентами которого являются жидкий слой и упругое полупространство, пред
ставлены на рис. 3 и 4. При этом на рис. 1, а приведены графики для упругого слоя из орг
стекла (менее жесткий материал) и воды ( 0 0 1,152595sa a c= = ), на рис. 1, б — для орг
стекла и гипотетической жидкости, скорость распространения звуковой волны в которой 

0 0,9a = . На рис. 2, а представлены графики для упругого слоя из стали (более жесткий 
материал) и воды, а на рис. 2, б — для стали и гипотетической жидкости со скоростью звука 
в ней 0 0,97a = . На рис. 1, а — 2, б изображены дисперсионные кривые для гидроупругих 
волноводов, отражающие зависимости безразмерных величин фазовых скоростей квази 
л эмбовских мод c  ( = / sc с с ) от безразмерной величины толщины упругого слоя (частоты) 
h  ( sh h c= ω ). На этих рисунках для наглядности штриховыми линиями отмечены асим
птотики, к которым стремятся фазовые скорости первой и второй мод при возрастании тол
щины (частоты) упругого слоя h .

На рис. 3, а — 4, б приведены результаты численных расчетов для упругожидкостной 
системы, состоящей из упругого полупространства и жидкого слоя. При этом на рис. 3, а 
представлены графики для упругого полупространства из оргстекла (менее жесткий мате
риал) и воды ( 0 1,152595a = ), на рис. 3, б — для оргстекла и гипотетической жидкости, ско
рость распространения звуковой волны в которой 0 0,97a = . На рис. 4, а даны графики для 

Рис. 2
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упругого полупространства из стали (более жесткий материал) и слоя воды, а на рис. 4, 
б — для стали и гипотетической жидкости со скоростью звука в ней 0 1,05a = .

На этих рисунках изображены дисперсионные кривые для гидроупругих волноводов, 
показывающие зависимости безразмерных величин фазовых скоростей квазилэмбовских 
мод c  от безразмерной величины толщины слоя жидкости (частоты) h . Штриховыми ли
ниями на рисунках также отмечены асимптотики, к которым стремятся фазовые скорости 
первой моды при возрастании толщины жидкого слоя (частоты) h . В верхней части рис. 3, 
б штриховой линией также обозначена асимптотика, к которой стремятся величины фазо
вых скоростей мод высокого порядка.

Анализ числовых результатов. Графики для гидроупругой системы, приведенные на 
рис. 1, а, показывают, что при росте толщины упругого слоя (частоты) h  скорость первой 
моды стремится к скорости волны Стоунли stc  ( 0,7717101stc = ) снизу, а скорость второй 
моды — к скорости волны Рэлея Rc  ( 0,933558Rc = ) сверху. Моды высокого порядка рас
пространяются в упругом слое в его толще с фазовыми скоростями, стремящимися с ростом 
частоты (толщины упругого слоя) h  к скорости волны сдвига в материале упругого тела 

sc . При стремлении толщин упругого слоя или частот h  к частотам зарождения мод кph h=
 
 

скорости их стремятся к величине скорости волны звука в жидком полупространстве 0a  
( 0 1,152595a = ).

Графический материал для гидроупругой системы с гипотетической жидкостью 
( 0 0,9a = ), приведенный на рис. 1, б, показывает, что при росте толщины упругого слоя (час
тоты) h  скорость возникающей единственной первой моды стремится снизу к скорости 
в олны Стоунли stc  ( 0,732467stc = ), которая меньше скорости волны звука в жидкой среде 

0a  ( 0 0,9a = ).
Из графика для гидроупругой системы, приведенного на рис. 2, а, следует, что при росте 

толщины упругого слоя (частоты) h  скорость существующей единственной первой моды 
стремится снизу к скорости волны Стоунли stc  ( 0,462886stc = ), которая немного меньше 
скорости волны звука в жидкой среде 0a  ( 0 0,463021a = ).

График, полученный для гидроупругой системы с гипотетической жидкостью ( 0 0,97a = ), 
представленный на рис. 2, б, показывает, что при росте толщины упругого слоя (частоты) 
h  скорость первой моды стремится снизу к скорости волны Стоунли stc  ( 0,878214stc = ), 
которая меньше скорости волны звука в жидкой среде 0a  ( 0 0,97a = ), а скорость второй 
моды — к скорости волны Рэлея Rc  ( 0,923007Rc = ) сверху. Скорость второй моды при 

Рис. 3
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стремлении частоты к частоте ее зарождения kph h=  стремится к скорости волны звука в 
жидкости 0a  ( 0 0,97a = ).

Из графика, приведенного на рис. 3, а, следует, что скорость поверхностной волны в 
упругом полупространстве из оргстекла (менее жесткий материал), взаимодействующем 
со слоем воды, изменяется от скорости волны Рэлея Rc  ( 0,933557Rc = ) при 0h →  до ско
рости волны Стоунли stc  ( 0,7717101stc = ) при h → ∞. Как известно [14], фазовая ско рость и 
структура волны Стоунли при взаимодействии твердого и жидкого полупространств за
висят от механических параметров гидроупругой системы и определяются соотношением 
между скоростью волны звука в жидкости и скоростью волны Рэлея в твердом полупро
странстве. В рассматриваемом случае механические параметры гидроупругой системы орг
стекло — вода таковы, что скорость распространения звуковой волны в жидкости 0a  
( 0 1,152595a = ) больше скорости квазирэлеевской волны Rc  ( 0,933557Rc = ). Учитывая ре
зультаты, полученные в работе [14] для волн Стоунли, в данной гидроупругой системе это 
приводит к тому, что в коротковолновой части спектра мода 1, распространяясь вдоль 
границы раздела сред, локализуется в приконтактных областях как жидкости, так и упруго
го полупространства. При этом глубина проникновения этой квазиповерхностной волны 
(волна типа Стоунли) в упругое тело больше глубины проникновения в жидкость.

В случае гипотетической жидкости при 0 0,97a =  (рис. 3, б) в гидроупругом волноводе 
распространяется множество мод. При этом скорость первой моды изменяется от скорости 
волны Рэлея Rc  ( 0,933557Rc = ) при 0h →  до скорости волны Стоунли stc  ( 0,747764stc = ) 
при h → ∞. С ростом толщины слоя жидкости мода 1 трансформируется в поверхностную 
волну Стоунли. Нетрудно видеть, что при зарождении мод высокого порядка (при kph h= ) 
их скорости равны скорости волны сдвига в упругом полупространстве sс . Далее с ростом 
частоты (толщины жидкого слоя) h  их скорости стремятся к скорости волны звука в жид
кости 0a  ( 0 0,97a = ). Учитывая результаты, полученные в работе [14] для волн Стоунли, в 
данной гидроупругой системе при 0 0,97 0,933557Ra c= > =  в коротковолновой части спек
тра мода 1, как отмечалось ранее, распространяясь вдоль границы раздела сред, локализует
ся в приконтактных областях как жидкости, так и упругого полупространства.

На рис. 4, а приведены дисперсионные кривые для системы упругое полупростран
ство из стали (более жесткий материал) — слой воды. Как видно из графиков, фазовая ско
рость первой моды изменяется от скорости волны Рэлея Rc  ( 0,923007Rc = ) при 0h →  до 
скорости волны Стоунли stc  ( 0,462886stc = ) при h → ∞ . Скорости мод высокого порядка 

Рис. 4
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при частотах их зарождения кph h=
 
равны скорости волны сдвига в упругом полупрост

ранстве sc  и в дальнейшем с увеличением толщины жидкого слоя h  стремятся к скорости 
волны звука в жидкости 0a  ( 0 0,463021a = ). Отметим, что при 0 0,463021 0,923007Ra c= < = , 
как показано в работе [14], при увеличении частоты (толщины слоя жидкости) h  глу
бина проникновения квазиповерхностной моды 1 (волна типа Стоунли) в жидкость зна
чительно больше глубины проникновения в упругое тело. Поэтому низшая мода, распро
страняясь вдоль границы раздела сред, локализуется в приконтактной области жид кого 
слоя. Моды высокого порядка с ростом частоты также локализуются в жидком слое. При 
этом движения в этих модах при h → ∞ смещаются от поверхности слоя жидкости в его 
толщу.

В случае слоя из гипотетической жидкости ( 0 1,05a = ), как следует из графика на рис. 4, 
б, в гидроупругой системе распространяется лишь одна поверхностная волна, скорость ко
торой изменяется от скорости волны Рэлея Rc  ( 0,923007Rc = ) при 0h →  до скорости вол
ны Стоунли stc  ( 0,887755stc = ) при h → ∞. В рассматриваемом случае механические пара
метры гидроупругой системы таковы, что скорость распространения звуковой волны в жид
кости 0a  ( 0 1,05a = ) больше скорости квазирэлеевской волны Rc  ( 0,923007Rc = ). Как уже 
ранее упоминалось, учитывая результаты, полученные в работе [14] для волн Стоунли, в 
данной гидроупругой системе это приводит к тому, что в коротковолновой части спектра 
мода 1, распространяясь вдоль границы раздела сред, локализуется в приконтактных об
ластях как жидкости, так и упругого полупространства.

Критерии существования квазилэмбовских мод в гидроупругих волноводах. Анализ 
дисперсионных уравнений, проведенные дополнительные расчеты и полученные в настоя
щей работе числовые результаты позволяют установить критерии существования квази
лэмбовских мод в упругожидкостных волноводах.

В случае системы, состоящей из упругого слоя и полупространства жидкости таким 
критерием может служить соотношение между скоростью волны Рэлея в упругом слое и 
скоростью волны звука в жидкости. При 0 Ra c> , как видно из графиков, представленных на 
рис. 1, а (оргстекло — вода 0 1,152595 0,933558Ra c= > = ) и рис. 2, б (сталь — гипотетическая 
жидкость 0 0,97 0,923007Ra c= > = ), идеальная сжимаемая жидкость не препятствует обме
ну энергией между поверхностями упругого слоя. Вследствие этого, в упругом слое возни
кает полный набор незатухающих квазилэмбовских мод высокого порядка. При этом ско
рость первой моды изменяется от нуля при 0h →  до скорости волны Стоунли stc  при h → ∞. 
Скорость второй моды при 0h →  стремится к скорости волны звука в жидкости 0a , а 
при h → ∞ — к скорости волны Рэлея Rc . Скорости мод высокого порядка изменяются от 
скорости звуковой волны в жидкости 0a  до скорости волны сдвига в материале упругого 
тела sc . В случае, когда выполняется условие 0 Ra c< , идеальная жидкость препятствует 
обмену энергией между поверхностями упругого слоя и взаимодействию продольной и 
сдвиговой волн на них. При этом в упругом слое не формируются незатухающие нормаль
ные волны Лэмба высокого порядка. В гидроупругом волноводе возникает лишь одна низ
шая первая мода, распространяющаяся без демпфирования вдоль границы контакта сред. 
Ее скорость изменяется от нуля при 0h →  до скорости волны Стоунли stc  при h → ∞. Это 
подтверждают графики, представленные на рис. 1, б (оргстекло — гипотетическая жидкость 

0 0,9 0,933558Ra c= < = ) и рис. 2, а (сталь — вода 0 0,463021 0,923007Ra c= < = ).



33ISSN 10256415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 4

О квазилэмбовских модах в гидроупругих волноводах

В системе, компонентами которой является упругое полупространство и слой жид
кости, таким критерием может служить соотношение между скоростью волны звука в жид
ком слое 0a  и скоростью волны сдвига в материале твердого тела sc . При 0 sa c> , как видно 
из графиков, представленных на рис. 3, а (оргстекло — вода 0 1,152595 1sa c= > = ) и рис. 4, б 
(сталь — гипотетическая жидкость 0 1,05 1sa c= > = ), в гидроупругой композиции распро
страняется лишь одна поверхностная волна, скорость которой изменяется от скорости вол
ны Рэлея Rc  (при 0h → ) до скорости волны Стоунли stc  (при h → ∞ ). В случае, когда 
выполняется условие 0 sa c< , в гидроупругом волноводе распространяется множество ква
зилэмбовских мод. При этом, как следует из графиков на рис. 3, б, в системе оргстекло — ги
потетическая жидкость с параметрами 0 0,97 1sa c= < =  на частотном интервале изменения 
h  от 0 до 50 генерируются четыре моды, а в системе сталь — вода при 0 0,463021 1sa c= < =  
(рис. 4, а) в частотном диапазоне h  от 0 до 10 распространяется без демпфирования семь 
мод. При этом скорость первой моды изменяется от скорости волны Рэлея Rc  при 0h →  до 
скорости волны Стоунли stc  при h → ∞ . Скорости мод высокого порядка изменяются от 
скорости волны сдвига в материале упругого тела sc  при частотах, равных частотам зарож
дения мод ( кph h= ) до скорости волны звука в жидкости 0a  при h → ∞ .

Таким образом, анализ полученных результатов показал, что основным критерием су
ществования незатухающих квазилэмбовских нормальных волн в гидроупругой системе 
идеальное сжимаемое жидкое полупространство — упругий слой является соотношение 
между величинами скоростей волны звука в жидкости 0a  и квазирэлеевской волны, рас
пространяющейся вдоль свободной поверхности упругого слоя Rc . При 0 Ra c>  идеальная 
сжимаемая жидкость не препятствует обмену энергией между поверхностями упругого 
слоя. Вследствие этого, в упругом слое возникает полный набор незатухающих квази лэм
бовских мод высокого порядка. При 0 Ra c<  идеальная жидкость препятствует обмену энер
гией между поверхностями упругого слоя и взаимодействию продольной и сдвиговой 
во лн на них. В этом случае в упругом слое не формируются незатухающие нормальные 
вол ны Лэмба высокого порядка. В гидроупругом волноводе возникает лишь одна низшая 
первая мода, которая распространяется без демпфирования вдоль границы контакта сред. 
Ско рость ее при увеличении частоты (толщины упругого слоя) стремиться к скорости вол
ны Стоунли.

В случае системы, компонентами которой являются слой жидкости и упругое полупро
странство, таким критерием может служить соотношение между скоростью волны звука в 
жидкости 0a  и скоростью волны сдвига в упругом теле sc . При 0 sa c>  в гидроупругой си
стеме распространяется лишь одна поверхностная волна, скорость которой изменяется от 
скорости волны Рэлея Rc  до скорости волны Стоунли stc . В случае, когда механические 
параметры упругожидкостной системы такие, что выполняется условие 0 sa c< , в гидро
упругом волноводе происходит расщепление единственной поверхностной волны на мно
жество квазилэмбовских мод. При этом скорость первой моды изменяется от скорости 
волны Рэлея Rc  до скорости волны Стоунли stc . Фазовые скорости мод высокого порядка 
изменяются от скорости волны сдвига в упругом теле sc  до скорости волны звука в жид
кости 0a .
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ПРО КВАЗІЛЕМБОВСЬКІ МОДИ 
У ГІДРОПРУЖНИХ ХВИЛЕВОДАХ

На основі тривимірних лінійних рівнянь класичної теорії пружності для твердого тіла та лінеаризованих 
рівнянь Ейлера для рідкого середовища досліджено поширення квазілембовських хвиль у системах шар 
ідеальної стисливої рідини — пружний півпростір та пружний шар — півпростір ідеальної стисливої ріди
ни. Побудовано дисперсійні криві для нормальних хвиль у широкому діапазоні частот. Проаналізовано 
вплив товщини пружного і рідкого шарів на фазові швидкості та дисперсію квазілембовських мод у гідро
пружних хвилеводах. Запропоновано критерії існування квазілембовських мод в гідропружних хвилево
дах. Числові результати наведено у вигляді графіків та дано їх аналіз.

Ключові слова: дисперсія хвиль, фазова швидкість, пружний півпростір, пружний шар, шар ідеальної стис
ливої рідини, півпростір ідеальної стисливої рідини, квазілембовські моди.
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ON THE QUASILAMB MODES 
IN HYDROELASTIC WAVEGUIDES

The propagation of quasiLamb waves in the systems “layer of ideal compressible fluid — elastic halfspace” and 
“elastic layer — halfspace of ideal compressible fluid” is studied, by using the threedimensional equations of the 
classical elasticity theory for a solid body and linearized Euler equations for a fluid. The dispersion curves for 
normal waves over a wide range of frequencies are constructed. The influence of the thickness of elastic and 
fluid layers on the phase velocities and the dispersion of the quasiLamb modes in a hydroelastic waveguides is 
analyzed. Criteria for the existence of the quasiLamb waves in hydroelastic waveguides are proposed. The nu
merical results are presented in the form of plots and analyzed.

Keywords: dispersion of waves, phase velocity, elastic halfspace, elastic layer, layer of the ideal compressible fluid, 
halfspace of the ideal compressible fluid, quasiLamb modes.


