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Abstract. Two types of solitary elastic waves are considered: the plane longitudinal 
wave of displacement (wave of longitudinal displacement in direction of abscissa axis in 
Cartesian coordinates) and the cylindrical radial wave of displacement (wave of displace-
ment in direction of radial coordinate in cylindrical coordinates). The basic novelty consists 
in that the corresponding to these waves nonlinear wave equations can be written in the 
similar structural form and then can be analyzed by the common for both waves approxi-
mate method. As a result, the distortion of wave initial profile in the form of Whittaker 
(plane wave) or Macdonald (cylindrical wave) functions is theoretically described. 
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1. Постановка задачи об одиночных волнах в материалах, деформирующихся 

нелинейно упруго. 
Теория нелинейных волн в материалах в настоящее время не считается закончен-

ной по концепциям, подходам и методам анализа и развивается по ряду направлений 
[5 – 7, 9, 10, 13 – 15, 19, 21 – 24]. Задача, которая рассматривается в этом сообщении, 
относится к направлению, в котором используются классическая концепция упру- 
гости, методы последовательных приближений и медленно изменяющихся амплитуд, 
а нелинейность материала описывается упругим потенциалом Мэрнагана [21, 22] 
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где обозначения стандартны для нелинейной теории упругости: ik  – компоненты 

нелинейного тензора деформаций Коши – Грина   ,
, , ,1 2 k n

nm n m m n k mu u u u    ; ku  – 

компоненты вектора смещений; , , , ,A B C   – упругие постоянные модели Мэрнагана. 

Пятиконстантная модель Мэрнагана допускает различные упрощения, основан-
ные на пренебрежении высшими степенями градиентов смещений. Наиболее простой 
является модель, в которой при представлении потенциала Мэрнагана (1) учтены толь- 
ко вторые и третьи степени градиентов смещений 
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Тогда на основании представления (2) можно строить разнообразные варианты 
нелинейных волновых уравнений. 

Остановимся на двух типах упругих волн: плоских продольных волн смещения 
(продольного смещения – смещения в направлении оси 1Ox – в декартовой системе 

координат 1 2 3Ox x x ) и цилиндрических радиальных волн смещения (радиального сме-

щения в направлении радиальной координаты r  в цилиндрической системе коорди-
нат Or z ). Далее для таких волн будут выбраны соответствующие нелинейные вол-

новые уравнения. 

Примечание 1. Эти волновые уравнения пригодны для анализа как гармониче-
ских (периодических) так и одиночных (непериодических) волн. 

Примечание 2. Гармонические упругие волны изучены значительно более глубо-
ко и этим волнам за двухсотлетнюю историю теории упругости посвящено большое 
количество научных книг и статей. Тем не менее, в наше время еще существуют неко-
торые невыясненные проблемы гармонических волн [1]. Одиночные волны в мате-
риалах активно исследуются в последние годы [3, 4, 10, 16, 20, 24, 25]. 

2. Плоская продольная волна смещения. Нелинейное волновое уравнение. 
Выберем традиционный для плоской волны случай, когда смещения зависят толь-

ко от одной пространственной координаты и времени 1( , )k ku u x t . Тогда потенциал 

(2) приобретает более простой вид 
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        (3) 

и компоненты тензора напряжений Кирхгоффа записываются таким образом: 
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Подстановкой представлений (4) в уравнения движения 1, , 0tt ik iu t   получаются 

простейшие нелинейные волновые уравнения – квадратично нелинейные волновые 
уравнения для трех упругих поляризованных (продольно поляризованная, поперечная 
горизонтально поляризованная, поперечная вертикально поляризованная) плоских 
волн  

   1, 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,12 ;ttu u N u u N u u u u                               (5) 

 2, 2,11 2 2,11 1,1 1,11 2,1 ;ttu u N u u u u   
                                         (6) 

 3, 3,11 2 3,11 1,1 1,11 3,1 ;ttu u N u u u u                                             (7) 
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Наиболее простое нелинейное уравнение для продольной волны получается из 
уравнения (5) в рамках так называемой первой стандартной задачи, когда первона-
чально возбуждается лишь продольная волна 
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где скорость линейной плоской продольной волны обозначена как  2Lc     . 

Именно к этому уравнению в [3] был применен приближенный метод анализа ре-
шения в виде одиночной волны с начальным профилем, который описывается анали-
тически функцией Чебышова – Эрмита. 

3. Плоская продольная одиночная волна смещения с начальным профилем, 
который описывается аналитически функцией Уиттекера. Приближенный метод 
анализа. 

Применим к уравнению (9) приближенный метод анализа решения в виде одиноч- 
ной волны. Для этого представим уравнение (9) в виде 

       2 2

1, 1 1,1 1,11 1, 1,1 1,110 1 0;tt L tt Lu c N u u u u c u                        (10) 

 1 2N      .                                                    (11) 

Предположим, что начальный профиль волны описывается подходящей для оди-
ночной волны функцией (финитной или с финитным весом)    1 1, 0u x t F ax  и оди-

ночная волна распространяется в виде 

   1 1,u x t F a x vt    ,                                               (12) 

где скорость волны определяется выражением 

1,11 Lv u c  .                                                      (13) 

Примечание 3. Скорость v  можно трактовать как локальную скорость волны в точке 

1x  и момент времени t , что в таком случае напоминает трактовку Лайтхилла простых 

волн Римана. Поскольку из (13) следует, что скорость v  зависит нелинейно от 1,1u , т. е., 

от решения (профиля волны в точке 1x  и момент времени t ), то одиночную волну 

(12) также можно трактовать как простую волну. 
Примем далее ограничение в представлении (13): 

1,1| | 1u  ,                                                           (14) 

которое позволяет записать корень в (13) в виде ряда 
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1,1 1,1 1,1 1,11 1 1 1 2 1 8u u u u           

и представить приближенно решение (12) в виде 

    1 1 1,1, 1 2Lu x t F a x c t u t     .                                     (15) 

Примечание 4. Ограничение (14) желательно привязать к классу конструкцион-
ных материалов, для которых модель Мэрнагана достаточно приемлема. Тогда для 
параметра  может быть указан примерный диапазон изменения 2 19     [2]. 
Далее достаточно принять очень распространенное в теории упругого деформирова-
ния материалов ограничение малости деформации, обычно записываемое как 1,1| | 1u   

(малый градиент перемещения). Как известно [22, 23], потенциал Мэрнагана описы-
вает нелинейное деформирование в рамках малых деформаций. 

Обозначим фазу волны с постоянной фазовой скоростью через  1 La x c t    и до-

полнительный малый параметр через 1,1(1 2) Lac u t    и представим решение (15) в 

виде ряда Тейлора 

           / / / 2
1, 1 2u x t F F F F            .                   (16) 
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Ограничим рассмотрение первыми двумя членами в (16), предположив малость 

 , т.е.     1,11 2 1Lac u t     (поскольку малость 1,1u  уже предположена в (14), 

то это фактически условие на Lac t  – для класса конструкционных материалов, прой-

денное волной расстояние должно быть примерно 1 – 10 м и характерный размер вол-
ны a  (длина, подошва) должен быть значительно меньше этого расстояния). Тогда 

ввиду следующего из (16) равенства    
1

/ /
1,1 1, xu x t F        / 1 (1/ 2)F a       

 /
1,11Lc u t F   соотношению (16) можно придать вид 

              2/ /
1 1,1, 1 2 1 2L Lu x t F F ac u t F ac t F                 .        (17) 

Приближенное представление решения (17) имеет общий характер и для разных 
конкретно выбранных функций описывает один и тот же нелинейный волновой эф-
фект – возникновение второй гармоники или подобных ей новых составляющих и 
увеличение амплитуды второй составляющей со временем распространения волны. 

Для гармонического 1
1( ) Lik xF x e  и колоколообразного 

2
1(( ) /2)

1( ) axF x e  профи-

лей решение (17) имеет вид, соответственно, 
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Lu x t a e t k a e     ;                          (18) 
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22 221 1
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L L
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L Lu x t A e t a c a x c t A e
         .                (19) 

Примечание 5. Для анализа колоколообразного профиля понятия первой и второй 

гармоник неприменимы и функции 
 22

1 2La x c t
e

     ,  22
1 La x c te  можно считать первой и 

второй гармониками весьма условно, однако структура приближенного решения (19) 
очень похожа на структуру решения (18). 

Примечание 6. Очевидное отличие между решениями (18) и (19) состоит в том, 
что нелинейная добавка для гармонической волны не зависит прямо от фазы волны 

1Lk x t   , тогда как для колоколообразной волны квадрат фазы волны 1( )La x c t    

входит явно выражение для амплитуды. Это значит, что дисторсия начального про-
филя волны (19) увеличивается от центральной части колокола до его хвостовой час-
ти – профиль как бы «расплывается». 

Примечание 7. Приближенное решение (18) идентично с соответствующими ре-
шениями нелинейного волнового уравнения (9) (с точностью до постоянного множите- 
ля, что не меняет качественную картину эволюции волны), полученными методом по-
следовательных приближений и методом медленно изменяющихся амплитуд [7, 22]. 

Формула (17) позволяет записать эволюцию одиночной волны с любым профилем 
в виде функции финитного веса, для которой известно аналитическое представление 
производной. К примеру, профиль в виде функции Уиттекера уже рассматривался 
ранее в рамках микроструктурной модели смеси [3] и он соответствует условию фи-
нитного веса. Выберем профиль в виде функции Уиттекера 1/4;1/4 1( )W x  [12, 17], ис-

следованный в [7]. 
Поскольку для функции , ( )W z   аналитическое представление производной вы-

числяется по формуле [12] 

         22
, , 1,

1
1 2 1 2

d
W z z W z W z

dz z        
        

и первая производная для 1/4;1/4 1( )W x  имеет вид 
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      /
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то решение (17) записывается в таком виде: 

        22
1 1 1/ 4,1/ 4 1, 1/ 2o L L ou x t A W a x c t t c a A     

           
2

1/4,1/4 1 5/4,1/4 1
1 1

1 1 1
.

24 2L L
L L

W a x c t W a x c t
a x c t a x c t 

  
            

  (20) 

Две особенности решения (20) следуют из его вида: оно описывает изменение на-
чального профиля одиночной волны (вследствие прямой зависимости нелинейной 
составляющей от времени) и «расплывание» начального профиля (вследствие зависи-
мости нелинейной составляющей от значения фазы волны – фактически, от располо-
жения точки на начальном профиле волны). 

4. Цилиндрическая радиальная волна смещения. Нелинейное волновое урав-
нение. 

Цилиндрической радиальной волной смещения называют в классической линей-
ной теории упругости волну, которая распространяется в бесконечном пространстве с 
цилиндрической круговой полостью, к граничной поверхности которой приложен 
импульс, возбуждающий движение в радиальном направлении. В простейшем случае 
импульс равномерный в пространстве и гармонический во времени. Цилиндрическая 
система координат Or z  выбирается таким образом, что ось Oz  совпадает с осью 
полости, и задача о движении волны становится осесимметричной и зависимой лишь 
от радиуса r  и времени t . Ненулевыми являются только радиальное смещение ru  и три 

компонента тензора напряжений , ,rr zz   . Уравнение движения имеет вид [3, 22] 

   , , ,2 ,
,

1 1
0r

r rr r r r r ttr
r

u
u u ru u

r r r
                 

.                        (21) 

Обычно вводится потенциал ( , )r t  

,r ru                                                               (22) 

и тогда уравнение (21) преобразуется в более простое 

 2

, , ,

1
0tt L rr rc

r
       
 

.                                           (23) 

Основанное на модели Мэрнагана нелинейное уравнение, соответствующее ли-
нейному уравнению (21), имеет вид [22] 

  2 ,
, , , ,2

( , , );r r r
L r tt r rr r r r r rr

u u
c u u S u u u

r r
  

    
 

                             (24) 

     2 2

, , 1 , , 2 , 3 , 4 , 52 3

1 1 1 1
, , ;r r r r rr r rr r r r rr r r r r r r rS u u u N u u N u u N u u N u N u

r r r r
              (25) 

 
1 2 3

2 3 2 2
3 ; ; ;

2 2 2

A B C B C
N N N

 
     
   

   
  

    

4 5

2 3 2 2 2 3 2
; .

2 2

A B C A B C
N N

   
   

       
 

 
   

Частная задача о гармонической во времени волне смещения, распространяющейся от 
цилиндрической полости радиуса or  вследствие приложенных гармонической во времени 
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нагрузки ( , )rr i t
o or t p e    или гармонического во времени смещения ( , ) ,i t

or ror t eu u   

описана в [22] для уравнения (25) в рамках метода последовательных приближений с 
удержанием лишь первых двух аппроксимаций. 

Первая (линейная) аппроксимация описывается аналитически через функцию Хан-
келя первого рода и первого порядка 

   (1) (1)
1, ,o i t

r r Lu r t u H k r e                                               (26) 

где o
ru  – заданный в условии на поверхности полости амплитудный множитель  

     1) 1)
0 1

;
2

2

o L
ro

L L o L o
o

p k
u

k H k r H k r
r
 

 
 

 

   , 2L L Lk v v         – волновое число и фазовая скорость линейной пло-

ской продольной волны. 

Примечание 8. Решение (26) свидетельствует, что волна гармонична во времени, 
а по пространственной координате гармонична лишь асимптотично. Интенсивность 
линейной радиальной цилиндрической волны уменьшается со временем распростра-
нения вследствие свойств функции Ханкеля (1)

1H . 
Нелинейная волна  в рамках первых двух аппроксимаций аналитически представ-

ляется в виде [22] 
     (1) (2), , , .r r ru r t u r t u r t                                         (27) 

Второе приближение определялось двумя способами. Первый способ основан на 
предположении, что четыре из пяти нелинейных составляющих в (25) включают мно-
жители 1 2 3, ,r r r   и поэтому с увеличением расстояния от полости мало влияют на 

окончательный результат. Иными словами, уравнение (24) анализируется при условии 

, , 1 , ,( , , ) .r r r r rr r rr r rS u u u N u u                                              (28) 

Далее используется приближенное представление функций Ханкеля [12, 18] 

   

 

2 2 2
2 1 2(1)

2

2 4 1 (4 1)(4 9)
1 .

8 2! 8

i z p
p

p p p
H z e i

z z z




   

       
  

             (29) 

В итоге, нелинейное решение имеет вид 

       

 
4(1) (2)

2

2 1 1 9
, , , 1

8 128
Li k r to

r r r r
LL L

i
u r t u r t u r t u e

k rk r k r

 


 

 
       

 
    (30) 

     

   

2

2 2 2
1 2 3

2 1 5 151 1
.

3 18 288
L

o
r i k r t

L
L L L L

r u i
k N e

k k r k r k r

 


 

 
    

  
 

Второй способ учитывает все нелинейные составляющие в уравнении (24) и ис-
пользует рекуррентные формулы для производных функций Ханкеля и факт, что произ-

ведения    2 2(1) (1)
0 1( ) , ( ) ,L LH k r H k r  (1) (1)

0 1( ) ( )L LH k r H k r  не являются решениями линей-

ного аналога уравнения (24). Соответствующее второму способу решение имеет вид 

       (1) (2) (1)
1, , , i t

r r r ro Lu r t u r t u r t u H k r e      

        2 2(1) (1) (1) (1) 2
00 0 11 1 01 0 1

i t
L L L LB H k r B H k r B H k r H k r e          .           (31) 
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Проведенное числовое моделирование для металлических конструкционных ма-
териалов (см. Примечание 4) показало, что начиная с довольно близкого к полости 
расстояния решения (30) и (31) практически идентичны. Это дает основания для сле-
дующего изменения начального нелинейного уравнения (24): проигнорируем только 
две из пяти нелинейных составляющих и сохраним справа в (24) выражение 

 2

1 , , 3 , 4 ,2

1 1
r rr r r r r r r rN u u N u u N u

r r
     ;                                     (32) 

представим уравнение (24) в виде 

     
 , 1 , , 4 , 3 , ,22

1 1
1 1 1 0r

r rr r r r r r r r r r tt

L

u
u N u u N u N u u

r r c
         ; 

примем приближенно, что 1 3 4N N N     (в действительности, 1 4 3N N N   ), и полу-

чим окончательное выражение для нелинейного волнового уравнения 

   2

1 , , , ,2

1
1 0.r

L r r r rr r r r tt

u
c N u u u u

r r
      
 

                                 (33) 

Уравнение для цилиндрической радиальной волны (33) имеет такую же структу-
ру, как уравнение (8) для плоской продольной волны. 

5. Цилиндрическая радиальная волна смещения. Приближенный метод ана-
лиза. Случай, когда начальный профиль описывается аналитически функцией 
Макдональда. 

Применим к уравнению (33) приближенный метод анализа решения в виде оди-
ночной волны, который применялся к уравнению (10). 

Предположим, что начальный профиль волны описывается финитной или с финит-
ным весом функцией ( , 0) ( )ru r t F r   и одиночная волна распространяется в виде 

 ( , ) ( ) ,ru r t F a r vt                                                  (34) 

где скорость волны определяется выражением 

1 ,1 .r r Lv N u c                                                       (35) 

Примечание 9. Параметр a  введен в представление (34) с целью выбора длины 
подошвы одиночной волны – в зависимости от значения этого параметра подошва 
волны может или сужаться или расширяться. В гармонической волне такой параметр 
соответствует длине волны (2 ).k   

Примем ограничение в представлении (35) 

1 , 1r rN u                                                             (36) 

и представим приближенно решение уравнения (33) в виде 

      1 ,, 1 2 .r L r ru r t F a r c t N u t    
                                     (37) 

Обозначим фазу волны с постоянной фазовой скоростью как ( )La r c t    и до-

полнительный малый параметр как 1 ,(1 2) L r rN ac u t    , представим решение (37) 

(одиночную волну) в виде ряда Тейлора подобно формуле (16) и ограничим рассмот-
рение первыми двумя членами ряда из-за малости  . Тогда ввиду равенства 

        / / / /
, 1 ,, 1 1 2r r r L r rru r t F F N ac u t F               

решению (37) можно придать вид 

              2/ /
1 , 1, 1 2 1 2 .r L r r Lu r t F F N ac u t F N ac t F               
       (38) 
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Как и представление (17) для одиночной плоской продольной волны, приближен- 
ное представление решения (38) для одиночной цилиндрической радиальной волны 
имеет общий характер и для разных конкретно выбранных функций будет описывать 
один и тот же нелинейный волновой эффект – возникновение второй гармоники или 
подобных ей новых составляющих и увеличение амплитуды второй составляющей со 
временем распространения волны. 

Однако в данном случае функция ( )F r  должна быть решением линейного анало-

га нелинейного волнового уравнения (33) в цилиндрических координатах. Поскольку 
движение одиночной волны не предполагается гармоничным во времени, то цилинд-
рическая функция действительного аргумента – функция Ханкеля ( )H r [12, 18] – 

уже не является решением уравнения 

 2

, , ,2

1
0r

L r rr r r r tt

u
c u u u

r r
     
 

.                                       (39) 

Решением уравнения (39), имеющим вид (34), является цилиндрическая функция 
мнимого аргумента – функция Макдональда ( )K r  [12,18]. 

Итак, выберем форму начального профиля волны в виде функции 0 ( )K ar  и под-

ставим полученное конкретное выражение в формулу (38). Тогда получим 

        2/
0 1 0, 1 2r Lu r t K N ac t K     

 .                                  (40) 

Использовав известную [10] формулу    /
0 1K K   , решение (40) можно пре-

образовать к другому виду 

          2

0 1 1, 1 2r L L Lu r t K a r c t N ac t K a r c t     
 .                         (41) 

Решение (41) подтверждает основной вывод о постепенном изменении профиля 
волны при ее распространении и также позволяет сделать более конкретное заключе-
ние о механизме изменения – для каждого конкретного значения времени и фазы (кон-
кретной точки на профиле волны) соотношение линейной и нелинейной добавок бу-
дет своим. 

Заключение. 
Итак, распространение плоской продольной и цилиндрической радиальной оди-

ночных волн можно описать в простейшем приближенном случае нелинейным волно-
выми уравнениями одинаковой структуры и получить приближенное решение одним 
и тем же способом. Полученные решения также имеют одинаковую структуру. Реше-
ние для разных конкретно выбранных функций, задающих профиль волны, описывает 
один и тот же нелинейный волновой эффект – возникновение (помимо первой линей-
ной составляющей) второй нелинейной составляющей и увеличение амплитуды вто-
рой составляющей со временем распространения волны. Также для каждого конкрет-
ного значения времени и фазы (вследствие зависимости нелинейной составляющей от 
значения фазы волны – фактически, от расположения точки на начальном профиле 
волны) соотношение линейной и нелинейной добавок будет своим, что проявляется в 
том, что дисторсия начального профиля волны увеличивается от центральной части 
одиночной волны до его хвостовой части – профиль как бы «расплывается». 

 
 
РЕЗЮМЕ .  Розглянуто два типи поодиноких пружних хвиль: плоска поздовжна хвиля зміщення 

(хвиля поздовжного зміщення в напрямку осі абсцис в декартових координатах) і циліндрична радіаль-
на хвиля зміщення (хвиля зміщення в напрямку радіальної координати в циліндричних координатах). 
Основна новація полягає у тому, що відповідні цим хвилям нелінійні хвильові рівняння можуть бути 
записані в однаковому за структурою вигляді і далі можуть бути проаналізовані за допомогою однако-
вого для обох хвиль методу. В результаті, теоретично описано дисторсію початкового профіля хвилі у 
вигляді функції Уіттекера (плоска хвиля) і функції Макдональда (циліндрична хвиля). 
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