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Abstract. An applicability of one variant of the including the third stress invariant con-

stitutive equations to description of the nonlinear deformation of coarse-grained metal is 
considered. The reported in literature results of experimental study of the thin-wall tubular 
specimens made of the coarse-grained metal are used. It is shown that these equations de-
scribe adequately the data on tension (compression) and torsion of tubular specimens. 
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Введение.  
Определяющие уравнения термопластичности, учитывающие зависимость 

свойств изотропных материалов от вида напряженного состояния (ВНС),  предложе-
ны в [8] для процессов деформирования по прямолинейным траекториям, а в [20]  
для процессов по траекториям малой кривизны. В этих уравнениях для характеристи-
ки ВНС используется угол ВНС [4], определяющий ориентацию октаэдрического ка-
сательного напряжения в октаэдрической плоскости относительно отрицательного 
направления проекции на эту плоскость главной оси, вдоль которой действует мини-
мальное главное напряжение. Угол ВНС связан простой зависимостью [4] с парамет-
ром Лоде [16], но в отличие от последнего вычисляется не через главные напряжения, 
а через второй и третий инварианты девиатора напряжений. Определяющие уравне-
ния [8, 20] связывают компоненты тензоров условных напряжений и относительных 
деформаций, которые в дальнейшем будем именовать напряжениями и деформация-
ми, соответственно. Определяющие уравнения для процессов деформирования по 
траекториям малой кривизны записаны в предположении, что деформации состоят из 
упругих и неупругих составляющих, а направляющие тензоры напряжений и диффе-
ренциалов неупругих деформаций совпадают. Определяющие уравнения для процес-
сов деформирования по прямолинейным траекториям записаны с использованием 
предположения о совпадении направляющих тензоров напряжений и деформаций. 
Заметим, что при прямолинейных траекториях деформирования направляющий тен-
зор неупругих составляющих деформаций совпадает с направляющим тензором на-
пряжений, т.е. уравнения для процессов по траекториям деформирования малой кри-
визны превращаются в уравнения для процессов по прямолинейным траекториям. В 
обоих случаях определяющие уравнения содержат две нелинейные зависимости, вы-
числяемые по результатам экспериментов. Одна из них выражает связь между первы-
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ми инвариантами тензоров напряжений и деформаций, а вторая  связь между вто-
рыми инвариантами соответствующих девиаторов. Для конкретизации этих зависи-
мостей используются результаты базовых опытов на пропорциональное нагружение 
трубчатых образцов при различных постоянных значениях угла ВНС. При линейной 
связи между первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций и независи-
мости от ВНС связи между вторыми инвариантами соответствующих девиаторов оп-
ределяющие уравнения [20] и [8] превращаются в традиционные соотношения [7] 
теории процессов деформирования по траекториям малой кривизны и теории простых 
процессов, в основу которых положены соотношения теории Прандтля – Рейса [18, 
19] и Генки [15], соответственно. 

Определяющие уравнения [20] с учетом ВНС экспериментально обоснованы [1, 
20]  и широко используются при решении краевых задач [10, 14 и др.]. При обоснова-
нии уравнений [20] использованы результаты опытов на растяжение и внутреннее 
давление трубчатых образцов из материала Х18Н10Т в диапазоне деформаций от 0 до 
15%.  Показано, что нелинейность связи между первыми инвариантами тензоров на-
пряжений и деформаций для этого материала проявляется при деформациях, превы-
шающих 7%. Зависимость от ВНС связи между вторыми инвариантами девиаторов 
напряжений и деформаций становится существенной в области деформаций, превы-
шающих 5% при комнатной температуре и превышающих 3% – при высоких темпе-
ратурах.  

В отличие от сплава Х18Н10Т некоторые материалы, в частности, крупнозерни-
стые металлы, проявляют зависимость диаграмм деформирования от вида нагружения 
в области малых деформаций. В ряде работ [2, 3, 6, 11 – 13, 21 – 24] изложены резуль-
таты теоретических и экспериментальных исследований этого явления, выполненных 
с использованием различных подходов. В данной работе на примере серого чугуна 
рассмотрена применимость варианта [9] уравнений [8, 20] для описания процессов 
деформирования крупнозернистых металлов при малых деформациях (менее 2,5%). 
Как показано в исследованиях [2, 5, 6], диаграммы одноосного растяжения, сжатия и 
чистого кручения серого чугуна существенно различаются в области деформаций, 
превышающих 0,3%, когда проявляется нелинейный характер деформирования.  

 
§1. Определяющие уравнения. 
Используем вариант [9] определяющих уравнений [20], в котором связь между 

вторыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций зависит от ВНС, а 
связь между первыми инвариантами соответствующих тензоров принята линейной. 
Тогда определяющие уравнения, связывающие компоненты тензоров напряжений ij  

и деформаций ij  и учитывающие ВНС при температуре 0 20 CT T    как при про-

цессах деформирования по траекториям малой кривизны, так и при процессах дефор-
мирования по прямолинейным траекториям, могут быть представлены в виде 

  ( )
02 2 d

ij ij ij ijG K G        ,                                        (1.1) 

( ) ( )2d n
ij ijGe  ,                                                         (1.2) 

где  1 2
EK   ;  2 1E G   ; E , G  и   – модуль упругости, модуль сдвига и 

коэффициент Пуассона материала; 0 / 3ii   – первый инвариант тензора деформа-

ций, связанный с первым инвариантом тензора напряжений 0 / 3ii   линейной за-

висимостью  

0 0K  .                                                           (1.3) 
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Соотношения (1.1) отличаются определением величин ( ) ( )n n
ij ije   при использова-

нии теории  процессов деформирования по траекториям малой кривизны и по прямо-
линейным траекториям с учетом ВНС. 

При проведении вычислений процесс нагружения необходимо разбить на ряд эта-
пов. В случае использования теории процессов деформирования по траекториям ма-

лой кривизны с учетом ВНС величины ( ) ( )n n
ij ije   представляют собой компоненты 

девиатора (тензора) неупругих деформаций, которые в конце произвольного N -го 
этапа определяются как суммы приращений 

( ) ( )

1

N
n n

ij k ij
k

e e


  .                                                           (1.4) 

Приращение ( )n
k ije  определяется выражением 

( ) ( )ijn n
k ij k

k

s
e

S
    ,                                                  (1.5) 

где 0ij ij ijs      – компоненты девиатора напряжений; S  – интенсивность каса-

тельных напряжений 

1

2

2
ij ijs s

S
 

  
 

,                                                          (1.6) 

( )n
k   – приращение интенсивности неупругих деформаций сдвига, 

( ) ( )

1

N
n n

k
k

    .                                                    (1.7) 

Угловыми скобками в (1.5) обозначено среднее за этап значение заключенной в 

них величины. Для определения ( )n
k   используется предположение о существова-

нии зависимости вида 

 ,S F   ,                                                 (1.8) 

где  – интенсивность мгновенных деформаций сдвига;   – угол ВНС, 
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;                   (1.9) 

 3 ijI D s   – третий инвариант девиатора напряжений D .  

При использовании уравнений теории процессов деформирования по прямоли-

нейным траекториям с учетом ВНС величины ( ) ( )n n
ij ije   можно определять по фор-

мулам 

( )
*

1 1
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ij ije s
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,                                             (1.10) 
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;  0ij ij ije     ,                   (1.11) 



 48 

а S ,   и   связаны между собой соотношением (1.8), т.е. зависимость (1.8) необ-

ходимо  использовать при вычислении величин ( ) ( )n n
ij ije   на основе обеих упомяну-

тых теорий пластичности. Следует заметить, что от традиционных уравнений [7] тео-
рии процессов деформирования по траекториям малой кривизны и теории простых 
процессов без учета ВНС соотношения (1.1) отличаются зависимостью функции F  

(1.8) от ВНС и ее конкретизацией. Функция F  (1.8) конкретизируется по результатам 

базовых опытов на пропорциональное нагружение трубчатых образцов при различ-
ных значениях угла ВНС, 0 / 3   . При конкретизации функции F  (1.8) с ис-

пользованием теории процессов деформирования по траекториям малой кривизны 
предполагаем, что 

( )/ (2 ) nS G    .                                                    (1.12) 

В работах [1, 8, 9, 20] для конкретизации зависимости (1.8) используются резуль-
таты опытов на пропорциональное нагружение трубчатых образцов растягивающим 
осевым усилием и равномерным внутренним давлением при значениях угла 0  , 

/ 6  , / 3  ; при промежуточных значениях угла   зависимость (1.8) вы-

числяется интерполированием. 
В отличие от [1, 8, 9, 20] в настоящей работе в качестве базовых  опытов для по-

строения зависимости (1.8) используем опыты на сжатие ( 0  ), кручение 

( 6  ) и растяжение ( 3  ). Методика проведения таких опытов на трубча-

тых образцах из серого чугуна описана в [6].  
 
§2. Алгоритм расчета процесса деформирования трубчатого образца. 
В работах [3, 6] приведены результаты экспериментов на трубчатых образцах из 

серого чугуна, подвергнутых совместному действию пропорционально изменяющих-
ся осевого усилия и крутящего момента. Применим уравнения (1.1) к определению 
компонент деформаций в этих процессах нагружения.  

В вышеупомянутых экспериментах напряженное состояние образца характеризу-
ется компонентами тензора напряжений 11 12,  ; радиальное напряжение  считаем 

пренебрежимо малым по сравнению с 11 12,  , т.е. 33 0  . Деформированное со-

стояние характеризуется компонентами тензора деформаций 11 22 33, ,   , 12 . 

При проведении расчетов деформированного состояния образца напряжения при-
нимаем заданными; заданы также модуль упругости материала и коэффициент Пуас-
сона. Зависимости (1.8) при значениях угла 0, 6, 3    также принимаем задан-

ными; они вычислены по результатам базовых экспериментов на одноосное нагруже-
ние образцов сжатием, кручением и растяжением соответственно. При промежуточ-
ных значениях угла   соответствующие зависимости (1.8) находим по базовым кри-

вым путем линейной интерполяции. С учетом вышеизложенного из уравнений (1.1) 
получим выражения для компонент деформаций образца в виде 

 
( )11

11 112 1
ne

G




 


;  
 

( )11
22 222 1

ne
G





 


; 

 
( ) ( )11

33 11 222 1
n ne e

G





  


;  ( )12

12 122
ne

G

   .                            (2.1) 

В выражениях (2.1) величины ( ) ( )n n
ij ije   определяем с учетом ВНС по формулам (1.4) 

– (1.7) при использовании теории процессов деформирования по траекториям малой 
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кривизны и формул (1.10), (1.11) – при использовании теории простых процессов; в 
обоих случаях используем зависимость (1.8). Определение деформаций образца мож-
но вести по такому алгоритму. Процесс нагружения образца разбиваем на ряд этапов. 
При этом удобно выбрать первый этап в пределах упругости материала, тогда в (2.1) 

( ) ( ) ( )
11 22 12 0n n ne e e    и на первом этапе значения деформаций определяются формулами 

теории упругости. Для определения компонент деформаций на произвольном N  м 

этапе по значениям напряжений вычисляем  N
S  (1.6) и  N (1.9). Затем по базо-

вым кривым (1.8) путем линейной интерполяции определяем кривую, соответствую-
щую  N , и вычисляем значение  N

 , соответствующее  N
S . После этого при 

использовании теории процессов малой кривизны с учетом ВНС вычисляем 

   
     

 
( ) 1

1
12 2

n N N
N N N

N N

S S

G T G T





        , затем вычисляем приращения неупру-

гих компонент деформаций (1.5) и сами эти компоненты (1.4). Если же используем 
теорию простых процессов с учетом ВНС, то по формуле (1.11) получим 

   
 

*2 N

N
N

S
G 


, а затем по (1.10) определяем ( ) ( )n n

ij ije  . По формулам (2.1) определя-

ем искомые компоненты деформаций. 
 

§3. Результаты расчетов. 

Согласно [6] для серого чугуна имеем 3107 10E   МПа; 0,48  . Базовые зави-
симости  (1.8), построенные по приведенным в [3, 6] результатам испытаний на сжа-
тие, кручение и растяжение, т.е. при зна-
чениях угла ВНС 0, 6, 3   , при-

ведены на рис. 1 в виде сплошных кри-
вых 1 – 3, соответственно; треугольники 
соответствуют данным экспериментов. 
Используя эти зависимости, выполним 
расчеты процессов деформирования 
трубчатых образцов осевым усилием и 
крутящим моментом, для которых име-
ются [3, 6] экспериментальные данные о 
процессах пропорционального нагруже-
ния при соотношениях между главными 
напряжениями 3 1/ 1,4;2,0;4,9   .  

Переход от компонент векторов напря-
жений и деформаций к значениям глав-
ных напряжений 1 2 3, ,    и деформаций 1 2 3, ,    соответствующих тензоров осуще-

ствлялся по формулам [7] 

1

0

2

2
cos

33

S


  


        
   

 ;  3 0
2

cos
3

S
     ;             (3.1) 

1

0

2

2
cos

33


  


         
   

 ;  3 0
2

cos
3

  
   ,                (3.2) 

где S ,   и  определяются формулами (1.6), (1.9) и (1.11), соответственно;   

угол вида деформированного состояния, 

 
Рис. 1
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3

1 3 3
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3 2

J D
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  0
3
   

 
,                      (3.3) 

 3 ijJ D e   – третий инвариант девиатора деформаций D . 
 

 
 

а                                                                      б 
Рис. 2  

Заметим, что значения деформаций, полученные в результате расчетов с исполь-
зованием соотношений теории процессов деформирования по траекториям малой 
кривизны и теории простых процессов, учитывающих ВНС, полностью совпадают. 
Эти результаты приведены сплошными линиями на рис. 2 ( 3 1/ 1,4   ); 3 

( 3 1/ 2,0   ) и 4 ( 3 1/ 4,9   ) в виде зависимостей между главными значениями 

напряжений и деформаций.  
На этих рисунках зависимости 1 ~ 1  отмечены буквой «a», а зависимости 

3 ~ 3  буквой «б». Экспериментальные данные приведены в виде треугольников. 

Пунктирные линии на рис. 2 – 4 соответствуют расчетам по теории процессов малой 
кривизны [7] без учета ВНС, а штриховые – расчету по теории упругости.   

    
а                                                                      б  

Рис. 3 
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а                                                                      б 

Рис. 4 
 

Как видно из рисунков, результаты расчета приведенных процессов, полученные 
с использованием определяющих уравнений, учитывающих ВНС, приближенно со-
гласуются с экспериментальными данными. 

Максимальное различие вычисленных и экспериментальных главных значений 
деформаций в конце процесса 3 1/ 1,4    (рис. 2), составляет около 20%, а в двух 

других процессах это различие менее 10%. Результаты расчетов, полученные по тео-
рии процессов малой кривизны без учета ВНС, в конце исследуемых процессов в 2 – 3 
раза больше, а по теории упругости – в 2 – 3 раза меньше соответствующих экспери-
ментальных значений.  

В работах [1, 8, 9, 20] при определении базовых кривых принято, что эти кривые, 
полученные при разных видах нагружения, в которых один и тот же угол  , совпа-

дают. Проверим, насколько это предположение оправдано для серого чугуна. Для 
процесса, в котором 1 2   , угол ВНС 6  , как и для кручения. Это означает, 

что если указанное предположение оправдано, то кривая ~S  , вычисленная для 
процесса 1 2    при использовании линейной интерполяции и базовых кривых 

~S   при 0   (сжатие) и 3   (растяжение), должна приближенно соответ-

ствовать кривой ~S   при одноосном кручении, т.е. кривая ~S   для угла 6   

должна быть посередине между кривыми, соответствующими 0   и 3  . На 

рис 1 вычисленная кривая приведена штриховой линией. Из рис. 1 видно, что вычис-
ленная кривая приближенно соответствует экспериментальной; максимальное разли-
чие между ними по деформациям не превышает 20%, а по напряжениям 5%.  

Таким образом, выполненное исследование свидетельствует, что использованный 
вариант определяющих уравнений, содержащих третий инвариант девиатора напря-
жений, приближенно описывает процессы нелинейного деформирования серого чугу-
на в рассмотренном диапазоне процессов пропорционального нагружения. 

 
Заключение. 
Рассмотрена применимость соотношений теории процессов неупругого деформи-

рования по траекториям малой кривизны и теории простых процессов,  учитывающих 
ВНС, к описанию нелинейного деформирования крупнозернистого металла. Исполь-
зованы известные из литературы результаты опытов по деформированию трубчатых 
образцов из серого чугуна [3, 6] при совместном действии пропорционально изме-
няющихся растяжения, сжатия и кручения. В определяющих соотношениях [9] ВНС 
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учитывается в нелинейной связи между вторыми инвариантами девиаторов напряже-
ний и деформаций, а связь между первыми инвариантами соответствующих тензоров 
принимается линейной. Максимальные значения компонент деформаций в этих опы-
тах составляют 2,5%. Установлено, что результаты расчета с использованием назван-
ных вариантов [9] уравнений пластичности [8, 20], в которых учитывается ВНС, 
удовлетворительно согласуются с полученными экспериментально значениями ком-
понент деформации.  

Отметим, что в качестве базовых зависимостей между вторыми инвариантами де-
виаторов напряжений и деформаций при значениях угла ВНС 0, 6, 3   , были 

использованы зависимости, вычисленные по результатам экспериментов на сжатие, 
кручение и растяжение, соответственно. Результаты расчета, полученные с использо-
ванием аналогичных определяющих уравнений без учета ВНС, в конце исследуемых 
процессов превышают экспериментальные данные более, чем в 2 раза. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Розглянуто застосовність варіанта визначальних рівнянь, що включають третій 

інваріант девіатора напружень, до опису нелінійної деформації крупнозернистого металу. Викорис-
товуються опубліковані в літературі результати експериментальних досліджень тонкостінних труб-
чатих зразків з даного матеріалу. Показано, що цими рівняннями адекватно описуються експеримен-
тальні дані по розтягу (стиску) та крученні трубчатих зразків з сірого чавуну. 
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