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Аннотация. В работе изучаются гомеоморфизмы классов Орлича–
Соболева W 1,ϕ

loc в R
n, n > 3 при условии типа Кальдерона на функ-

цию ϕ. Для таких отображений установлен целый ряд теорем о ло-
кальном поведении и, в частности, доказан аналог известной теоре-
мы Геринга о локальной липшицевости, приведены различные тео-
ремы об оценке искажения евклидовых расстояний. В частности, ре-
зультаты справедливы для классов Соболева W 1,p

loc при p > n− 1.
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1. Введение

Модули семейств кривых и поверхностей являются основным ин-
струментом для исследования в геометрической теории функций. Раз-
витие метода модулей, происходившее в последнее время, тесно свя-
зано с современными классами отображений, см., напр., моногра-
фию [1], и уравнениями в частных производных, см., напр., моно-
графии [2] и [3]. Смотри также недавние статьи и монографии [4–26]
и дальнейшие ссылки в них.

Пусть D — область в R
n, n > 2. Напомним, что гомеоморфизм

f : D → R
n называется отображением с конечным искажением,

если f ∈W 1,1
loc и

‖f ′(x)‖n 6 K(x) J(x, f) (1.1)

для некоторой почти всюду конечной функции K(x) > 1, где f ′(x)
якобиева матрица f, ‖f ′(x)‖ – её операторная норма:

‖f ′(x)‖ = sup
|h|=1

|f ′(x) · h| (1.2)
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и
J(x, f) = det f ′(x) (1.3)

— якобиан отображения f .
Пусть p ∈ (1,∞). В дальнейшем, полагаем

Kp(x, f) =





‖f ′(x)‖p
J(x,f) , если J(x, f) 6= 0

1, если f ′(x) = 0
∞, в остальных точках .

(1.4)

Впервые понятие отображения с конечным искажением введено в
случае плоскости для f ∈W 1,2

loc в работе [27], см. также [28].
Следуя Орличу, для заданной выпуклой возрастающей функции

ϕ : [0,∞) → [0,∞), ϕ(0) = 0, обозначим символом Lϕ пространство
всех функций f : D → R, таких что

∫

D

ϕ

( |f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ (1.5)

при некотором λ > 0, см., напр., [29]. Здесь m — мера Лебега в R
n.

Пространство Lϕ называется пространством Орлича.
Классом Орлича–Соболева W 1,ϕ

loc (D) называется класс всех лока-
льно интегрируемых функций f, заданных в D, с первыми обобщён-
ными производными по Соболеву, градиент ∇f которых принадле-
жит классу Орлича локально в области D. Если же, более того, ∇f
принадлежит классу Орлича в области D, мы пишем f ∈ W 1,ϕ(D).
Заметим, что по определению W 1,ϕ

loc ⊂ W 1,1
loc . Как обычно, мы пишем

f ∈ W 1,p
loc , если ϕ(t) = tp, p > 1. Известно, что непрерывная функция

f принадлежит классу W 1,p
loc тогда и только тогда, когда f ∈ ACLp,

т.е., если f локально абсолютно непрерывна на почти всех прямых,
параллельных координатным осям, а первые частные производные
f локально интегрируемы в степени p в области D, см., напр., [30,
разд. 1.1.3].

Далее, если f — локально интегрируемая вектор-функция n ве-
щественных переменных x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈ W 1,1

loc , i =
1, . . . ,m, и ∫

D

ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞ , (1.6)

где |∇f(x)| =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
, то мы снова пишем f ∈ W 1,ϕ

loc . Мы

также используем обозначениеW 1,ϕ
loc в случае более общих функций ϕ,

чем в классах Орлича, всегда предполагающих выпуклость функции
ϕ и ее нормировку ϕ(0) = 0.
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2. Нижние Q-гомеоморфизмы относительно p-модуля

Следуя [1, разд. 9.2, гл. 9], далее k-мерной поверхностью S в R
n

называется произвольное непрерывное отображение S : ω → R
n, где

ω — открытое множество в Rk := R
k∪{∞} и k = 1, . . . , n−1. Функцией

кратности поверхности S называется число прообразов

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ R
n .

Другими словами, символ N(S, y) обозначает кратность накрытия
точки y поверхностью S. Известно, что функция кратности являет-
ся полунепрерывной снизу, и, значит, измерима относительно произ-
вольной хаусдорфовой меры Hk, см., [1, разд. 9.2].

Для борелевской функции ρ : Rn → [0,∞] ее интеграл над по-
верхностью S определяется равенством

∫

S

ρ dA :=

∫

Rn

ρ(y)N(S, y) dHky . (2.1)

Пусть Γ — семейство k-мерных поверхностей S. Борелева функ-
ция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для семейства Γ, пишут
ρ ∈ admΓ, если ∫

S

ρk dA > 1

для каждой поверхности S ∈ Γ. Пусть p ∈ (1,∞) — заданное фикси-
рованное число. Тогда p-модулем семейства Γ называется величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x) .

Будем говорить, что свойство P имеет место для p-почти всех (p-
п.в.) k-мерных поверхностей S семейства Γ, если подсемейство всех
поверхностей семейства Γ, для которых свойство P нарушается, име-
ет p-модуль нуль.

Говорят, см. [1, разд. 9.2], что измеримая по Лебегу функция
ρ : R

n → [0,∞] является обобщённо p-допустимой для семейства
Γ, состоящего из (n − 1)-мерных поверхностей S в R

n, пишут ρ ∈
extp admΓ, если ∫

S

ρn−1(x) dA > 1 (2.2)
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для p-почти всех S ∈ Γ.
В работе [20, разд. 13], Ф. Геринг определил K-квазиконформ-

ное отображение как гомеоморфизм, изменяющий модуль кольцевой
области не более чем в K раз. Следующее понятие мотивировано
кольцевым определением Геринга.

Пусть D и D′ — области в R
n, n > 2, x0 ∈ D, Q : D → (0,∞) — из-

меримая по Лебегу функция. Гомеоморфизм f : D → D′ будем назы-
вать нижним Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля в точке
x0, если

Mp (fΣR) > inf
ρ∈extp admΣR

∫

R

ρp(x)

Q(x)
dm(x) (2.3)

для каждого кольца

R = R(x0, ε1, ε2) = {x ∈ R
n : ε1 < |x− x0| < ε2} , 0 < ε1 6 ε2 < d0,

где d0 = dist(x0, ∂D) , а ΣR обозначает семейство всех сфер

S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , r ∈ (ε1, ε2) . (2.4)

3. Свойства классов Орлича–Соболева

Условимся говорить, что функция ϕ : [0,∞) → [0,∞) удовле-
творяет условию Ak, k = 2, 3, . . . пишем ϕ ∈ Ak, если функция
ϕ : [0,∞) → [0,∞) возрастает и

∞∫

1

[
t

ϕ(t)

] 1
k−1

dt <∞ . (3.1)

Ниже приведены свойства классов Орлича–Соболева, см. [31].

Теорема 3.1. Пусть Ω — открытое множество в R
n, n > 3, f :

Ω → R
n — непрерывное открытое отображение класса W 1,ϕ

loc (Ω), где
ϕ ∈ An−1. Тогда отображение f имеет почти всюду полный диффе-
ренциал в Ω.

Замечание 3.1. В частности, заключение теоремы 3.1 имеет ме-
сто, если f ∈ W 1,p

loc при некотором p > n − 1. Последнее утвержде-
ние — результат Вяйсяля, см. [26, лемма 3]. Теорема 3.1 является
также распространением в пространство хорошо известной теоремы
Меньшова–Геринга–Лехто на плоскости, см., напр., [32, 33] и [23].

Теорема 3.2. Пусть Ω — открытое множество в R
n, n > 3, f :

Ω → R
n — непрерывное открытое отображение класса W 1,ϕ

loc (Ω), где
ϕ ∈ An−1. Тогда отображение f имеет почти всюду полный диффе-
ренциал в Ω.
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Теорема 3.3. Пусть U — открытое множество в R
n, n > 3 и

ϕ ∈ An−1. Тогда любое непрерывное отображение f : U → R
m,

m > 1, класса W 1,ϕ
loc обладает (N)-свойством, более того, локально

абсолютно непрерывно относительно (n − 1)-мерной хаусдорфовой
меры на почти всех гиперплоскостях P, параллельных произволь-
ной фиксированной гиперплоскости P0. Кроме того, на почти всех
таких P, Hn−1(f(E)) = 0, если |∇f | = 0 на E ⊂ P.

Заметим, что, если условие вида (3.1) имеет место для некоторой
неубывающей функции ϕ, то функция ϕc(t) = ϕ(c t) при c > 0 так-
же удовлетворяет соотношению (3.1). Кроме того, хаусдорфовы меры
являются квазиинвариантными при квазиизометриях.

Следствие 3.1. При условии ϕ ∈ An−1 любое непрерывное отоб-
ражение f ∈ W 1,ϕ

loc обладает (N)-свойством относительно (n − 1)-
мерной меры Хаусдорфа, более того, локально абсолютно непрерывно
на почти всех сферах S с центром в заданной предписанной точке
x0 ∈ R

n. Кроме того, на почти всех таких сферах S выполнено усло-
вие Hn−1(f(E)) = 0 как только |∇f | = 0 на множестве E ⊂ S.

4. Взаимосвязь нижних Q-гомеоморфизмов с классами

Орлича–Соболева

Напомним, что отображение g : X → Y между метрическими
пространствами X и Y называется липшицевым, если

dist (g(x1), g(x2)) 6M · dist (x1, x2)

для некоторой постоянной M < ∞ и всех x1, x2 ∈ X. Говорят, что
отображение g : X → Y билипшицево, если, оно, во-первых, липши-
цево, во-вторых,

M∗ · dist (x1, x2) 6 dist (g(x1), g(x2))

для некоторой постоянной M∗ > 0 и всех x1, x2 ∈ X.

Следующее утверждение является ключевым для дальнейшего
исследования.

Лемма 4.1. Пусть D и D′ — области в R
n, и ϕ ∈ An−1. Тогда любой

гомеоморфизм f : D → D′ конечного искажения класса W 1,ϕ
loc явля-

ется нижним Kp(x, f)-гомеоморфизмом относительно p-модуля с
p > n− 1.
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Доказательство. Обозначим через B (борелево) множество всех то-
чек x ∈ D, где отображение f имеет полный дифференциал и
J(x, f) = det f ′(x) 6= 0. Заметим, что множество B представляет
собой не более чем счётное объединение борелевских множеств Bl,
l = 1, 2, . . . , таких что отображения fl = f |Bl

являются билипшицевы-
ми гомеоморфизмами, см., напр., [34, лемма 3.2.2]. Без ограничения
общности, можно считать, что множества Bl попарно не пересека-
ются. Обозначим также через B∗ оставшееся множество всех точек
x ∈ D, где f имеет полный дифференциал, однако, f ′(x) = 0.

По теореме 3.1 множество B0 := D \ (B⋃B∗) имеет меру Лебега
нуль. Следовательно, по [1, теорема 9.1] имеем, что Hn−1(B0∩Sr) = 0
для p-почти всех сфер Sr := S(x0, r) с центром в произвольной точке
x0 ∈ D, где “p-почти всех” определяется в смысле p-модуля семейства
поверхностей. Тогда, в силу [1, лемма 9.1], Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0 для
почти всех r ∈ R и по следствию 3.1 получаем, что Hn−1(f(B0)∩S∗

r ) =
0 и Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) = 0 для почти всех r ∈ R, где S∗
r = f(Sr).

Заметим, что также Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) = 0 и Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) =
0 для почти всех сфер Sr := S(x0, r) в смысле p-модуля семейства
поверхностей.

Действительно, пусть Γ0 — подсемейство всех сфер Sr := S(x0, r),
для которых либо Hn−1(f(B0) ∩ S∗

r ) > 0, либо Hn−1(f(B∗) ∩ S∗
r ) >

0. Обозначим через R множество всех r ∈ R, для которых либо
Hn−1(f(B0) ∩ S∗

r ) > 0, либо Hn−1(f(B∗) ∩ S∗
r ) > 0. В силу сказан-

ного выше, m1(R) = 0. Тогда по теореме Фубини m(E) = 0, где
E = {x ∈ D : |x− x0| = r ∈ R}. Функция ρ1 : R

n → [0,∞], определён-
ная символом ∞ при x ∈ E и равная нулю на оставшемся множестве
обобщенно p-допустима для семейства Γ0. Таким образом, по (9.18)
в [1] Mp(Γ0) 6

∫
E

ρp1dm(x) = 0, т.е., действительно, Mp(Γ0) = 0.

По теореме Кирсбрауна, см. [34, теорема 2.10.43], каждое отобра-
жение fl может быть продолжено до липшицевского отображения f̃l :
R
n → R

n, которое по теореме Радемахера–Степанова f̃l дифференци-
руемо почти всюду в R

n, см. [34, теорема 3.1.6]. В силу единственно-
сти аппроксимативного дифференциала (см. [34, пункт 3.1.2]), можно

считать, что при всех x ∈ Bl выполнено равенство f̃l
′
(x) = f ′(x).

Пусть Γ обозначает семейство всех сфер Sr, r ∈ (ε1, ε2), ε2 <
dist(x0, ∂D). Для произвольной функции ρ∗ ∈ adm f(Γ), такой что
ρ∗ ≡ 0 вне f(D), полагаем ρ ≡ 0 вне D и на B0, и

ρ(x) : = ρ∗(f(x)) · ‖f ′(x)‖ при x ∈ D \ B0 = B ∪ B∗
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Рассуждая покусочно на каждом Bl, l = 1, 2, . . ., согласно
[34, разд. 1.7.6], а также используя геометрический смысл величины
‖f ′(x)‖ и её связь с якобианом отображения, см., напр., соотношения
(2.5) и (2.6) гл. I § 2 в [10], имеем, что

∫

Sr

ρn−1 dA =

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x))‖f ′(x)‖n−1 dA

=

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · ‖f

′(x)‖n−1

dA∗
dA

· dA∗
dA dA >

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · dA∗

dA dA

=

∫

S∗
r

ρn−1
∗ (y)dA∗ > 1

для почти всех Sr, и, следовательно, ρ ∈ extp admΓ. Используя за-
мену переменных на каждом Bl, l = 1, 2, . . . , см., напр., [34, теоре-
ма 3.2.5], ввиду счётной аддитивности интеграла, получаем также
оценку ∫

D

ρp(x)

Kp(x, f)
dm(x) 6

∫

f(D)

ρp∗(x) dm(x) ,

что и завершает доказательство.

Следствие 4.1. Любой гомеоморфизм с конечным искажением в
R
n, n > 3, класса W 1,α

loc при α > n − 1 является нижним Kp(x, f)-
гомеоморфизмом с p > n− 1.

5. Гельдеровость и липшицевость классов Орлича–Со-

болева

В этом разделе найдены достаточные условия гельдеровости для
отображений класса Орлича–Соболева W 1,ϕ

loc в R
n, n > 3 при условии

типа Кальдерона на функцию ϕ.

Следующий ряд теорем вытекает из леммы 4.1 и соответствующих
теорем параграфа 4 из работы [11].

Теорема 5.1. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предположим,

что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением класса
W 1,ϕ

loc , ϕ ∈ An−1. Если для λ > 1 и σ > 0

εσ
λε∫

ε

dr

‖Kp‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0 (5.1)
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для любого 0 < ε < δ0 6
dist (x0,∂D)

λ2 , где

‖Kp‖ n−1
p−n+1

(x0, r) =




∫

S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA




p−n+1
n−1

. (5.2)

Тогда при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
имеем

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0|

σ
p−n (5.3)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где ν0 — положительная константа, завися-
щая только от размерности пространства n, p, λ и σ.

Теорема 5.2. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предположим,

что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением класса
W 1,ϕ

loc , ϕ ∈ An−1. Если Kp(x, f) ∈ Lα(B(x0, δ0)), δ0 6
dist (x0,∂D)

4 , p ∈(
n, n+ 1

n−2

)
, α > n

p−n , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0‖Kp(x, f)‖
1

p−n
α |x− x0|1−

n
α(p−n) (5.4)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где ‖Kp(x, f)‖α =

(
∫

B(x0,δ0)

Kα
p (x, f) dm(x)

) 1
α

— норма в пространстве Lα(B(x0, δ0)) и ν0 — положительная по-
стоянная, зависящая только от n, p и α.

Следствие 5.1. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предполо-

жим, что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением
класса W 1,ϕ

loc , ϕ ∈ An−1. Если для λ > 1 и σ > 0

εp−n ·
λε∫

ε

dr

‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r)
> Cx0 (5.5)

для любого 0 < ε < δ0 6
dist (x0,∂D)

λ2 , где

‖Kp‖ n−1
p−n+1

(x0, r) =




∫

S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA




p−n+1
n−1

. (5.6)
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Тогда при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
имеем

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0| (5.7)

для всех x ∈ B(x0, δ0) и ν0 — положительная константа, зависящая
только от размерности пространства n, p и λ.

Теорема 5.3. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предположим,

что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением класса

W 1,ϕ
loc , ϕ ∈ An−1. Если p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
и




1

ωn−1rn−1

∫

S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA




p−n+1
n−1

6 kx0 (5.8)

для п.в. r ∈
(
0, dist (x0,∂D)

e2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 k
1

p−n
x0 |x− x0| (5.9)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где ν0 — положительная константа, завися-
щая только от размерности пространства n и p.

Следствие 5.2. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предполо-

жим, что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением

класса W 1,ϕ
loc , ϕ ∈ An−1. Если p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
и Kp(x, f) 6 K для

п.в. x ∈ D, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0K
1

p−n |x− x0| (5.10)

для каждого x0 ∈ D и x ∈ B(x0, δ0), δ0 6
dist (x0,∂D)

e2
, где ν0 — по-

ложительная константа, зависящая только от размерности про-
странства n и p.

6. О логарифмической гельдеровости классов Орлича–

Соболева

В этом разделе установлены оценки искажения расстояний лога-
рифмического типа для отображений класса Орлича–Соболева W 1,ϕ

loc

в R
n, n > 3 при условии типа Кальдерона на функцию ϕ.

Следующие теоремы вытекают из леммы 4.1 и соответствующих
теорем параграфа 5 из работы [11].
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Теорема 6.1. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предположим,

что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением класса
W 1,ϕ

loc , ϕ ∈ An−1. Если ‖Kp‖ n−1
p−n+1

(x0, r) 6= ∞ для п.в. r ∈ (0, d0),

d0 = dist(0, ∂D), 0 6 κ < p
p−n+1 и

∫

R(x0,ε1,ε2)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 lnκ
(
ε2
ε1

)
(6.1)

для любых 0 < ε1 < ε2 < d0. Тогда при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
имеем

|f(x)− f(x0)| 6 λ0C
γ
x0

ln−θ 1

|x− x0|
(6.2)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)},

γ =
n(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)
, θ =

p− κ(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)

и λ0 = λ(n, p, κ) — положительная постоянная, зависящая только
от n, p и κ.

Следствие 6.1. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предпо-

ложим, что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искаже-
нием класса W 1,ϕ

loc , ϕ ∈ An−1. Если Kp(x, f) ∈ L n
p−n

(B(x0, δ0)), δ0 6

min{1, dist4(x0, ∂D)} и p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0‖Kp(x, f)‖
1

p−n
n

p−n
ln

− p
n(p−n)

1

|x− x0|
(6.3)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где

‖Kp(x, f)‖ n
p−n

=




∫

B(x0,δ0)

K
n

p−n
p (x, f) dm(x)




p−n
n

(6.4)

— норма в пространстве L n
p−n

(B(x0, δ0)) и ν0 — положительная по-
стоянная, зависящая только от n и p.
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Теорема 6.2. Пусть D и D′ — области в R
n, n > 3. Предположим,

что f : D → D′ — гомеоморфизм с конечным искажением класса

W 1,ϕ
loc , ϕ ∈ An−1. Если p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
и ‖Kp‖ n−1

p−n+1
(x0, r) 6 kx0r для

п.в. r ∈ (0, δ0), δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)} , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 · k
1

p−n
x0 ln

− 1
p−n

1

|x− x0|
, (6.5)

для всех x ∈ B(x0, δ0), где ν0 — положительная постоянная, зави-
сящая только от n и p.
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[26] J. Väisälä, Two new characterizations for quasiconformality // Ann. Acad. Sci.
Fenn. Ser. A1 Math., 362 (1965), 1–12.

[27] T. Iwaniec, V. Sverák, On mappings with integrable dilatation // Proc. Amer.
Math. Soc., 118 (1993), 181–188.

[28] T. Iwaniec, G. Martin, Geometrical Function Theory and Non-Linear Analysis,
Clarendon Press, Oxford, 2001.



Р. Р. Салимов 141

[29] М. А. Красносельский, Я. Б. Рутицкий, Выпуклые функции и пространства
Орлича, Гос. издат. физ.-мат. лит., Москва, 1958.

[30] В. Г. Мазья, Пространства С.Л. Соболева, ЛГУ, Ленинград, 1985, 416 с.

[31] Д. А. Ковтонюк, В. И. Рязанов, Р. Р. Салимов, Е. А. Севостьянов, К теории
классов Орлича–Соболева // Алгебра и анализ, 25 (2013), No. 6, 50–102.

[32] D. Menchoff, Sur les differencelles totales des fonctions univalentes // Math.
Ann., 105 (1931), 75–85.

[33] F. W. Gehring, O. Lehto, On the total differentiability of functions of a complex
variable // Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A1. Math., 272 (1959), 3–8.

[34] Г. Федерер, Геометрическая теория меры, Наука, Москва, 1987, 760 с.

Сведения об авторах

Руслан Радикович
Салимов

Институт математики НАН Украины
E-Mail: ruslan623@yandex.ru


