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ОБОБЩЕНИЕ НЕКОТОРЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ О НЕНАЛЕГАЮЩИХ
ОБЛАСТЯХ

В данной работе изучается одна из классических проблем геометрической теории функций об
экстремальном разбиении комплексной плоскости.
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1. Обозначения и определения.
Пусть N, R – множество натуральных и вещественных чисел соответственно,

C – комплексная плоскость, C = C
∪
{∞} – ее одноточечная компактификация,

R+ = (0,∞), χ(t) = 1
2(t+ t−1). Пусть r(B, a) – внутренний радиус области B ⊂ C

относительно точки a ∈ B. Внутренний радиус области B связан с обобщенной
функцией Грина gB(z, a) области B (см. [1 – 4]) соотношениями

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B, a) + o(1), z → ∞.

Определение. Системой непересекающихся областей называется конечный на-
бор произвольных областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2 таких, что Bk ⊂ C, Bk∩Bm = ∅,
k ̸= m, k,m = 1, n.

Определение. Систему точек An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
назовем n-лучевой, ес-

ли |ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Обозначим при этом Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, an+1 := a1,
αk :=

1
π arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.

Данная работа базируется на применении кусочно-разделяющего преобразова-
ния, развитого в работах [1 – 3]. Пусть ζ = πk(w), k = 1, n, обозначает ту одно-

значную ветвь многозначной аналитической функции −i
(
e−iθkw

) 1
αk , которая осу-

ществляет однолистное и конформное отображение Pk на правую полуплоскость
Re ζ > 0.

Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 и γ ∈ R+ ∪ {0}
полагаем

µ(γ)(An) :=
n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2
γα2

k
n∏
k=1

|ak|1+
1
4
γ(αk+αk−1).

Пусть D – открытое множество в C, содержащее лучевую систему точек An =
{ak}nk=1. Если a ∈ D, то будем говорить, что D(a) есть связная компонента D,
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содержащая точку a; Dk(ap) – связная компонента множества D(ap) ∩ Pk(An), со-
держащая точку ap, p ∈ {k, k−1}, k = 1, n; Dk(0) – связная компонента множества
D(0) ∩ Pk(An), содержащая точку w = 0.

Определение. Внутренним радиусом r (D, ak) открытого множества D отно-
сительно точки a называется внутренный радиус связной компоненты множества
D, содержащей точку a.

Пусть открытое множествоD содержит точку w = 0 и произвольную n-лучевую
систему точек An = {ak}nk=1, тогда будем говорить, что такое множество удовле-
творяет условию неналегания относительно системы точек An, если множества
Dk(ak), Dk(ak+1), Dk(0) попарно не пересекаются для каждого k = 1, n.

Пусть {Bk}nk=0 – произвольный набор областей таких, что 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈

Bk ⊂ C, k = 1, n. Пусть D̃ =
n∪
k=0

Bk. Будем говорить, что система {Bk}nk=0 удовле-

творяет условию частичного налегания относительно некоторой системы An, если
открытое множество D̃ удовлетворяет условию неналегания относительно этой же
n-лучевой системы точек An.

2. Постановка задачи.
Задача, которую мы рассматриваем, была сформулирована в работе [1].
Задача. Доказать, что максимум функционала

In(γ) = rγ(B0, a0)

n∏
k=1

r(Bk, ak),

где B0, B1, B2,...,Bn, (n > 2) – попарно неналегающие области в C, a0 = 0, |ak| = 1,
k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n, и 0 < γ 6 n, достигается для некоторой конфигурации
областей, обладающей n-кратной симметрией.

На данный момент эта задача полностью не решена, известно только ее реше-
ния для некоторых частных случаев. Так, в работе [2] было получено ее решение
при произвольном натуральном n > 2, но при условии γ = 1. В работе [5] задача 1
была впервые решена при произвольном γ > 1 и без дополнительных ограничений,
но начиная с некоторого, заранее неизвестного номера n. При существенном огра-
ничении на расположение точек ak, а именно, что максимальный угол с вершинами
( ̂ak; a0; ak+1), k = 1, n, an+1 = a1, не превосходит 2π/

√
γ и при произвольном n > 5

задача была решена в работе [6]. Случай n > 2 и 0 < γ < 1 также был рассмотрен
в работе [7].

В данной статье рассматривается аналогичная задача, но при условии что на
области Bk и точки ak накладываются менее жесткие условия, а именно рассмат-
риваются частично налегающие области Bk и точки ak, принадлежащие лучевым
системам An.

3. Результаты и доказательства.
В данной работе получен следующий результат.
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Теорема 1. Пусть n ∈ N, n > 8, γ ∈ (0, γn], γn = n0,42 при n = 8, 540, и
γn =

√
n при n > 541. Тогда для любой системы точек An = {ak}nk=1 такой, что

µ(γ) (An) 6 1, µ(0)(An) 6 1 и любого набора областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈
B0, (k = 1, n), удовлетворяющего условию частичного налегания относительно
лучевой системы An, справедливо неравенство

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (Λ0, 0)

n∏
k=1

r (Λk, λk) , (1)

где Λk, λk, k = 0, n, λ0 = 0, – круговые области и полюсы квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2)

Доказательство. Рассмотрим открытое множество D̃ =
n∪
k=0

Bk. Очевидно, что

r (Bk, ak) 6 r
(
D̃, ak

)
= r

(
D̃(ak), ak

)
. Отсюда

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
D̃, 0

) n∏
k=1

r
(
D̃, ak

)
.

Рассмотрим введенную ранее систему функций ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk ,

k = 1, n. Семейство функций {πk(w)}nk=1 называется допустимим для разделяю-
щего преобразования областей Bk, k = 0, n, относительно углов {Pk}nk=1.

Пусть Ω
(1)
k , k = 1, n, обозначает область плоскости ζ, полученную в результа-

те объединения связной компоненты множества πk(Bk
∩
P k), содержащей точку

πk(ak), со своим симметричным отражением относительно мнимой оси. В свою
очередь, через Ω

(2)
k , k = 1, n, обозначаем область плоскости Cζ , полученную в

результате объединения связной компоненты множества πk(Bk+1
∩
P k), содержа-

щей точку πk(ak+1), со своим симметричным отражением относительно мнимой
оси, Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1). Кроме того, Ω(0)

k будет обозначать область
плоскости Cζ , полученную в результате объединения связной компоненты множе-
ства πk(B0

∩
P k), содержащей точку ζ = 0, со своим симметричным отражением

относительно мнимой оси. Обозначим

πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n, πn(an+1) := ω(2)

n .

Из определения функций πk вытекает, что

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk

−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk

−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,
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|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Тогда, используя соответствующие результаты работ [1, 2], имеем неравенства

r
(
D̃, ak

)
6

r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
Ω
(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
1
αk

|ak|
1
αk

−1 · 1
αk−1

|ak|
1

αk−1
−1


1
2

, k = 1, n, (3)

r
(
D̃, 0

)
6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)] 1
2

. (4)

Условия реализации знака равенства в неравенствах (3), (4) полностью описаны в
теореме 1.9 [1]. На основании этих соотношений получаем неравенство

In(γ) 6
n∏
k=1

[
r
(
Ω
(0)
k , 0

)]α2k
2
γ
·
n∏
k=1

r
(
Ω
(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
1

αk−1·αk |ak|
1

αk−1
−1 · |ak|

1
αk

−1


1
2

=

=

n∏
k=1

αk ·
n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

[
n∏
k=1

rγα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)
r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

.

Отсюда, согласно работам [2, 4, 5], имеем

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·
n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

[
n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

×

×


n∏
k=1

rγα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)
· r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k


1
2

,

где |ω(1)
k | = |ak|

1
αk , |ω(2)

k | = |ak+1|
1
αk , |ω(1)

k − ω
(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk ,k = 1, n. Далее

используя методику, развитую в [5, с. 243–247], получаем оценку

In(γ) 6 2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k

(
n∏
k=1

αk

)
· µ(γ)(An) · 2

−n+ γ
2

n∑
k=1

α2
k×

×

[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k ,−i

)
r
(
G

(2)
k , i

)] 1
2

6

6
(

n∏
k=1

αk

)
µ(γ)(An)

[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k ,−i

)
r
(
G

(2)
k , i

)] 1
2

,
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где G(0)
k , G

(1)
k ,G

(2)
k – круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w
2 − α2

kγ

w2(w2 + 1)2
dw2

(0 ∈ G
(0)
k , −i ∈ G

(1)
k , i ∈ G

(2)
k ). Учитывая условия теоремы 1, имеем

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k ,−i

)
r
(
G

(2)
k , i

)] 1
2

. (5)

При γ ∈ (0, 1] из неравенства (5) согласно [2, 4, 5] можно получить оценку

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
, (6)

S(σ) = 2σ
2+6 · σσ2 · (2 − σ)−

1
2
(2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2
(2+σ)2 , σ ∈ [0, 2]. Для произвольного

γ > 1 неравенство (6) не справедливо. Для того, чтобы провести дальнейшие рас-
суждения, нам необходимо исследовать случай α0

√
γ > 2, α0 = max

k
αk. Для этого,

используем метод работы [5, с. 255–258]. Следуя ему

In(γ) =

n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

Из теоремы М. А. Лаврентьева [11] имеет место неравенство r(B0, 0)r(Bk, ak) 6
|ak|2. За теоремою 5.1.1 [5] справедлива оценка

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏
k=1

αk · µ(0)(An).

Из условия µ(0)(An) 6 1 следует, что
n∏
k=1

|ak| 6 1. Тогда имеем

In(γ) 6
[
2n ·

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

.

Поскольку
n∑
k=1

αk = 2, то используя неравенство Коши между средним геометри-

ческим и средним арифметическим приходим к соотношению

In(γ) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n
.
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Из результатов работ [1, 2, 5] и свойств разделяющего преобразования

I0n(γ) = rγ (Λ0, 0)
n∏
k=1

r (Λk, λk) =

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

.

Рассмотрим величину

On(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak)

rγ(Λ0, 0)
n∏
k=1

r(Λk, λk)

.

Справедливо следующее неравенство

On(γ) 6
[
2 · 2n−1 · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n)
(
4
n

)γ+1− γ
n

(
4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
,

где α0 > 2√
γ >

2
n . Таким образом,

On(γ) 6
[n
4

]γ+1
·
[
1− 1

√
γ

]n−1−γ n−1
n

·
(
n

γ

) γ
n

·
(
1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×

(
1 +

√
γ
n

1−
√
γ
n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

При получении оценки числового значения On(γ) решающую роль сыграл резуль-
тат А. К. Бахтина [5, с.204]. Рассмотрим значение On(γ) при γ = n

1
2 и n > 541. В

этом случае

On(
√
n) 6

6∏
k=1

yk(n),

где y1(n) =
[
n
4

]√n+1− 1√
n ·
[
1− 1

4
√
n

]n−1−n−1√
n
, y2(n) =

(
n

3
2

4

) 1√
n

, y3(n) =
(
1− 1

n
3
2

)n+ 1√
n
,

y4(n) =

(
1+ 1

n
3
4

1− 1

n
3
4

)2n
1
4

, y5(n) =
(

4

n
1
4

)1− 1√
n
, y6(n) =

(
n
n−1

)n−1−n−1√
n
. Далее, исполь-

зуя рассуждения, приведенные в [10], получим, что при n > 541 справедливо нера-
венство On(

√
n) 6 1, а значит

In(γ) = rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(Λ0, 0)

n∏
k=1

r(Λk, λk) = I0n(γ)
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для произвольной конфигурации областей B0, B1, B2, ..., Bn. Случай γ = n0,42

при n = 8, 540 рассматривается аналогично (см. работу [8]).
Пусть теперь γ ∈ (1; γn], где γn = n0,42 при n = 8, 540 и γn = n0,5 при n > 541.

Учитывая, что функция[
2n · 2

√
γ

(
2− 2

√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

при фиксированном n монотонно возрастает по γ на промежутке (1; γn], получим,
что In(γ) 6 In (γn) . Функция I0n(γ) монотонно убывает по γ при фиксированном
n на том же промежутке, а значит I0n(γ) > I0n(γn), γ ∈ (1, γn]. Отсюда

On(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
<
In(γn)

I0n(γn)
= On(γn) < 1.

Значит, при γ ∈ (0, γn ], α0
√
γ > 2, n > 8, справедливо неравенство In(γ) < I0n(γ).

Остается рассмотреть случай α0
√
γ < 2. При этом условии справедливость теоре-

мы 1 следует из работы [9] (см. также [6]). Утверждение о знаке равенства прове-
ряется непосредственно. �

Из теоремы 1 получаем следующие результаты.

Следствие 1. Пусть n ∈ N, R ∈ R+, n > 8, γ ∈ (0, γn], γn = n0,42 при
n = 8, 540, и γn =

√
n при n > 541. Тогда для любой n-лучевой системы точек

An = {ak}nk=1 такой, что µ(γ) (An) 6 Rn+γ , µ(0)(An) 6 Rn, и любого набора попар-
но неналегающих областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 (k = 1, n), справедливо
неравенство (1), где Λk, λk, k = 0, n, λ0 = 0, – круговые области и полюсы квад-
ратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Следствие 2. Пусть n ∈ N, n > 8, γ ∈ (0, γn], γn = n0,42 при n = 8, 540, и
γn =

√
n при n > 541. Тогда для любой системы точек ak такой, что a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, n, a1 = 1, и любого набора попарно неналегающих областей Bk таких, что
ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0, (k = 1, n), справедливо неравенство (1), где Λk, λk,
k = 0, n, λ0 = 0, – круговые области и полюсы квадратичного дифференциала (2).

При условии, что максимальный угол с вершинами ( ̂ak; a0; ak+1), k = 1, n, не
превосходит 2π/

√
γ получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть n ∈ N, n > 10, γ ∈ (0, γn], γn = 0, 1n2. Тогда для любой
n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1, µ (An) = 1 такой, что 0 < αk 6 2/

√
γ,

k = 1, n и любого набора областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, удо-
влетворяющего условию частичного налегания относительно лучевой системы
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An, справедливо неравенство

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (7)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk, k = 0, n, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного диф-
ференциала (2).

Доказательство. Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве тео-
ремы 1, приходим к неравенству (6), из которого получаем следующую оценку

In(γ) 6 γ−
n
2

[
n∏
k=1

P (αk
√
γ)

]1/2
,

где P (x) = 2x
2+6 · xx2+2 · (2 − x)−

1
2
(2−x)2 · (2 + x)−

1
2
(2+x)2 , x ∈ [0, 2]. Рассмотрим

экстремальную задачу

n∏
k=1

P (xk) −→ max;

n∑
k=1

xk = 2
√
γ, xk = αk

√
γ, 0 < xk 6 2.

Пусть F (x) = ln (P (x)) и X(0) =
{
x
(0)
k

}n
k=1

– произвольная экстремальная точка

выше указанной задачи. Согласно [6] имеет место утверждение: если 0 < x
(0)
k <

x
(0)
j < 2, k ̸= j, тогда

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ), (8)

и если некоторое x(0)j = 2, тогда для произвольного x(0)k < 2,

F ′(x
(0)
k ) 6 F ′(x

(0)
j ) = F ′(2) = 1, (9)

где k, j = 1, n, k ̸= j, F ′(x) = 2x ln 2x+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+ 2
x . Покажем,

что на основании соотношений (8) и (9) при условиях теоремы 2 выполняется
равенство x

(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Пусть для простоты x

(0)
1 6 x

(0)
2 6 . . . 6 x

(0)
n .

Функция F ′′(x) = ln(4x2/(4− x2))− 2x−2 строго возрастает на (0, 2) и существует
x0, x0 ≈ 1, 324661 такое, что signF ′′(x) ≡ sign(x− x0).

Далее, опираясь на методику, разработаную в [6], имеем, что для функции
F ′(x) всегда выполняется соотношение (x1 − 0, 63)n + (x2 − x1) > 0 для n > 10.
Отсюда nx1 + (x2 − x1) > 0, 63n. И окончательно имеем

(n− 1)x1 + x2 > 2
√
γn, γn = 0, 1n2, n > 10.
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Таким образом, согласно работе [6], получаем, что в случае n > 10 набор то-
чек

{
x
(0)
k

}n
k=1

не может быть экстремальным при условии x
(0)
n ∈ (x0; 2]. Следо-

вательно, для экстремального набора
{
x
(0)
k

}n
k=1

возможен только случай, когда

x
(0)
k ∈ (0, x0], k = 1, n, и x

(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Для всех γ < γn, n > 10,

все предыдущие рассуждения сохраняются. Окончательно, с учетом всего выше
сказаного, имеем соотношение

In(γ) 6 γ−
n
2

[
P

(
2

n

√
γ

)]n/2
.

Используя конкретное выражение для P (x) и несложные преобразования, полу-
чаем неравенство (7). Реализация знака равенства проверяется непосредственно.�

Из теоремы 2 имеем следующие утверждения.

Следствие 3. Пусть n ∈ N, n > 10, γ ∈ (0, γn], γn = 0, 1n2. Тогда для любой
n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1, µ (An) = Rn+γ такой, что 0 < αk 6 2/

√
γ,

k = 1, n и любого набора областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
удовлетворяющего условию частичного налегания относительно лучевой системы
An, справедливо неравенство

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 µ (An)

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

.

Знак равенства в котором достигается, когда ak и Bk, k = 0, n, являются, соответ-
ственно, полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Следствие 4. Пусть n ∈ N, n > 10, γ ∈ (0, γn], γn = 0, 1n2. Тогда для любой
n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1, |ak| = 1 такой, что 0 < αk 6 2/

√
γ, k = 1, n

и любого набора взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, справедливо неравенство (7). Знак равенства достигается в том
же случае что и в теореме 2.
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I. V. Denega, Y. V. Zabolotnii
Generalization of the some results on non-overlapping domains.

In this paper one quite general problem of geometric function theory on extremal decomposition of
complex plane is consider.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, radial system of points, separating
transformation, quadratic differential, Green function.
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Узагальнення деяких результатiв про областi, що не перетинаються.

В данiй роботi вивчається одна iз класичних проблем геометричної теорiї функцiй про екстре-
мальне розбиття комплексної площини.
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