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Решена квазистатическая контактная задача о взаимодействии цилиндрических эле-
ментов с малой огранкой их контуров. Рассмотрены соединения, где реализуются 
однообластевый и смешанный (одно-двухобластевый) контакты. Установлены ос-
новные закономерности изменения максимальных контактных давлений вследствие 
поворота диска с овальностью в отверстии с различной огранкой. 
Ключевые слова: цилиндрическое соединение, огранка контуров тел, однообласте-
вый и смешанный контакты, контактные давления. 

Как известно, детали типичных цилиндрических соединений (подшипников 
скольжения, направляющих, шарниров и т.д.) при изготовлении неминуемо при-
обретают определенного вида некруглость контуров (овальность, трехгранность, 
четырехгранность и т.д.). Вопросу исследования влияния некруглости на уровень 
и распределение контактных давлений в различного типа соединениях с симмет-
ричным взаиморасположением контактирующих тел, приводящим к одно- либо 
двухобластевому соприкосновению, посвящен ряд публикаций [1–4, 8]. Получе-
но решение квазистатической задачи [5–7], где вал с малой овальностью (эллип-
тичностью) поворачивается в овальном отверстии (втулке), что приводит к цик-
лическому изменению максимальных контактных давлений. Здесь рассмотрим 
решение квазистатической задачи для соединений, втулка которых имеет огранку 
сложного вида. 

Формулировка контактной задачи. В отверстии упругой втулки 1 нахо-
дится упругий диск (вал) 2 с малой технологической огранкой (рис. 1а, b). Сило-
вое взаимодействие тел в сопряжении осуществляется под влиянием сосредото-
ченной силы N, приложенной к диску 2. В сопряжении есть радиальный зазор 

1 2 0R Rε = − 〉 . Отклонение контуров 1L  и 2L  от кругового (огранка) характери-
зуется параметрами 1 1 1R R′δ = − , 2 2 2R R′δ = −  (рис. 1а). Овальность (огранку) 
принимаем регулярной. 

Для схем сопряжений, представленных на рис. 1, обеспечивается во всем 
диапазоне изменения угла поворота 20 360≤ α ≤  диска однообластевый симме-
тричный либо косой контакт. Сопряжения овальных тел с симметричным двух-
областевым контактом иллюстрирует рис. 1с. При повороте диска с овальностью 
реализуется одно-двухобластевый контакт (соответственно симметричный либо 
косой). 

Необходимо установить области контакта, определяемые углами 02 δα =  

0 22 ( )δ= α α  (рис. 1а) (однообластевый симметричный и косой) и 2γ  (рис. 1с) 
(двухобластевый симметричный); угол 2λ  (рис. 1с) начального соприкосновения  
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тел (двухобластевый симметричный); максимальные контактные давления p(0, δ) 
при изменении 20 360≤ α ≤  (однообластевый контакт) и ( , )p λ δ  (двухобластевый). 

Схемы сопряжений с трех- и четырехгранностью отверстия представлены на 
рис. 2. 

 
Рис. 1. Сопряжение с симметричным (а) и  антисимметричным (b, c) расположением тел  

с овальностью: а, b – однообластевый контакт; с – двухобластевый.  
1 – втулка; 2 – диск. 

Fig. 1. Conjugation with symmetric (а) and antisymmetric (b, c) location of solids with ovality: 
а, b – one-area contact; с – bi-area contact. 1 – bushing; 2 – elastic disk. 

 

 
Рис. 2. Сопряжение с антисимметричным 

расположением диска с овальностью в отверстии с 
трехгранностью (a, b) и четырехгранностью (c, d): а,  
с – однообластевый контакт; b, d – двухобластевый.  

1 – втулка; 2 – диск. 

Fig. 2. Conjugation with an antisymmetric location of a disk 
with ovality with triangularity (a, b) and tetrahedrality 
 (c, d): а, с – one-area contact; b, d – bi-area contact. 

1 – bushing; 2 – elastic disk.  

Определение контактных давлений и полуугла контакта. Уравнение для 
нахождения контактного давления в случае смешанного (одно-двухобластевого 
контакта) имеет вид [4] 
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– для двухобластевого: 

α = λ + α , θ = λ + θ , 0 ≤ α ≤ θ , 0 ≤ θ ≤ γ , 1 2γ ≤ α ≤ γ , 
(1) (1)

1, 2 0 00,5( )δ δγ = λ ± β − α ; 
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где 2R R= ; ,G µ – модуль сдвига и коэффициент Пуассона материалов. 

Согласно [4] характеристики огранки контуров ( ) ( )
1 2( ), ( )D Dω ωα α  в рассма-

триваемых сопряжениях будут: 
– отверстие с овальностью – диск с овальностью (2)

1 1 3cos 2D = − α , 
(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 1а); 

– отверстие с трехгранностью – диск с овальностью (3)
1 1 8cos3D = − α , 

(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 2a); 

– отверстие с четырехгранностью – диск с овальностью (4)
1 1 15cos 4D = − α , 

(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 2c); 

– отверстие с овальностью – диск с овальностью (2)
1 1 3cos 2D = + α , 

(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 1c); 

– отверстие с трехгранностью – диск с овальностью (3)
1 1 8cos3D = + α , 

(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 2b); 

– отверстие с четырехгранностью – диск с овальностью (4)
1 1 15cos 4D = + α , 

(2)
2 1 3cos 2D = + α  (рис. 2d). 
Для приближенного решения уравнения (1) контактной задачи использовали 

метод коллокации [2]. Наиболее простым является применение одной точки кол-
локации 00,5 δα = α  (однообластевый контакт) и 0,5α = γ  (двухобластевый). В 
этом случае функция контактного давления для обох видов контакта принята в 
виде  
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( )( ) ( )( )1 1 2 2 2 11 1 1 1Z E E= + κ + µ + + κ + µ ; 

2 /(1 )E G= + µ  – модуль Юнга материала. 

Максимальное контактное давление (0, )p δ  при однообластевом контакте 
будет возникать при 0α = , а такое же давление ( , )p λ δ  при двухобластевом сим-
метричном контакте – в двух точках 1P  и 2P  (рис. 1с), размещенных под углом 
2λ . Соответственно: 

 0(0, ) tg
2

p E δ
δ δ

α
δ ≈ ε ,     ( , ) tg

2
p Eδ δ

γ
λ δ ≈ ε . (3) 

Неизвестный полуугол контакта 0δα  либо γ  вычисляем с учетом функций 
(0, )p δ  либо ( , )p λ δ  из условия равновесия сил, приложенных к диску: 

  2 0
24 sin

4
N R E δ

δ δ
α

= π ε ,    2
1 2 24 sin

4
N N R Eδ δ

γ
= = π ε ,  (4) 

где 1 2 / 2cosN N N= = λ . 

Числовое решение задачи. Приняты следующие исходные данные: N = 105 N; 
R =  25 mm; ε = 0,41 mm; 1δ = (0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4) mm, 2δ = (0; 0,1; 0,2; 0,3;  
0,4) mm; 1 2δ + δ ≤ ε ; 1 2E E= = 2,1·105 МPа; 1 2 0,3µ = µ = ; 1 2R R= + ε ; 2R R= . 

 

Рис. 3. Зависимость максимальных 
контактных давлений от угла поворота 
диска с овальностью в овальном (а), 
трехгранном (b) и четырехгранном (c) 
отверстиях  (однообластевой контакт). 

Fig. 3. Dependence of maximal contact 
pressures on the disk rotation angle with 
ovality in the oval (а), triangular (b) and 

tetrahedral (c) apertures (one-area contact). 

 
Результаты решения задачи представлены на рис. 3 и 4, где: 0 – δ1 = δ2 = 0; 1; 

1′ – δ1 = 0,1 mm; 2 0δ = ; 2; 2′ – δ1 = δ2 = 0,1 mm; 3; 3′ – δ1 = 0,2 mm, 2 0δ = ; 4;  
4′ – δ1 = 0,2 mm, 2 0,1δ =  mm; 5; 5′ – δ1 = δ2 = 0,2 mm;   6; 6′ – δ1 = 0,4 mm, 2 0δ = . 

Соответственно рис. 3 иллюстрирует изменение давлений (0, )p δ  в сопряже-
ниях, где выступает однообластевый контакт (см. рис. 1a,b; 2а, c). 
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 Анализ рисунков свидетельствует, что максимальные давления в сопряже-
ниях с круговым диском и огранным отверстием тел зависят от радиального зазо-
ра (прямые 0; 1; 3; 6) и вида огранки и постоянные при повороте диска. При ог-
ранке диска они циклически изменяются от max до min с различной величиной 
размаха. При этом с увеличением сложности огранки растет их уровень. Чем 
сложнее огранка отверстия, тем выше уровень давлений при тех же величинах 
некруглости тел (рис. 3b, c). 

На рис. 4 приведены графики изменения давлений (0, ), ( , )p pδ λ δ  в сопряже-
ниях диска с овальностью с овальным (см. рис. 1с), трехгранным (см. рис. 2b) и 
четырехгранным отверстиями (см. рис. 2d), где выступает смешанный контакт 
(одно-двухобластевый). Границу перехода однообластевого контакта в двухоб-
ластевый определяли при угле 2*α , для которого 0δΣ = . 

 

 

Рис. 4. Зависимость максимальных 
контактных давлений от угла поворота 
диска с овальностью в овальном (а),  

в трехгранном (b) и в четырехгранном (с) 
отверстиях (смешанный  контакт). 

Fig. 4. Dependence of maximal contact 
pressures on the disk rotation angle  

with ovality in oval (а), triangular (b) and 
tetrahedral (c) apertures (mixed contact). 

В этом случае контактного взаимодействия тел при повороте диска изменя-
ются не только максимальные контактные давления, а и вид контакта. При опре-
деленных величинах некруглости 1δ и 2δ  (кривые 1′–3′ на рис. 4а; 1′; 3′ – рис. 4b, c) 
реализуется либо однообластевый контакт, либо одно-двухобластевый (кривые 
4′–6′ – на рис. 4а; 2′; 4′; 6′ – на рис. 4b; 6′ – на рис. 4с), либо двухобластевый 
(кривые 5′ – на рис. 4b; 2′ ,4′; 5′ – на рис. 4с). 

 Минимальные давления  

min(0, ) 0,6 /p N Rδ = . 
Увеличение степени сложности огранки контуров тел неодинаково влияет 

как на уровень давлений, так и на вид контакта в зависимости от величин огранки. 
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ВЫВОДЫ 
Технологическая некруглость элементов цилиндрических соединений суще-

ственно влияет на возникающие контактные давления. В зависимости от взаимо-
расположения элементов с огранкой и сложности огранки будет возникать одно-
областевый, одно-двухобластевый (смешанный) либо двухобластевый контакты. 

Вращение диска (вала) в отверстии (втулке) приводит к циклическому изме-
нению контактных давлений, вариация которых зависит от сложности огранки 
элементов. Наблюдается принципиально различный характер зависимости давле-
ний от угла поворота диска для случаев однообластевого, одно-двухобластевого 
и двухобластевого контакта. 

 РЕЗЮМЕ. Подано розв’язок квазістатичної контактної задачі про взаємодію цилінд-
ричних елементів з малим ограненням їх контурів. Розглянуто з’єднання, де реалізуються 
однообластевий і змішаний (одно-двообластевий) контакти. Встановлено основні законо-
мірності зміни максимальних контактних тисків внаслідок повороту диска з овальністю в 
отворі з різним ограненням. 

SUMMARY. The solution of a quasi-static contact problem on the interaction of cylindrical 
elements with small cutting of their contours is presented. Joints, in which a single-area and a 
mixed (one-biarea) contact takes place, are examined. The basic regularities of the maximal 
contact pressures changes due to the rotation of a disc with ovality in an aperture with different 
types of face cutting are established. 
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