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Ïîëó÷åíû âûpàæåíèÿ äëÿ ñêîpîñòåé çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé â påëÿòèâèñòñêîé ñâåpõòåêó÷åé
äâóõêîíäåíñàòíîé ñèñòåìå ñ ó÷åòîì ýôôåêòà âçàèìíîãî óâëå÷åíèÿ ñâåpõòåêó÷èìè äâèæåíèÿìè (äpàã-
ýôôåêò). Ðàññìîòpåíî âëèÿíèå äpàã-ýôôåêòà íà àêóñòè÷åñêèå ìîäû â ýòîé ñèñòåìå è ïîêàçàíî, ÷òî
îí íå âëèÿåò íà õàpàêòåp êîëåáàíèé çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé, íî èçìåíÿåò ñêîpîñòü âîëí âòîpîãî,
òpåòüåãî è ÷åòâåpòûõ çâóêîâ.

Îòpèìàíî âèpàçè äëÿ øâèäêîñòåé çâóêîâèõ çáóäæåíü â påëÿòèâiñòñüêié íàäïëèííié äâîêîíäåí-
ñàòíié ñèñòåìi ç ópàõóâàííÿì åôåêòó âçàºìíîãî çàõîïëåííÿ íàäïëèííèìè póõàìè (äpàã-åôåêò).
Ðîçãëÿíóòî âïëèâ äpàã-åôåêòó íà àêóñòè÷íi ìîäè â öié ñèñòåìi. Ïîêàçàíî, ùî åôåêò íå âïëèâàº íà
õàpàêòåp êîëèâàíü çâóêîâèõ çáóäæåíü, àëå çìiíþº øâèäêiñòü õâèëü äpóãîãî, òpåòüîãî i ÷åòâåpòèõ
çâóêiâ.
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Ââåäåíèå

Håpåëÿòèâèñòñêàÿ òåîpèÿ ñâåpõòåêó÷åñòè ñó-
ùåñòâóåò è pàçâèâàåòñÿ áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò, íî
âîïpîñ î åå påëÿòèâèñòñêîì îáîáùåíèè ñòàë àêòó-
àëüíûì ñpàâíèòåëüíî íåäàâíî [1–9]. Õàpàêòåp-
íûå ñêîpîñòè â ñâåpõòåêó÷åì ãåëèè, âêëþ÷àÿ êpè-
òè÷åñêóþ ñêîpîñòü, ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñêîpîñòè
ñâåòà, ïîýòîìó «påëÿòèâèçàöèÿ» òåîpèè ñâåpõòå-
êó÷åñòè íå ÿâëÿëàñü àêòóàëüíîé äî òåõ ïîp, ïîêà
äîñòîâåpíî íå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÿäpî íåé-
òpîííîé çâåçäû ñîäåpæèò ñâåpõòåêó÷óþ ôàçó,
îáóñëîâëåííóþ êóïåpîâñêèì ñïàpèâàíèåì íóêëî-
íîâ [10]. Ïàpàìåòpû íåéòpîííûõ çâåçä (pàçìå-
pîì ïîðÿäêà 10 êì, ïëîòíîñòüþ âíóòpåííåãî æèä-
êîãî ÿäpà ïîðÿäêà 1014 − 1015 ã/ñì3) òàêîâû, ÷òî
îòíîøåíèå ãpàâèòàöèîííîãî pàäèóñà ê pàäèóñó
çâåçäû äîñòèãàåò ïîpÿäêà åäèíèöû, ò.å. íåéòpîí-
íûå çâåçäû èìåþò ñèëüíîå ãpàâèòàöèîííîå ïîëå è
ïpè èõ pàññìîòpåíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü påë-
ÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû. Âûñîêàÿ ïëîòíîñòü ÿäpà
íåéòpîííîé çâåçäû ïpèâîäèò è ê òîìó, ÷òî ôåpìè-
åâñêàÿ ñêîpîñòü íóêëîíîâ, à òàêæå ñêîpîñòü çâóêà
ñòàíîâÿòñÿ ïîpÿäêà ñêîpîñòè ñâåòà ñ. Âñå ýòî
îáóñëîâèëî íåîáõîäèìîñòü pàññìîòpåíèÿ påëÿòè-

âèñòñêèõ ópàâíåíèé òåîpèè ñâåpõòåêó÷åñòè ñ îä-
íèì êîíäåíñàòîì. Ýâîëþöèÿ äâîéíîé çâåçäû ìî-
æåò âñëåäñòâèå àêêpåöèè ïpèâåñòè ê ñîñóùåñòâî-
âàíèþ è âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ påëÿòèâèñòñêèõ
ñâåpõòåêó÷èõ ôàç ñ pàçíûìè ïàpàìåòpàìè ïîpÿä-
êà â ñëó÷àå, åñëè äâîéíàÿ çâåçäà ñîñòîèò èç íåé-
òpîííûõ çâåçä è äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ïpîöåññà
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ópàâíåíèÿ äâóõêîíäåí-
ñàòíîé påëÿòèâèñòñêîé òåîpèè ñâåpõòåêó÷åñòè.
Håpåëÿòèâèñòñêèå ñâåpõòåêó÷èå ñèñòåìû, â êî-
òîpûõ ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü äâà è áîëåå òèïîâ
êîíäåíñàòîâ, pàññìîòpåíû â [7,11–18]. Â [7,19,20]
ïîëó÷åíû ópàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîêîíäåí-
ñàòíîé påëÿòèâèñòñêîé ñâåpõòåêó÷åé ñèñòåìû. Èñ-
òîpè÷åñêè òàê ñëîæèëîñü, ÷òî â äâóõêîíäåíñàò-
íûõ òåîpèÿõ ñâåpõòåêó÷åñòè îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿëîñü ôóíäàìåíòàëüíûì ïpîáëåìàì, à ïpè-
êëàäíûå çàäà÷è îñòàâàëèñü â òåíè. Öåëüþ íàñòîÿ-
ùåé pàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ýôôåêòà
âçàèìíîãî óâëå÷åíèÿ ñâåpõòåêó÷èìè äâèæåíèÿìè
(äpàã-ýôôåêòà), âïåpâûå ïpåäñêàçàííîãî â [13] è
pàññìîòpåííîãî äëÿ íåpåëÿòèâèñòñêèõ è påëÿò-
èâèñòñêèõ ñâåpõòåêó÷èõ pàñòâîpîâ â [7,13,14], íà
õàpàêòåp è ñêîpîñòü çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé â
påëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ñèñòåìå, â êîòîpîé ñî-
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ñóùåñòâóþò íîpìàëüíàÿ è äâå ñâåpõòåêó÷èå êîì-
ïîíåíòû (êîíäåíñàòû). Â [21] ïîëó÷åíû è påøå-
íû ópàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå pàñïpîñòpàíåíèå
àêóñòè÷åñêèõ âîëí â òàêîé ñèñòåìå íà îñíîâàíèè
ïîäõîäà, pàçâèòîãî â [19] è íå ó÷èòûâàþùåãî
äpàã-ýôôåêòà. Â pàáîòå [20] ïpåäñòàâëåí ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêèé âûâîä ópàâíåíèé påëÿòèâèñòñêîé
òåîpèè ñâåpõòåêó÷åñòè ñ äâóìÿ òèïàìè êîíäåíñà-
òîâ â áåçäèññèïàòèâíîì ïpèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì
ýôôåêòà âçàèìíîãî óâëå÷åíèÿ ñâåpõòåêó÷èìè
äâèæåíèÿìè. Â íàñòîÿùåé pàáîòå íà îñíîâàíèè
ýòèõ ópàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ïpè ýòîì ïîäõîä è
îáîçíà÷åíèÿ â [21], íàéäåì è ïpîàíàëèçèpóåì âû-
pàæåíèÿ äëÿ ñêîpîñòåé çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé â
òàêîé ñèñòåìå è ñpàâíèì èõ ñ påçóëüòàòàìè â [21].

Îñíîâíûå ópàâíåíèÿ

Çàïèøåì ópàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå påëÿòè-
âèñòñêóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ëî-
êàëüíî pàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè íèæå êpèòè÷åñêîé
òî÷êè, êîãäà â íåé ñîñóùåñòâóþò äâå ñâåpõòåêó-
÷èå êîìïîíåíòû (äâà êîíäåíñàòà), êàæäàÿ ñî
ñâîèì «ãàçîì âîçáóæäåíèé». «Ãàç âîçáóæäåíèé»
èìååò ïëîòíîñòè ρn1 è ρn2 è ñîîòâåòñòâåííî äâà
ñîõpàíÿþùèõñÿ òîêà. Ñêîpîñòè «ãàçà âîçáóæäå-
íèé» pàâíû, èõ âûpàâíèâàåò âÿçêîñòü. Ââåäåì
òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: P(x) — äàâëåíèå; T(x) — òåì-
ïåpàòópà; vn(x) — íîpìàëüíàÿ ñêîpîñòü; µ1(x),
µ2(x) — õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû; E(x) — ïëîò-
íîñòü ýíåpãèè; g(x) — ïëîòíîñòü èìïóëüñà; ρ1 ,
ρ2 — ïëîòíîñòè ìàññ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû.
Êîíäåíñàòû îïèñûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ñêàëÿp-
íûìè ïàpàìåòpàìè ïîpÿäêà — ýôôåêòèâíûìè
âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè

ψ1(xµ) = η1(xµ) exp [iα1(xµ)] ,

ψ2(xµ) = η2(xµ) exp [iα2(xµ)].
(1)

Äâå ñâåpõòåêó÷èå ñêîpîñòè vs1 è vs2 ñâÿçàíû ñ
ôàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé
òàêèì îápàçîì, ÷òî â îòñóòñòâèå âèõpåé èìååì

v
s1 = ∇∇ α1(x) ,   v

s2 = ∇∇ α2(x). (2)

Âûáèpàåì c = 1, h− = 1 è ëîpåíö-ìåòpèêó

gµν = 
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Çàïèøåì íåîáõîäèìûå íàì â äàëüíåéøåì ópàâíå-
íèÿ [20]. Äâà ópàâíåíèÿ íåïpåpûâíîñòè èìåþò
âèä

∇µ j1
µ = 0,   ∇µ j2

µ = 0. (3)

Çäåñü ââåäåíû ÷åòûpåõìåpíûå îáîçíà÷åíèÿ
jµ = (ρ, j):

j1
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µ  = 
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 wµ,

ãäå ÷åòûpåõìåpíûå âåêòîpû îïpåäåëåíû ñëåäóþ-
ùèì îápàçîì:

v1ν = (µ1 + vs1⋅ v
n

 , −v
s1),

v2ν = (µ2 + vs2⋅ v
n

 , −v
s2), 

wν = (T + v
n
⋅ w , −w).

(4)

Â ñèëó èíâàpèàíòíîñòè äàâëåíèå P ìîæíî ïpåä-
ñòàâèòü êàê

P = Ψ(I1 , I2 , I3 , I4 , I5 , I6 ), (5)

ãäå

I1 = 1⁄2 gµνv1µv1ν ,  I2 = 1⁄2 gµνv2µv2ν ,

I3 = gµνv1µv2ν ,     I4 = gµνv1µwν , 

I5 = gµνv2µwν ,    I6 = 1⁄2gµνωµwν .

Òîãäà

∂Ψ
∂I1

 = ρ11 ,      
∂Ψ
∂I2

 = ρ22

è

ρ12 = ρ21 = ∂Ψ
∂I3

— òpè íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, êîòîpûå ïîÿâëÿ-
þòñÿ â òpåõñêîpîñòíîé påëÿòèâèñòñêîé ãèäpîäè-
íàìèêå âìåñòî ïëîòíîñòåé ñâåpõòåêó÷èõ ÷àñòåé,
ïpè÷åì âåëè÷èíû ρ12 = ρ21 îïèñûâàþò äpàã-ýô-
ôåêò. Ïëîòíîñòü «ãàçà âîçáóæäåíèé» ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ÷àñòåé ñèñòåìû ïpåäñòàâèì â âèäå

∂Ψ
∂I4

 = ρ1 − ρ11 − ρ21 = ρ
n1 ,

∂Ψ
∂I5

 = ρ2 − ρ22 − ρ12 = ρ
n2 .

Âåëè÷èíà

∂Ψ
∂I6

 = s
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îïpåäåëÿåò ïëîòíîñòü ýíòpîïèè. Âåêòîp w ââåäåí
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûpàæåíèåì

g = ρ11vs1 + ρ22vs2 + sw + ρ21vs1 + ρ12vs2 . (6)

Ópàâíåíèå ñîõpàíåíèÿ ýíòpîïèè èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

∇µ(Sµ) = 0 , (7)

ãäå Sµ = (s, svn) åñòü ïëîòíîñòü 4-ïîòîêà ýíòpîïèè,
êîòîpàÿ îïpåäåëÿåòñÿ êàê

Sµ = 
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∂I4




 v1

µ + 
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∂I5




 v2

µ + 




∂Ψ
∂I6




 wµ .

Çàêîí ñîõpàíåíèÿ ýíåpãèè–èìïóëüñà îïpåäå-
ëÿåòñÿ ópàâíåíèåì

∇µTν
µ = 0, (8)

ãäå

Tµν = 
∂Ψ
∂I1

v1
µv1

ν + 
∂Ψ
∂I2

v2
µv2

ν + 
∂Ψ
∂I3

(v1
µv2

ν + v1
νv2

µ) +

+ 
∂Ψ
∂I4

(v1
µwν + v1

νwµ) + 
∂Ψ
∂I5

(v2
µwν + v2

νwµ) +

+ 
∂Ψ
∂I6

wµwν − gµνP. (9)

Ópàâíåíèÿ äëÿ ñêîpîñòåé ñâåpõòåêó÷èõ êîìïîíåíò

∇µv1ν − ∇νv1µ = 0, ∇µv2ν − ∇νv2µ = 0 (10)

âìåñòå ñ ópàâíåíèåì

sµ(∇µwν − ∇νwµ) = 0 (11)

ñîäåpæàò óñëîâèÿ rot vs1 = 0, rot vs2 = 0. Âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå òåpìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

dP = j1
µdv1µ + j2

µdv2µ + sµdwµ , (12)

dE = v1µdj1
 µ + v2µdj2

 µ + wµdsµ . (13)

Çâóêè

Èùåì påøåíèå ñèñòåìû ópàâíåíèé (1)–(13)
äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ïpîöåññîâ â ëèíåéíîì ïpèáëè-
æåíèè. Âåpõíèìè èíäåêñàìè «0» è «1» áóäåì
îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî pàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ
âåëè÷èí è ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò pàâíîâåñíûõ çíà-
÷åíèé. Ïpèìåì, ÷òî pàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ âåëè-

÷èí íå çàâèñÿò îò êîîpäèíàò è âpåìåíè. Êpîìå
òîãî, áóäåì ïpåäïîëàãàòü, ÷òî:

â pàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñâåpõòåêó÷èå è íîp-
ìàëüíàÿ êîìïîíåíòû èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîpîñòü:

w0ν = v1
0ν = v2

0ν ;

â ëèíåéíîì ïpèáëèæåíèè w1ν, v1
1ν, v2

1ν îpòîãî-
íàëüíû w0ν:

wν
0w1ν = wν

0v1
0ν = wν

0v2
0ν = 0 .

Ïîñëå ëèíåàpèçàöèè ópàâíåíèé è èñêëþ÷åíèÿ
ïpîèçâîäíûõ îò w1ν, v1

1ν, v2
1ν ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç

òpåõ ópàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ pàñïpîñòpàíåíèå
çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé:

∂
v
2ε1 + ΘP1 = 0;

∂
v
2s1 + βΘP1 + α1Θµ1

1 + α2Θµ2
1 = 0;

∂
v
2(ρ1

1 + ρ2
1) + ν∂

v
2s1 + 

ρ1
0

µ1
0 Θ µ1

1 + 
ρ2
0

µ2
0 Θ µ2

1 = 0.

(14)

Çäåñü ε — èíâàpèàíòíàÿ ïëîòíîñòü ýíåpãèè, îïpå-
äåëÿåìàÿ pàâåíñòâîì ε ≡ vν

0vµ
0Tνµ ;

∂
v
2 ≡ vν

0∂ν, Θ ≡ (gνµ − vν
0vµ

0) ∂ν∂µ ;

β ≡ 
s0σ1(ρ11
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0 ) + s0σ2(ρ22
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0ρ
n2
0 )

 ;

σ1 ≡ 1 − 
ρ
n1
0

ρ1
0
 ; σ2 ≡ 1 − 

ρ
n2
0

ρ2
0
 ; ν ≡ − 

ρ
n1
0  + ρ

n2
0

s0
; 

α1 ≡ − 
s0(ρ11

0  + ρ12
0 )

µ1
0(ρ1

0 + ρ2
0)

 






1 + 

µ1
0(ρ11

0  + ρ12
0  + ρ21

0  + ρ22
0 )

T0s0 + µ1
0ρ

n1
0  + µ2

0ρ
n2
0







;

α2 ≡ − 
s0(ρ21

0  + ρ22
0 )

µ2
0(ρ1

0 + ρ2
0)

 






1 + 

µ2
0(ρ11

0  + ρ12
0  + ρ21

0  + ρ22
0 )

T0s0 + µ1
0ρ

n1
0  + µ2

0ρ
n2
0







 .

Ðàññìîòpèì påøåíèå ñèñòåìû (14) â âèäå ïëîñ-
êèõ âîëí (âñå òåpìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû
èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó exp (ikνxν), ãäå kν — ÷å-
òûpåõìåpíûé âîëíîâîé âåêòîp). Â êà÷åñòâå íåçà-
âèñèìûõ ïåpåìåííûõ âûáèpàåì P, µ1 , µ2 . Èç
óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè ñèñòåìû (14) ïîëó÷àåì
äèñïåpñèîííîå ópàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âîëíîâîãî
âåêòîpà k, îïpåäåëÿþùåå êâàäpàò ñêîpîñòè çâóêà,
êîòîpîå ïîñëå ãpîìîçäêèõ ïpåîápàçîâàíèé ìîæíî
ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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k6 − k4 













∂T
∂s

s2(ρ11 + 2ρ12 + ρ22)(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2

 + 




∂P
∂ε




 + 

(ρ11ρ22 − ρ12ρ21)

µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1




σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρ

n2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1

 + 
∂µ2

∂ρ2








 













 +

+ k2

















∂P
∂ε




 

∂T
∂s

s2(ρ11 + 2ρ12 + ρ22)(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2

 + 




∂P
∂ε




 

(ρ11ρ22 − ρ12ρ21)

µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1




σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρ

n2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1

 + 
∂µ2

∂ρ2








 +

+ 

 










∂T
∂s

s2(ρ11 + 2ρ12 + ρ22)(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2









 















(ρ11ρ22 − ρ12ρ21)

µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1




σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρ

n2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1

 + 
∂µ2

∂ρ2






















  













 +

+ 




∂P
∂ε




 











∂T
∂s

s2(ρ11 + 2ρ12 + ρ22)(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2









 














(ρ11ρ22 − ρ12ρ21)

µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1




σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρ

n2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1
 + 

∂µ2

∂ρ2





















 = 0 ,

(15)

åñëè, êàê è â [21], ñäåëàòü ïpåäïîëîæåíèå, ÷òî

1

ρi

 
∂ρi

∂T
 << 1,   

T

µi

 << 1,   



1 − 

∂P
∂ε

 
∂s
∂µ

i




 << 1,

T

µ1ρ1 + µ2ρ2

 

∂P
∂ε

 
∂P
∂T




1 + 

T
s

µ1 + µ2





 << 1 .

(16)

Ýòî ópàâíåíèå èìååò êîpíè

κ1
2 = 





∂P
∂ε





(17)

— êâàäpàò ñêîpîñòè ïåpâîãî çâóêà;

κ2
2 = 











∂T
∂s

s2(ρ11 + 2ρ12 + ρ22)(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2











(18)

— êâàäpàò ñêîpîñòè âòîpîãî çâóêà;

κ3
2 = 















(ρ11ρ22 − ρ12ρ21)

µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1




σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρn2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1

 + 
∂µ2

∂ρ2






















(19)

— êâàäpàò ñêîpîñòè òpåòüåãî çâóêà.
×òîáû âûÿñíèòü õàpàêòåp êîëåáàíèé â ïîëó-

÷åííûõ çâóêîâûõ ìîäàõ, pàññìîòpèì çàâèñèìîñòü
ìåæäó òåpìîäèíàìè÷åñêèìè ïåpåìåííûìè â çâó-
êîâîé âîëíå. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ëèíåàpèçî-
âàííûå ópàâíåíèÿ (3), (7)–(13) âûpàæåíèÿ äëÿ
ïåpåìåííûõ â âèäå ïëîñêèõ âîëí è ïîñëå èñêëþ-

÷åíèÿ ρ1
1, ρ2

1 , µ1
1 è µ2

1  ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñâÿçè

ìåæäó P1, T1, v1
1νkν , v2

1νkν è w1νkν :
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k
u
P1 = − κ2(wn

0w1νkν + w
s1
0 v1

1νkν + w
s2
0 v2

1νkν) ,

w1νkν = 
1

w
n
0 





aκ2 + 1

bκ2 − 1




 (w

s1
0 v1

1νkν + w
s2
0 v2

1νkν) ,

k
u
T1= − κ2 

(ρ
n1
0  + ρ

n2
0 )

(ρ1
0+ ρ2

0)
 ×

 × 







w
s1
0 v1

1νkν

ρ11
0  + ρ12

0  + 
w

s2
0 v2

1νkν

ρ21
0  + ρ22

0  − 
w

n
0w1νkν

ρ
n1
0  + ρn2

0








  ,

(20)

ãäå

k
u
 ≡ wν

0kν,   ω
n
 ≡ Ts + µ1ρ

n1 + µ2ρ
n2 ;

ω
s1 ≡ µ1(ρ11 + ρ12),   ω

s2 ≡ µ2(ρ21 + ρ22), 

a ≡ 
1
s 








ρ
n1
0

ρ
s1
0  + 

ρ
n2
0

ρ
s2
0







 




∂ε
∂T



 P

 − 




∂ε
∂P



 T

 ,

b ≡ 
1
s  





∂ε
∂T



 P

 − 




∂ε
∂P



 T

 .

Ïîäñòàâëÿÿ â (20) âûpàæåíèå (17) äëÿ ñêîpîñ-
òè ïåpâîãî çâóêà, îòápàñûâàÿ, ñîãëàñíî (16),
ìàëûå ÷ëåíû, íàõîäèì

P1 −~ − 




∂P
∂ε



 T

 







(ρ1
0 + ρ2

0)wn
0

k
u
(ρ

n1
0  + ρn2

0 )







 w1νkν , T

1 −~ 0,

ω
s1
0

ρ11
0  + ρ12

0 v1
1νkν + 

ω
s2
0

ρ21
0  + ρ22

0 v2
1νkν −~ 

ω
n
0

ρ
n1
0  + ρ

n2
0 w1νkν .

(21)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîëíû ïåpâîãî çâóêà
ïpåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè è
äàâëåíèÿ è àíàëîãè÷íû âîëíàì îáû÷íîãî çâóêà, â
êîòîpûõ êîëåáàíèÿ òåìïåpàòópû îòñóòñòâóþò, à
èç ïîñëåäíåãî ópàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â âîëíå
ïåpâîãî çâóêà ñâåpõòåêó÷àÿ «æèäêîñòü» êîëåá-
ëåòñÿ êàê öåëîå, à íîpìàëüíàÿ è ñâåpõòåêó÷èå
êîìïîíåíòû äâèæóòñÿ âìåñòå. Äàëåå, ïîäñòàâèâ â
(20) âûpàæåíèå (18) äëÿ ñêîpîñòè âòîpîãî çâóêà
è îòápîñèâ ìàëûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì

T1−~ 
s2

k
u

 




∂s
∂T




 







ω1s
0

ρ
s1
0 v1

1νkν+ 
ω2s

0

ρ
s2
0 v2

1νkν







 

1 + 

Ts

µ1ρ1+ µ2ρ2




,

P1 −~ 0, (22)

ω
s1
0

ρ11
0  + ρ12

0 v1
1νkν + 

ω
s2
0

ρ21
0  + ρ22

0 v2
1νkν −~ − 

ω
n
0

ρ
n1
0  + ρ

n2
0 w1νkν.

Ñëåäîâàòåëüíî, â âîëíàõ âòîpîãî çâóêà èñïûòûâà-
þò êîëåáàíèÿ òåìïåpàòópà è ýíòpîïèÿ, êîëåáàíèé
äàâëåíèÿ íåò, à íîpìàëüíàÿ è ñâåpõòåêó÷èå êîì-
ïîíåíòû â âîëíàõ âòîpîãî çâóêà äâèæóòñÿ íà-
âñòpå÷ó äpóã äpóãó. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ â (20)
âûpàæåíèå (19) äëÿ ñêîpîñòè òpåòüåãî çâóêà, íà-
õîäèì âûpàæåíèÿ

ρ1
1ρ2

1 







∂µ1

∂ρ2
 + 

∂µ2

∂ρ1







 −~ 







µ1

0ρ1
0
∂µ1

∂ρ1

 + µ2
0ρ2

0
∂µ2

∂ρ2







 







ω1s
0

ρs1
0 v1

1νkν + 
ω2s

0

ρ
s2
0 v2

1νkν







 ,

 k
u
µ1

1 −~ 







ρ1
0
∂µ1

∂ρ1







 







α1α2ω
n
0

(α1 + α2) β
 w1νkν














σ1

2(ρ1
0 − ρn1

0 ) + σ2
2(ρ2

0 − ρ
n2
0 ) + ρ1

0ρ2
0 








∂µ1

∂ρ1
 + 

∂µ2

∂ρ2















 , (23)

k
u
µ2

1 −~ 







ρ2
0
∂µ2

∂ρ2







 







α1α2ω
n
0

(α1 + α2) β
 w1νkν














σ1

2(ρ1
0 − ρn1

0 ) + σ2
2(ρ2

0 − ρ
n2
0 ) + ρ1

0ρ2
0 








∂µ1

∂ρ1
 + 

∂µ2

∂ρ2















 ,
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èç êîòîpûõ ñëåäóåò, ÷òî òpåòèé çâóê ïpåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòåé è õèìè÷åñêèõ ïîòåí-
öèàëîâ.

Ðàññìîòpèì pàñïpîñòpàíåíèå âîëí ÷åòâåpòîãî
çâóêà, êîòîpûå âîçíèêàþò â ñèñòåìå, êîãäà íîp-
ìàëüíàÿ êîìïîíåíòà çàòîpìîæåíà. Ïpè ëèíåàpè-
çàöèè ñèñòåìû (1)–(13) â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü, ÷òî âñëåäñòâèå çàòîpìîæåííîñòè íîp-
ìàëüíîé êîìïîíåíòû wν

1 = 0 è ëèøü äâå òåpìîäè-
íàìè÷åñêèå ïåpåìåííûå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Îïóñêàÿ ãpîìîçäêèå âûêëàäêè, çàïèøåì ñpàçó
âûpàæåíèÿ äëÿ êâàäpàòîâ ñêîpîñòåé ÷åòâåpòîãî
çâóêà:

κ4
1

2  = 
ρ11(1 + ρ1σ1ξ1)

µ1ρ1 




∂ρ1

∂P
 − ξ1

∂ρ1

∂T





 + 
2ρ12ρ21(1 + ρ2σ2ξ2)

µ2ρ2
2 





∂ρ1

∂P
 − ξ2

∂ρ2

∂T





 ,

κ4
2

2  = 
ρ22(1 + ρ2σ2ξ2)

µ2ρ2 




∂ρ2

∂P
 − ξ2

∂ρ2

∂T





 + 
2ρ12ρ21(1 + ρ1σ1ξ1)

µ1ρ1
2 





∂ρ2

∂P
 − ξ1

∂ρ1
2

∂T





 ,

(24)

ãäå

ξ1 ≡ 

σ1





∂ρ1

∂P




 + ρ1





∂σ1

∂P





σ1





∂ρ1

∂T




 + ρ1





∂σ1

∂T





 ,   ξ2 ≡ 

σ2





∂ρ2

∂P




 + ρ2





∂σ2

∂P





σ2





∂ρ2

∂T




 + ρ1





∂σ2

∂T





 ,

(25)

è âûpàæåíèå

k
u
T1−~ 

ξ1(ρ11 + ρ12)µ1

1 + α1σ1(ρ11 + ρ12)
v1ν
1 kν +

+ 
ξ2(ρ21 + ρ22)µ2

1 + α2σ2(ρ21 + ρ22)
v2ν
1 kν , (26)

èç êîòîpîãî ñëåäóåò, ÷òî âîëíû ÷åòâåpòîãî çâóêà
ïpåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëåáàíèÿ òåìïåpàòópû, ýí-
òpîïèè è ïëîòíîñòåé â ñèòóàöèè, êîãäà íîpìàëü-
íàÿ êîìïîíåíòà çàòîpìîæåíà.

Îáñóæäåíèå påçóëüòàòîâ

Ïîëó÷åííûå påçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû. Äpàã-ýôôåêò íå âëèÿåò íè íà
õàpàêòåp, íè íà âåëè÷èíó ñêîpîñòè âîëí ïåpâîãî
çâóêà. Åãî íàëè÷èå òàêæå íå èçìåíÿåò õàpàêòåpà
êîëåáàíèé âîëí âòîpîãî, òpåòüåãî è ÷åòâåpòûõ
çâóêîâ, íî âñëåäñòâèå ýôôåêòà èçìåíÿþòñÿ ñêî-

pîñòè pàñïpîñòpàíåíèÿ ýòèõ çâóêîâ. Ñpàâíåíèå
ïîëó÷åííûõ âûøå âûpàæåíèé äëÿ ñêîpîñòåé ñ
àíàëîãè÷íûìè påçóëüòàòàìè â [21], ãäå äpàã-ýô-
ôåêò íå ó÷èòûâàëñÿ, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî âñëåäñòâèå ýòîãî ýôôåêòà êâàäpàò ñêîpîñòè
âîëíû âòîpîãî çâóêà óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó

κ2d
2  = 2ρ12 











∂T
∂s

s2(Ts + µ1ρ1 + µ2ρ2)

µ1ρ1 + µ2ρ2









 ,

à êâàäpàò ñêîpîñòè âîëíû òpåòüåãî çâóêà óìåíü-
øàåòñÿ:

κ3d
2  = (ρ12ρ21) ×

× 




















µ1ρ1

∂µ1

∂ρ2

 + µ2ρ2

∂µ2

∂ρ1








σ1
2(ρ1 − ρ

n1) + σ2
2(ρ2 − ρ

n2) + ρ1ρ2








∂µ1

∂ρ1

 + 
∂µ2

∂ρ2






















 .

Îòíîøåíèå κ âåëè÷èíû âêëàäà äpàã-ýôôåêòà â
êâàäpàò ñêîpîñòè çâóêà κd

2 ê âåëè÷èíå êâàäpàòà
ñêîpîñòè çâóêà κn

2 , âû÷èñëåííîé áåç ó÷åòà äpàã-
ýôôåêòà, äëÿ âòîpoãî çâóêà èìååò âèä

κ2 ≡ 
κd2
2

κ
n2
2

 = 
ρ12 + ρ21

ρ11 + ρ22
 ,

à äëÿ òpåòüåãî çâóêà ýòî îòíîøåíèå pàâíî

κ3 ≡ 
κd3
2

κ
n3
2

 = 
ρ12 ρ21

ρ11 ρ22

 ,

ò.å. âëèÿíèå äpàã-ýôôåêòà íà âåëè÷èíó ñêîpîñòåé
çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòè óâëå÷åíèÿ ρ12 =
= ρ21 ê ïëîòíîñòÿì ρ11 è ρ22 .

Ñêîpîñòè âîëí ÷åòâåpòûõ çâóêîâ ñîòâåòñòâåííî
èçìåíÿþòñÿ íà

2ρ12ρ21(1 + ρ2σ2ξ2)

µ2ρ2
2 





∂ρ1

∂P
 − ξ2

∂ρ2

∂T





    è    
2ρ12ρ21(1 + ρ1σ1ξ1)

µ1ρ1
2 





∂ρ2

∂P
 − ξ1

∂ρ1

∂T





 ,

à κ äëÿ êàæäîé èç ñêîpîñòåé îïpåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

κ41
 = 

2ρ12ρ21µ1ρ1

ρ11ρ2µ2ρ2
 







1 + ρ2σ2ξ2

1 + ρ1σ1ξ1







  

 





∂ρ1
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 − ξ2

∂ρ2
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 − ξ1

∂ρ1

∂T




 

,
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κ42
 = 

2ρ12ρ21µ2ρ2

ρ22ρ1µ1ρ1

 







1 + ρ1σ1ξ1

1 + ρ2σ2ξ2







  

 





∂ρ2

∂P
 − ξ1

∂ρ1
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∂ρ2

∂P
 − ξ2

∂ρ2

∂T




 

 .

Ïpè îòñóòñòâèè äpàã-ýôôåêòà (ρ12 = ρ21 = 0)
âûøåïåpå÷èñëåííûå ïîïpàâêè îápàùàþòñÿ â íóëü
è âûpàæåíèÿ äëÿ ñêîpîñòåé ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè påçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â [21].

Òàêèì îápàçîì, íàëè÷èå â ñèñòåìå ýôôåêòà
âçàèìíîãî óâëå÷åíèÿ ñâåpõòåêó÷èìè êîìïîíåíòà-
ìè íå èçìåíÿåò íè ÷èñëà, íè õàpàêòåpà êîëåáàíèé
çâóêîâûõ âîçáóæäåíèé ñèñòåìû, íî ïpèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ñêîpîñòåé âòîpîãî, òpåòüåãî è ÷åòâåp-
òûõ çâóêîâ.
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On the influence of drag effect on acoustic
modes in two-condensate relativistic superfluid

systems

S. I. Vil’chinskiy

Equations of velocities of acoustic excitations in
a relativistic two-condensate superfluid system are
derived with due account of reciprocal drag of super-
fluid motions (drag effect). The influence of the
drag effect on acoustic modes in the system is con-
sidered. It is shown that the effect does not influ-
ence the nature of acoustic excitation oscillations
but produces changes in the velocities of the second,
third and fourth sounds.
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