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Èçó÷åíû íèçêîýíåpãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè Õàááàpäà ñ áåñêîíå÷íûì îòòàëêèâàíèåì íà
àíèçîòpîïíîé òpåóãîëüíîé påøåòêå òèïà ïîëîñû, ñîñòîÿùåé èç ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ
ñåãìåíòîâ. Â ïåpâîì ïîpÿäêå òåîpèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñåãìåíòîâ ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ
ãpàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ôåppîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ påøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ påøåòîê ñ
öèêëè÷åñêèìè ãpàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ÷èñëîì ýëåêòpîíîâ íà åäèíèöó áîëüøèì ÷èñëà ñåãìåíòîâ
âîçìîæåí ìàãíèòíûé ïåpåõîä, ñîïpîâîæäàþùèéñÿ ñêà÷êîîápàçíûì èçìåíåíèåì ïîëíîãî ñïèíà îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ îò ìèíèìàëüíîãî ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ.

Âèâ÷åíî íèçüêîåíåpãåòè÷íi ñòàíè ìîäåëi Õàááàpäà ç íåñêií÷åííèì âiäøòîâõóâàííÿì íà àíiçî-
òpîïíié òpèêóòíié ãpàòöi òèïó ñìóãè, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ëiíiéíèõ ñåãìåíòiâ, ùî ñëàáî âçàºìîäiþòü. Ó
ïåpøîìó ïîpÿäêó òåîpi¿ çáópåíü ïî âçàºìîäi¿ ñåãìåíòiâ îòpèìàíî îöiíêè äëÿ ãpàíèöü îáëàñòi
ñòàáiëüíîñòi ôåpîìàãíiòíîãî ñòàíó ãpàòêè. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ ãpàòîê ç öèêëi÷íèìè ãpàíè÷íèìè
óìîâàìè òà ÷èñëîì åëåêòpîíiâ íà îäèíèöþ áiëüøèì, íiæ ÷èñëî ñåãìåíòiâ, º ìîæëèâèì ìàãíiòíèé
ïåpåõiä, ùî ñóïpîâîäæóºòüñÿ ñòpèáêîâîþ çìiíîþ ïîâíîãî ñïiíó îñíîâíîãî ñòàíó âiä ìiíiìàëüíîãî äî
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

   PACS: 71.10.Fd
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1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ çàäà÷ ôèçèêè
ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî-
÷åíèÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ìîäåëè Õàááàðäà
[1,2]. Ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñ-
òè ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â îñíîâíîì ñî-
ñòîÿíèè ìîäåëè Õàááàðäà ñ áåñêîíå÷íûì îòòàëêè-
âàíèåì áûëî ïîëó÷åíî Íàãàîêîé [3] è Òàóëåññîì
[4], îäíàêî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðîííîãî çà-
ïîëíåíèÿ ñ îäíîé äûðêîé. Âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè
ñîõðàíÿòüñÿ ôåððîìàãíèòíûé õàðàêòåð îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè êîíöåíòðàöèè
äûðîê è (èëè) êîíå÷íîì îòòàëêèâàíèè, äî ñèõ
ïîð ïîëíîñòüþ íå ðåøåí.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òî÷íûé ñïåêòð
íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè Õàááàðäà
ñ áåñêîíå÷íûì îòòàëêèâàíèåì íà òðåóãîëüíîé ðå-
øåòêå, ñîñòîÿùåé èç ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
äâóõöåíòðîâûõ ñåãìåíòîâ. Èíòåðåñ ê ïîäîáíîãî
âèäà ìîäåëÿì ñèëüíî êîððåëèðîâàííûõ ýëåêòðî-

íîâ ñâÿçàí ñ íåîáû÷íûì õàðàêòåðîì ñïåêòðà è
âîçìîæíîñòüþ ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
ñïèíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïðè êîíå÷íûõ êîí-
öåíòðàöèÿõ äûðîê â íàïîëîâèíó çàïîëíåííîé çî-
íå [5–7]. Ðàçëè÷íûå ìíîãîýëåêòðîííûå ìîäåëè äëÿ
ðåøåòîê ëåñòíè÷íîãî òèïà (ïîëîñû) èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðî-
âîäèìîñòè äîïèðîâàííûõ ñîåäèíåíèé (VO)2P2O7
è SrCu2O7 [6,8]. Êðîìå òîãî, ãàìèëüòîíèàí Õàá-
áàðäà äëÿ àíèçîòðîïíûõ ðåøåòîê òèïà ïîëîñ ìî-
æåò ñëóæèòü ïðîñòîé ìíîãîýëåêòðîííîé ìîäåëüþ
äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ñâîéñòâ
ñòîïî÷íûõ êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñîâ ñ
ïåðåíîñîì çàðÿäà, â ÷àñòíîñòè ìåòàëëîîðãàíè÷åñ-
êèõ ôåððîìàãíåòèêîâ Ìèëëåðà [9,10].

2. Ìîäåëü Õàááàðäà ñ áåñêîíå÷íûì
îòòàëêèâàíèåì äëÿ ëèíåéíûõ ôðàãìåíòîâ

òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

Ãàìèëüòîíèàí Õàááàðäà äëÿ òðåóãîëüíîé ðå-
øåòêè òèïà ïîëîñû, ñîñòîÿùåé èç ñëàáî âçàèìî-
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äåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ñåãìåíòîâ (pèñ. 1), èìååò
âèä

H = P ∑ 
m,σ




t1A1

+(m, σ) A2(m, σ) +

+ t2 
A1

+(m, σ)A1(m + 1, σ) + A2
+(m, σ)A2(m + 1, σ)


 +

+ t3
 A1

+(m, σ) A2(m + 1, σ) + h.c.


 P . (1)

Çäåñü P — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñîñòîÿ-
íèÿ áåç äâóêðàòíîãî çàïîëíåíèÿ óçëîâ ðåøåòêè;
Ai

+(m, σ) — îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ïðî-
åêöèåé ñïèíà σ íà i-ì óçëå m-ãî ñåãìåíòà (i = 1,
2); ïàðàìåòðû t1 è t2 , t3 îïèñûâàþò ïåðåñêîêè
ýëåêòðîíîâ âíóòðè è ìåæäó ñåãìåíòàìè ñîîòâåòñò-
âåííî (|t1| >> |t2|, |t3|).

Òî÷íàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû ãàìèëüòîíèà-
íà (1) äëÿ êîíå÷íûõ ðåøåòî÷íûõ ôðàãìåíòîâ
äàåò îñíîâíîå ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ïðè
ëþáîé ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè ρ, åñëè µ = 
= (t1t3)/(|t1|t2) > 1. Ïðè −0,5 < µ < 1 ôåððîìàã-
íèòíîå óïîðÿäî÷åíèå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî äëÿ

ρ > 0,5 + δ, ãäå δ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî îöå-
íåíà ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé î ïîÿâëåíèè â
ñèñòåìå ìàãíèòíûõ ïîëÿðîíîâ [5]. Ê ñîæàëåíèþ,
âîçìîæíîñòè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
òî÷íîãî ñïåêòðà ñèëüíî îãðàíè÷åíû èç-çà åãî êâà-
çèâûðîæäåííîãî õàðàêòåðà è ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðîñòà ðàçìåðîâ ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàïîëíåíèå
áîëüøå ïîëîâèííîãî, òàê êàê áîëåå ïðîñòîé ñëó-
÷àé ρ ≤ 0,5 ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [7].
Ïðè ρ > 0,5 è îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ñåãìåíòàìè íèæíèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè âû-
ðîæäåíû ïî ñïèíó è îòâå÷àþò òîëüêî îäíîêðàòíî-
ìó (n = 1) è äâóêðàòíîìó (n = 2) çàïîëíåíèþ
äâóõöåíòðîâûõ ñåãìåíòîâ (íåò ïóñòûõ ñåãìåí-
òîâ). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî [7], ïðè |t1| >> |t2|, |t3|
âçàèìîäåéñòâèå ñåãìåíòîâ ñ îäèíàêîâûì çàïîëíå-
íèåì âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé (ÒÂ)
îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(1, 2) = 











t2
2

4|t1|
 2(1 − µ)P12 − (1 − µ)2 − 1

 , n = 1;

  0,    n = 2, (2)

ãäå P12 — îïåðàòîð òðàíñïîçèöèè ñïèíîâûõ ïåðå-
ìåííûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíîâ ïàðû âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ñåãìåíòîâ.

Ïðîíóìåðîâàâ âñå N ýëåêòðîíîâ ðåøåòêè ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ïî L ñåãìåíòàì, çàïèøåì âîëíîâóþ
ôóíêöèþ â âèäå

Ψ(L, N, Sz) =   ∑ 
n
1
<n

2
<...<n

N

  a(n1, n2, ..., nN−L , σ1, σ2, ..., σN) B+(n1), B+(n2), ..., B+(nN−L) |0〉⊗|σ1 , σ2 , ..., σN〉 ,

Sz = ∑ 

n=1

N

σn ,

(3)

ãäå B+(ni) — áåññïèíîâûé îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ýëåêòðîííîé ïàðû íà ñåãìåíòå ñ íîìåðîì ni ; Sz —
z-ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ñïèíà ðåøåòêè. Âçàèìîäåéñòâèå ñåãìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûì çàïîëíåíèåì â ïåðâîì
ïîðÿäêå ÒÂ ïðè òàêîé íóìåðàöèè îïèñûâàåòñÿ òðåõýëåêòðîííûì ãàìèëüòîíèàíîì âèäà

H(1, 3) = R(1, 3) [B+(2)B(1) + h.c.] ,  R(1, 3) = − 
t2
2

 {P12 + P23 + µ} . (4)

Ïðè ρ ~ 0,5 è ρ ~ 1 ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî t2 äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñåãìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûì
çàïîëíåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå ïîëíûé ðåøåòî÷íûé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü çàïèñàí â
ñëåäóþùåì âèäå:

H = ∑ 

j=1

L

H(j, j + 1) [1 − B+(i)B(i)][1 − B+(i + 1)B(i + 1)] + ∑ 

i=1

L−1

R(j, j + 2)[B+(i + 1)B(i) + B+(i)B(i + 1)] ,

j = i + ∑ 

l=1

t−1

 ∑ 

k=1

N−L

δ(nk , l) .

(5)

Ðèñ. 1. Òpåóãîëüíàÿ påøåòêà òèïà ïîëîñû, îïèñûâàåìàÿ ãà-
ìèëüòîíèàíîì (1).
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Çäåñü δ(i, j) — ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñëåäñòâèå ñèììåòðèè çàäà÷è

ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (5) íå çàâèñèò îò çíàêà
ïàðàìåòðà t2 . Âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè µ > 1
ìàòðèöà (5) èìååò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ýëå-
ìåíòû è ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Ïåððîíà—Ôðîáåíèóñà îñíîâíîå ñî-
ñòîÿíèå (5) íåâûðîæäåííîå è åìó îòâå÷àåò ñîáñò-
âåííûé âåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïèíîâàÿ ÷àñòü ýòîãî âåêòî-
ðà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ñïè-
íîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
(5) ïðè µ > 1 îòâå÷àåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
ïîëíîãî ñïèíà ðåøåòêè. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ïðåäåë ñëàáîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñåãìåíòîâ (t2 , t3 → 0). Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû Ïåððîíà—Ôðî-
áåíèóñà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû µ > 0. Òàêèì îáðàçîì,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñïåêòðà êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ, ïîëó÷åí-
íûå â [7], ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî L. Îòìåòèì,
÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [6] äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ôåððîìàãíèòíîãî õàðàêòåðà îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè òèïà
ëåñòíèöû â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñåã-
ìåíòîâ ïðè ρ > 0,5. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ òåîðåìû
Ïåððîíà—Ôðîáåíèóñà âûïîëíÿþòñÿ â ïîäïðîñò-
ðàíñòâå ñ ëþáûì çíà÷åíèåì Sz, ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî âñå íèæàéøèå óðîâíè E0(S) ãàìèëüòîíèàíà
(5), îòâå÷àþùèå ïîëíîìó ñïèíó ðåøåòêè S, ïîä-
÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó

E0(Smin) >E0(Smin+ 1) >...>E0(Smax− 1) >E0(Smax),

Smax = 
L + 1

2
 .

Ïîýòîìó ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå (5) ïðè
µ > 0 èìååò îäíîìàãíîííûé õàðàêòåð.

3. Îäíîìàãíîííûé ñïåêòð áåñêîíå÷íîé
òðåóãîëüíîé ðåøåòêè òèïà ïîëîñû

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè îá óñòîé÷èâîñòè
ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (5)
ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ µ ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé N = L + 1 â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñåãìåíòîâ, êîãäà â ïîëíîì ãàìèëüòîíèàíå (5)
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ïî t2 è t3 . Â ýòîì ñëó÷àå îäíîìàãíîííûå
ñîñòîÿíèÿ (5) ïðè L → ∞ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ

− λa(m, n) = (2 + µ)[a(m − 1, n) + a(m + 1, n)] ,

n ≠ m, m ± 1, m + 2; (6)

− λa(m, m) = a(m − 1, m − 1) + a(m + 1, m + 1) +

+ a(m − 1, m + 1) + µa(m − 1, m) +

+ (1 + µ)a(m + 1, m) ;

(7)

− λa(m, m + 1) = a(m − 1, m) + a(m + 1, m + 2) +

+ a(m + 1, m) + µa(m + 1, m + 1) +

+ (1 + µ)a(m − 1, m + 1) ;

(8)

− λa(m, m − 1) = a(m − 1, m) +

+ (1 + µ)a(m − 1, m − 1) + (2 + µ)a(m + 1, m − 1) ;
(9)

− λa(m, m + 2) = a(m + 1, m + 1) +

+ (1 + µ)a(m + 1, m + 2) + (2 + µ)a(m − 1, m + 2) .
(10)

Çäåñü ïåðâûé èíäåêñ â a(m, n) îòâå÷àåò íîìåðó
ñåãìåíòà ñ äâóêðàòíûì çàïîëíåíèåì, à âòîðîé
èíäåêñ — íîìåðó ïîâåðíóòîãî ñïèíà; λ — ýíåðãèÿ
îäíîìàãíîííîãî ñîñòîÿíèÿ â åäèíèöàõ t2/2.

Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæíî èñêàòü â âèäå

a(m, n) = exp 




ik(m + n)
2




 f(n − m) ,

0 ≤ k < 2π ,
(11)

ãäå

f(l) = 













exp 


ikl
2




 (Ajx

l+Bjx
−l), j=1, l ≥ 2; j=2, l ≤ −1;

    f0 , l = 0 ;

    f1 , l = 1 ,

ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ (7)–(10) êàê ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (6). Ïîñêîëüêó x è 1/x
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ,
ñâÿçûâàþùåãî ýíåðãèþ λ ñ ïàðàìåòðîì x,

λ = − (2 + µ) 

x + 

1
x




 , (12)

ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò áûòü ëèáî êîìïëåêñíûì ñ
åäèíè÷íûì ìîäóëåì, ëèáî âåùåñòâåííûì. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè âåùåñòâåííûå x ìîæíî ñ÷èòàòü ïî
ìîäóëþ ìåíüøèìè åäèíèöû. Åñëè |x| = 1, x =
= exp (ip), òî øåñòü êîýôôèöèåíòîâ âîëíîâîé
ôóíêöèè (11) ñâÿçàíû ÷åòûpüìÿ ãðàíè÷íûìè
óðàâíåíèÿìè (7)–(10). Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñò-
âóåò ïîëîñå ýíåðãèé

λ = − 2(2 + µ) cos p ,  −π < p ≤ π (13)
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ñ «ðàññåÿíèåì» ìàãíîíà íà ôðàãìåíòå ñ äâóêðàò-
íûì çàïîëíåíèåì. Åñëè x âåùåñòâåííîå, òî ñëå-
äóåò ïîëîæèòü A1 = B2 = 0, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
óáûâàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè (11) ïðè l → ±∞.
Ýòî ðåøåíèå îòâå÷àåò ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì. Èç
ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé (7)–(10) ñëåäóåò, ÷òî

4(1 + µ)x3 cos k + [µ2 − 4(1 + µ) − 4cos2 k]x2 +

+ 4(2 + µ)x cos k − (2 + µ)2 = 0 . (14)

Ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíåð-
ãèåé, ðàâíîé −2(2 + µ), îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì, åñëè ïîÿâëÿåòñÿ îäíîìàãíîííîå ñâÿçàííîå
ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé λ < −2(2 + µ), ò.å. óðàâíåíèå
(14) èìååò ðåøåíèå â èíòåðâàëå −1 < x < 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå (14) ñóùåñòâóåò ïðè

µ < −0,5 cos k − 1 . (15)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè µ > −0,5 ôåððîìàãíèòíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òàê êàê íåâîç-
ìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî óðîâíÿ íèæå
ïîëîñû ñïëîøíîãî ñïåêòðà.

4. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ðåøåòêè ñ
öèêëè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ðàññìîòðèì ðåøåòêó, êîòîðàÿ èìååò âèä ïîëîñû,
çàìêíóòîé â êîëüöî. Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ðåøåòêè
êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñäâèãà íà ýëåìåíòàð-
íóþ ÿ÷åéêó (äâóõöåíòðîâûé ñåãìåíò). Ïîýòîìó
áàçèñíûå ôóíêöèè, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìàòðèöà
ãàìèëüòîíèàíà, ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê ðàçëè÷íûì
íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì àáåëåâîé ãðóïïû
CL . Â òàêîì ïðèâåäåííîì ïî ñèììåòðèè ïðåä-
ñòàâëåíèè ýòà ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëü-
íûé âèä, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò íàõîæäåíèå
åå ñïåêòðà. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèâåäåííîé ôîð-
ìå ãàìèëüòîíèàíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿ-
þòñÿ îïåðàòîðû öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ñïè-
íîâûõ ïåðåìåííûõ âñåõ N ýëåêòðîíîâ [11,12].

Íàèáîëåå ïðîñòî ïðèâåäåíèå ïî ñèììåòðèè äëÿ
ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà àíèçîòðîïíîé òðåóãîëü-
íîé ðåøåòêè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ N = L + 1.
Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ïðîñòûõ, íî ãðîìîçä-
êèõ îïåðàöèé ñ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè,
êîòîðûå ïîäîáíû ïðèâåäåííûì â [11] äëÿ ìîäåëè
Ýìåðè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè N =
= L + 1 ãàìèëüòîíèàí òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ìîæåò
áûòü çàïèñàí â ÷èñòî ñïèíîâîì âèäå:

H = 
t2
2

4|t1|
 ∑ 

i=3

N

[2(1 − µ)Pii+1 − (1 − µ)2 − 1] + 
t2
2

 


[P12 + P1N+1 + µI]Q exp (ik) + h.c.



 ,

k = 
2π
L

 ν ,  ν = 0, 1, ..., L − 1 .

(16)

Çäåñü Q — îïåðàòîð öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè
âñåõ N ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ðåøåòêè; I — åäè-
íè÷íûé îïåðàòîð. Ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ k ïàðàìåò-
ðèçóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû CL
è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå òèïû
ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðåøåòî÷íîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ L
ñïåêòð (16) íå çàâèñèò îò çíàêà t2 . Êðîìå òîãî,
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (16) íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìå-
íå ν → L − ν.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñëàáîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñåãìåíòîâ. Â åäèíèöàõ t2/2 ãàìèëüòî-
íèàí ðåøåòêè èìååò ïðîñòîé âèä

H = (P12 + P1N+1 + µI)Q exp (ik) + h.c. (17)

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 ýòîãî ãàìèëü-
òîíèàíà ïîä÷èíÿåòñÿ î÷åâèäíîìó íåðàâåíñòâó
E0 ≥ −2Λ, ãäå Λ — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû
(P12 + P1N+1 + µI). Êàê ïîêàçàíî â [7], Λ = 2 + µ

ïðè µ > −0,5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýíåðãèÿ íèæíåãî
ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (17)
ðàâíà −2(2 + µ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µ > −0,5 ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E0
áóäåò ôåððîìàãíèòíûì (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ðå-
øåòêè ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì).

×òîáû óëó÷øèòü îöåíêó êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ, íèæå êîòîðîãî ðàçðóøàåòñÿ
ôåððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå, ðàññìîòðèì îäíî-
ìàãíîííûé ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (17). Â ïðî-
ñòðàíñòâå ñïèíîâûõ êîíôèãóðàöèé (ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé z-ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà ðåøåòêè)
îäíîìàãíîííûå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

λam = (2 + µ)[exp (ik)am−1 + exp (−ik)am+1] ,

m = 4, ..., L ,

Î ñïåêòðå ìîäåëè Õàááàðäà ñ áåñêîíå÷íûì îòòàëêèâàíèåì íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå
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λa3 = (2 + µ) exp (−ik)a4 + [a1 + (1 + µ)a2] exp (ik) ,

λaL+1 = (2 + µ) exp (ik)aL +

+ [(1 + µ)a1 + a2] exp (−ik) ,

(λ − 2 cos k)a1 =

= (µa2 + a3) exp (−ik) + (1 + µ)aL+1 exp (ik) ,

(λ − 2 cos k)a2 =

= (µa1 + aL+1) exp (ik) + (1 + µ)a3 exp (−ik) .

(18)

Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ñëó÷àþ ðåøåíèå ñèñòåìû
(19) áóäåì èñêàòü â âèäå

am = exp (ikm)(Axm + Bx−m) ,  m = 3, ..., N .   (19)

Ïîñëå ðÿäà ïðîñòûõ, íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé,
ïîäîáíûõ ïðèâåäåííûì âûøå äëÿ ëèíåéíîé çàäà-
÷è, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè λ:

λ = (2 + µ)(x + 1/x) ;

(2 + µ)[(λ − 2 cos k)2 − µ2](1 − x2L) =

= µ2(2 + µ)x2(1 − x2(L−2)) + (20)

+ µ2[λ − (2 + µ) cos k]x(1 + xL)(1 − xL−2) +

+ (2 + µ)2[λ − (2 − µ) cos k]x(1 + xL−2)(1 − xL) .

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå x = exp (ik) ñ
ýíåðãèåé λ = 2(2 + µ) cos k ïðè ëþáûõ k èç (16).
Âñëåäñòâèå ñêàëÿðíîãî òèïà ãàìèëüòîíèàíà (17)
ïîëíûé íàáîð îäíîìàãíîííûõ ñîñòîÿíèé îáÿçà-
òåëüíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ìàêñèìàëü-
íûì ïîëíûì ñïèíîì Smax è Sz = Smax − 1. Èìåííî
òàêèå ñîñòîÿíèÿ è îòâå÷àþò ðåøåíèþ x = exp (ik).
Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî
ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî èñêëþ-
÷èòü èç (20) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = −1, ñóùåñò-
âóþùåå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.

Ïóòåì íåñëîæíûõ, íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè çàäàííîì k íèæíåå îä-
íîìàãíîííîå ñîñòîÿíèå èìååò ýíåðãèþ ðàâíóþ
−2(2 + µ), åñëè

µc
(1) = −2L 




1 − 




1 − 

2 + cos k

2L




1/2 



,  k ≠ π ,

(21)

µc
(2) = − 

2L − √2L(L − 1)
L + 1

 ,  k = π . (22)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ôåððî-
ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ (17) íàì íóæíî ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî ìèíèìàëüíûå ïî ìîäóëþ êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
L < 12 òàêîìó çíà÷åíèþ áóäåò îòâå÷àòü µc

(2). Äëÿ
L ≥ 12 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (21) ïðè
k = [(L ± 2)π]/L (pèñ. 2). Òàêèì îáðàçîì, â îê-
ðåñòíîñòè òî÷êè L = 10 íàáëþäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
îäíîìàãíîííûõ ñîñòîÿíèé ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè.
Ïðè L → ∞  µc

(1) = −0,5, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé
äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äëÿ ïàðà-
ìåòðà µ îòâå÷àëà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè, íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû äëÿ íåå ñîñòîÿíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ïî-
âåðíóòûìè ñïèíàìè ëåæàëè âûøå îäíîìàãíîí-
íûõ. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íå óäàëîñü ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ìíîãîìàãíîííûõ
óðîâíåé. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èëèñü ÷èñëåííûì ìî-
äåëèðîâàíèåì òî÷íîãî ñïåêòðà (17) äëÿ êîíå÷íûõ
L. Íàèáîëåå òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå äëÿ ñëó÷àÿ L = 10. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî âñå íèæíèå óðîâíè ñ ïîëíûì ñïèíîì
S < Smax − 1 ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè µ, îïðå-
äåëåííîì èç (22), ëåæàò íèæå ôåððîìàãíèòíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ïîâîðîòó
îäíîãî ñïèíà íå ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòüþ. Äëÿ ðåøåòêè èç 10 ñåãìåíòîâ ðàçðóøåíèå
ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè
µ = −0,5203 ïóòåì ñêà÷êîîáðàçíîãî óìåíüøåíèÿ
ïîëíîãî ñïèíà äî ìèíèìàëüíîãî, ìèíóÿ ïðîìåæ-
óòî÷íûå çíà÷åíèÿ (òàáëèöà). Òàêèì îáðàçîì, â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåõîäà îáà ñîñòîÿíèÿ ñ ìàð-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êpèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàpàìåòpà µ, ïpè
êîòîpîì ôåppîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ïîëîñû ñòàíîâèòñÿ íåóñ-
òîé÷èâûì ê ïîâîpîòó îäíîãî ñïèíà, îò ÷èñëà ñåãìåíòîâ L.
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ãèíàëüíûì ñïèíîì ëîêàëüíî óñòîé÷èâû. Îòìå-
òèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä ìåæäó ìèíèìàëü-
íûì è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî ñïèíà
íàáëþäàëñÿ â ñëó÷àå ñëàáîé àíèçîòðîïèè äëÿ òðå-
óãîëüíûõ ðåøåòîê òèïà ïîëîñ ïðè ïîëîæèòåëü-
íûõ µ [7], à òàêæå äëÿ ñïèíîâîé ìîäåëè Ãåéçåí-
áåðãà ñ êîíêóðèðóþùèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè
[13,14].

Òàáëèöà

Íèæíèå ýíåpãåòè÷åñêèå ópîâíè ãàìèëüòîíèàíà (17) äëÿ på-
øåòêè èç 10 ñåãìåíòîâ; m = (N − 2S)/2; k = (2π/L)ν 

m
µ =

= −0,500000
ν

µ =

= −0,520344
ν

µ =

= −0,598508
ν

0 –3,00000 5 –2,95931 5 –2,80298 5

1 –2,97206 4 –2,93451 4 –2,80298 5

2 –2,94499 3 –2,91186 3 –2,90250 0

3 –2,91859 2 –2,89168 2 –2,99317 4

4 –2,91279 4 –2,93280 4 –3,02447 4

5 –2,94063 4 –2,95931 4 –3,04500 4

Ôîðìóëû (21),(22) ìîãóò ñëóæèòü íèæíåé
ãðàíèöåé äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ,
ïðè êîòîðîì ðàçðóøàåòñÿ ôåððîìàãíèòíîå óïîðÿ-
äî÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî â íà÷à-
ëå ðàçäåëà, âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà
ðàâíà −0,5. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (21), ïðè L → ∞
íèæíÿÿ ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíî èçó÷åíèå òî÷íîãî ñïåêòðà ìîäåëè
Õàááàðäà ñ áåñêîíå÷íûì îòòàëêèâàíèåì íà àíèçî-
òðîïíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêå òèïà ïîëîñû, ñîñòî-
ÿùåé èç L ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíûõ
ñåãìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñåãìåíòîâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ = (t1t3)/(|t1|t2) îñíîâíîå ñî-
ñòîÿíèå ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ôåððîìàãíèòíûì äëÿ
ëþáûõ L. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç îäíîìàã-
íîííîãî ñïåêòðà â ñëó÷àå ðåøåòîê ñ ÷èñëîì ýëåê-
òðîíîâ íà åäèíèöó áîëüøèì ÷èñëà ñåãìåíòîâ. Ïî-
ëó÷åíà çàâèñèìîñòü ìåæäó êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèå
îäíîìàãíîííîãî ñïåêòðà, è ÷èñëîì ñåãìåíòîâ L.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ µ ýòà çàâèñèìîñòü
èìååò îñîáóþ òî÷êó ïðè L ~ 10, â êîòîðîé íàáëþ-
äàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå óðîâíåé ðàçëè÷íîé ñèììåò-
ðèè. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà äëÿ îöåíêè ñòàáèëüíîñòè ôåððîìàãíèòíîãî
ñîñòîÿíèÿ àíèçîòðîïíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè òè-

ïà ïîëîñû. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òî÷íî-
ãî ñïåêòðà êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ ñ öèêëè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñåãìåíòîâ ïîêàçà-
íî, ÷òî ðàçðóøåíèå ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà µ ïðîèñõîäèò ïóòåì
ñêà÷êîîáðàçíîãî óìåíüøåíèÿ ñïèíà îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ äî ìèíèìàëüíîãî, ìèíóÿ ïðîìåæóòî÷íûå
çíà÷åíèÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À. À. Çâÿãè-
íó çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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On the spectrum of the Hubbard model with
infinite repulsion on anisotropic triangular

ladder lattice

V. O. Cheranovskii, E. V. Ezerskaya, 
and M. V. Krikunov

The low-energy states of the Hubbard model
with infinite electron repulsion on the anisotropic
triangular lattice of the type of a strip formed by
weakly interacting linear segments have been stu-
died. In the order of the perturbation theory of the
interaction between segments, the stability region of
the ferromagnetic ground state in the space of the
model parameters has been estimated. It is shown
that in the lattices with cyclic boundary conditions
and the total number of electrons N = L + 1 a mag-
netic transition is possible, which is accompanied
with a jump of the ground state spin in the interval
between the lowest and highest values. 
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