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Дослiджено феромагнiтну фазу (ФМФ) одноосьового магне-
тика з одноiонною анiзотропiєю (ОА) типу “легка площина” та
анiзотропною бiквадратною обмiнною взаємодiєю (БОВ). Роз-
глянуто випадок, коли значення вузлового спiну дорiвнює оди-
ницi S = 1. Одержано вирази для двох гiлок спектра спiнових
збуджень при скiнченних температурах та визначено умови
стiйкостi мод спектра. Побудовано дiаграму стiйкостi мод спе-
ктра в координатах T − h, з якої випливає, що за певних умов
у системi зi зниженням температури спочатку вiдбувається по-
рушення стiйкостi мод спектра, а потiм, з подальшим знижен-
ням температури, стiйкiсть мод спектра вiдновлюється, тобто
спостерiгається реєнтрантна поведiнка. Доведено, що темпера-
тура фазового переходу (ФП) другого роду мiж ФМФ та фа-
зою зi спонтанно порушеною симетрiєю суттєво залежить вiд
константи анiзотропiї БОВ.

1. Вступ

Магнетики з великим значенням констант ОА та
БОВ виявлено в роботах [1–6]. У свою чергу, це сти-
мулювало подальшi дослiдження таких систем [7–23].
Однак у бiльшостi робiт, де враховувалась БОВ, ав-
тори обмежились наближенням iзотропної БОВ.

У роботi [17] дослiджували магнетики з ОА та анi-
зотропною БОВ з S = 1. Встановлено, що у випад-
ку, коли зовнiшнє магнiтне поле спрямовано вздовж
осi симетрiї кристала (вiсь z), в системi крiм симе-
тричних ФМФ та квадрупольної фази (КФ) можуть
реалiзуватися двi фази зi спонтанно порушеною си-
метрiєю. Перша з них – так звана фаза К<ФМZ .
Це квадрупольно-феромагнiтна фаза з вiссю ферома-
гнiтного упорядкування, яка збiгається з вiссю z та
площиною квадрупольного упорядкування, орiєнта-
цiя якої залежить вiд параметрiв гамiльтонiана. Пiд
час зростання магнiтного поля hz доля феромагнi-
тної складової зростає, а квадрупольної – зменшує-
ться, i при певному значеннi hZ фаза К<ФМZ без-
перервно переходить у ФМФ, тобто вiдбувається ФП
другого роду за полем. На жаль, автори обмежились
випадком низьких температур, що унеможливило до-

слiдження ФП за температурою. Узагальнення дослi-
джень ФМФ та К<ФМZ фази на випадок скiнченних
температур проведено в [20], зокрема, було визначе-
но межу мiж ФМФ та фазою К<ФМZ у координатах
поле–температура, проте задача про спектри спiно-
вих збуджень залишилася невирiшеною.

Друга несиметрична фаза (за термiнологiєю авто-
рiв роботи [17] фаза К<ФМ<) – це фаза, в якiй нама-
гнiченiсть направлена пiд кутом до поля hZ . При T =
0 зi зростанням зовнiшнього поля в точцi hZ = hc1

вiдбувається ФП КФ→К<ФМ<, а за подальшого зро-
стання поля в точцi hZ = hc2 – К<ФМ< →К<ФМZ

або К<ФМ< →ФМФ. Таким чином, фаза К<ФМ< ре-
алiзується лише за умови hc1 < hc2, при цьому значе-
ння hc1 i hc2 залежать вiд параметрiв гамiльтонiана.
У роботi [24] одержано вирази для hc1 i hc2 у випад-
ку, коли в системi iснує анiзотропна БОВ (цi вирази
наведено далi).

За вiдсутностi БОВ у легкоплощинному магнетику
у випадку, коли магнiтне поле перпендикулярне до
легкої площини, може реалiзуватися лише одна неси-
метрична фаза, яка є аналогом фази К<ФМ< (кутова
фаза). Iснування цiєї фази передбачено у роботах [25,
26] та пiдтверджено експериментами, якi проводили
на сполуках нiкелю [27–31]. Подальшi дослiдження
кутової фази тривають i дотепер [32–35]. Наприклад,
в роботi [33] наведено експериментальну фазову T−h
дiаграму, на якiй межi кутової фази з КФ та ФМФ до-
бре узгоджуються з експериментами роботи [31]. При
цьому порiвняння [33] з [24] дає такий результат: ви-
рази для hc1, якi одержано в обох роботах, цiлком
узгоджуються, а вирази для hc2 дещо вiдрiзняються.

Спектри спiнових збуджень в магнетиках з анiзо-
тропною БОВ при скiнченних температурах були об’-
єктом дослiджень у [36]. У роботi було розроблено
метод, який ґрунтується на використаннi пiдходящої
динамiчної матрицi, власнi значення якої збiгаються
з виразами для енергiй спiнових збуджень.

Основна мета даної роботи побудування спектрiв
спiнових збуджень у ФМФ та визначення умов їх стiй-
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костi. Аналiз цiєї проблеми проводиться за допомо-
гою методу роботи [36].

2. Гамiльтонiан

За наявностi ОА та БОВ у найбiльш загальному ви-
падку одноосьовий гамiльтонiан з S = 1 має вигляд

H = −hZ

∑
i

SZ
i −

−
∑

i,j(i6=j)

Jij

[
SZ

i S
Z
j − 2ξS+

i S
−
j

]
+D

∑
i

O0
2i−

−
∑

i,j(i6=j)

Kij

(
3O0

2iO
O
2j − 2ηO1

2iO
−1
2j + 4ζO2

2iO
−2
2j

)
, (1)

де Jij – константи обмiнної взаємодiї, Kij – констан-
ти БОВ, D – константа ОА, ξ, η, ζ – додатнi числа,
Om

l (l = 1, 2; m = 0,±1, . . . ,±l) тензорнi оператори,
якi утворюють алгебру Лi групи SU(3). Перший член
у гамiльтонiанi (1) це енергiя вузловинних спiнiв у
зовнiшньому магнiтному полi (зеєманiвська енергiя).
Другий член – енергiя обмiнної взаємодiї, яка при
ξ = 1 стає iзотропною. Третiй член – енергiя спiнiв у
кристалiчному полi. Четвертий член – енергiя БОВ.
У випадку, коли η = ζ = 1, БОВ є iзотропною:

HБОВ = −
∑

i,j(i6=j)

Kij (SiSj)
2
. (2)

Вiдхилення η i ζ вiд одиницi характеризує ступiнь
анiзотропiї БОВ, тобто η i ζ є константами анiзотропiї
БОВ.

Оператори Om
l пов’язанi зi спiновими операторами

спiввiдношенням

O0
1 = SZ ; O1

1 ≡ S+ =
1√
2

(
SX − iSY

)
;

O−1
1 ≡ S− =

−1√
2

(
SX + iSY

)
;

O0
2 =

(
SZ
)2 − 2

3
; O± 1

2 = −
(
SZS± + S±SZ

)
;

O± 2
2 =

(
S±
)2
. (3)

Середнi значення операторiв визначають спiновий
порядок у системi. У ФМФ вiдмiннi вiд нуля тiльки

дiагональнi середнi 〈SZ〉 i 〈O0
2〉, тому параметр поряд-

ку є двокомпонентним.
У данiй роботi обмежимось розглядом однопiдґра-

ткових упорядкувань у легкоплощинних магнетиках,
що забезпечується умовою Jij > 0, Kij > 0, D > 0.

У наближеннi молекулярного поля

H0 = −
(
hZ + 2J0〈SZ〉

)
×

×
∑

i

SZ
i +

(
D − 6K0〈O0

2〉
)∑

i

O0
2i, (4)

де J0 та K0 дорiвнюють: J0 ≡
∑
i

Jij , K0 ≡
∑
i

Kij .

Залежно вiд значення проекцiї спiну на вiсь z(
SZ = 0,±1

)
енергетичнi рiвнi вузловинних атомiв

визначаються такими спiввiдношеннями:

E0 = −2
3
D + 4K0〈O0

2〉;

E1 = −hZ − 2J0〈SZ〉+ 1
3
D − 2K0〈O0

2〉;

E−1 = hZ + 2J0〈SZ〉+ 1
3
D − 2K0〈O0

2〉. (5)

Оскiльки у ФМФ умова E1 < E−1 виконується ав-
томатично, ФМФ може реалiзуватися за умови E1 <
E0, або

hZ + 2J0〈SZ〉 > D − 6K0〈O0
2〉. (6)

За нульової температури (T = 0) у ФМФ

〈SZ〉 = 1; 〈O0
2〉 =

1
3
. (7)

При скiнченних температурах 〈SZ〉 i 〈O0
2〉 визнача-

ються системою двох рiвнянь [36]:

〈SZ〉 =
2sh

hz + 2J0〈SZ〉
θ

exp
6K0〈O0

2〉 −D
θ

1 + 2ch
hz + 2J0〈SZ〉

θ
exp

6K0〈O0
2〉 −D
θ

,

〈O0
2〉 =

1
3
− 1

1 + 2ch
hz + 2J0〈SZ〉

θ
exp

6K0〈O0
2〉 −D
θ

,

(8)

де θ – температура в енергетичних одиницях
(θ = kT ).

Вiдзначимо, що система (8) має однаковий вигляд
для КФ та ФМФ, проте 〈SZ〉 i 〈O0

2〉 в обох фазах
вiдрiзняються. Для iдентифiкацiї розв’язкiв системи,
якi вiдповiдають рiзним фазам, доцiльно використо-
вувати граничний перехiд T → 0. При цьому у КФ
〈SZ〉 → 0, 〈O0

2〉 → −2
3 , а у ФМФ 〈SZ〉 → 1, 〈O0

2〉 → 1
3 .
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3. Спектр спiнових збуджень

Основному стану вузловинних атомiв у ФМФ вiдпо-
вiдає SZ = 1. За скiнченних температур виникають
спiновi збудження з SZ = 0 i SZ = −1. Операторами
народження цих збуджень є оператори Хабарда X01

i X−11, а операторами знищення – X10 i X1−1.
Для знаходження гiлок спектра спiнових збуджень

використано запропонований у [36] метод, короткий
змiст якого полягає у такому. Шляхом обчислен-
ня комутаторiв недiагональних операторiв Хабарда
з гамiльтонiаном будують динамiчну матрицю. Кiль-
кiсть власних значень цiєї матрицi збiгається з кiлькi-
стю використаних недiагональних операторiв Хабар-
да, при цьому кожне власне значення матрицi вiд-
повiдає певному оператору Хабарда. Вирази для тих
власних значень, якi вiдповiдають операторам знище-
ння X01 i X−11, в k-просторi збiгаються з виразами
для гiлок спектра спiнових збуджень.

Для розрахунку комутаторiв доцiльно в гамiльто-
нiанi (1) перейти до операторiв Хабарда. Для SZ = 1
зв’язок операторiв Om

l з операторами Хабарда задано
формулами

SZ = X11 −X−1−1, S+ = −X10 −X0−1,

S− = X01 +X−10, O0
2 = X11 +X−1−1 − 2

3
,

O1
2 = X10 −X0−1, O−1

2 = −X01 +X−10,

O2
2 = X1−1, O−2

2 = X−11. (9)

Вiдповiдно гамiльтонiан (1) набуває вигляду

H = −hZ

∑
i

(
X11

i −X−1−1
i

)
−

−
∑
i,j

Jij

[(
X11

i −X−1−1
i

) (
X11

j −X−1−1
j

)
+

+ 2ξ
(
X10

i +X0−1
i

) (
X01

j +X−10
j

)]
+

+D
∑

i

(
X11

i +X−1−1
i − 2

3

)
−

−
∑
i,j

Kij

[
3
(
X11

i +X−1−1
i − 2

3

)
×

×
(
X11

j +X−1−1
j − 2

3

)
−

−2η
(
X10

i −X0−1
i

) (
−X01

j +X−10
j

)
+ 4ζX1−1

i X−11
j

]
.

(10)

Для побудови пiдходящої динамiчної матрицi по-
трiбно обчислити комутатори [X10

f , H], [X0−1
f , H],

[X1−1
f , H] i далi використати наближення

XiXj = Xi〈Xj〉+ 〈Xi〉Xj ,

〈Xnm〉 = 0, (n 6= m), (11)

яке запропоновано в роботi [36].
У k-просторi вiдповiднi комутатори дорiвнюють:[
X10

k , H
]

= p11 (k)X10
k + p12 (k)X0−1

k ,

[
X0−1

k , H
]

= p21 (k)X10
k + p22 (k)X0−1

k ,

[
X1−1

k , H
]

= p33 (k)X1−1
k , (12)

де коефiцiєнти pim утворюють динамiчну матрицю з
компонентами:

p11 (k) = hZ + 2J0〈SZ〉 −D + 6K0〈O0
2〉−

−
(
〈SZ〉+ 3〈O0

2〉
)
(ξJk + ηKk) ,

p12 (k) =
(
〈SZ〉+ 3〈O0

2〉
)
(ηKk − ξJk) ,

p21 (k) =
(
〈SZ〉 − 3〈O0

2〉
)
(ηKk − ξJk) ,

p22 (k) = hZ + 2J0〈SZ〉+D − 6K0〈O0
2〉−

−
(
〈SZ〉 − 3〈O0

2〉
)
(ξJk + ηKk) ,

p33 (k) = 2hZ + 4〈SZ〉 (J0 − ζKk) . (13)

Власнi значення динамiчної матрицi визначають
секулярним рiвнянням∣∣∣∣∣∣
p11 (k)− ε (k) p12 (k) 0

p21 (k) p22 (k)− ε (k) 0
0 0 p33 (k)− ε (k)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

(14)
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Розв’язання рiвняння (14) дає три власних значен-
ня, якi з урахуванням (13) можна представити у ви-
глядi

ε1 (k) = 2hZ + 4〈SZ〉 (J0 − ζKk) , (15)

ε2,3 (k) = hZ + 〈SZ〉 (2J0 − ξJk − ηKk)∓

∓
{(
〈SZ〉

)2
(ξJk − ηKk)2 +

+
[
D − 6〈O0

2〉 (K0 − ξJk)
] [
D − 6〈O0

2〉 (K0 − ηKk)
]}1/2

.

(16)

Тi власнi значення динамiчної матрицi, якi вiдпо-
вiдають хабардовським операторам знищення, збiга-
ються з гiлками спектра спiнових збуджень. Власнi
значення ε1 (k) i ε2 (k) вiдповiдають операторам X10

i X1−1, тому гiлки спектра спiнових збуджень такi:

ω1 (k) = ε1 (k) , (17)

ω2 (k) = ε2 (k) . (18)

Оскiльки Jk i Kk є парними функцiями хвильово-
го вектора k, у довгохвильовiй границi обидвi гiлки
мають квадратичний закон дисперсiї:

ω1 (k) = Δ1 + α1k2;ω2 (k) = Δ2 + α2k2. (19)

У [37] доведено, що у випадках, коли в системi вiд-
бувається однопiдґраткове впорядкування, для всiх
k 6= 0 виконується нерiвнiсть ω (k) > ω (0) . Тому
умова стiйкостi мод спектра задається системою не-
рiвностей:

ω1 (0) > 0,
ω2 (0) > 0, (20)

а границя стiйкостi – двома рiвностями, ω1 (0) = 0,
ω2 (0) = 0, або

hZ + 2〈SZ〉 (J0 − ζK0) = 0, (21)

hZ + 〈SZ〉 (2J0 − ξJ0 − ηK0) =

=
{(
〈SZ〉

)2
(ξJk − ηKk)2 +

[
D − 6〈O0

2〉 (K0 − ξJk)
]
×

×
[
D − 6〈O0

2〉 (K0 − ηKk)
]}1/2

. (22)

Вираз (22) збiгається з вiдповiдним виразом для
КФ (див. [36]). Однак, оскiльки 〈SZ〉 i 〈O0

2〉 у ФМФ
та КФ вiдрiзняються, границi стiйкостi в координатах
T − h в обох фазах взагалi не збiгаються.

Вiдзначимо, що лiнiя (21) збiгається з лiнiєю ФП
другого роду мiж фазою К<ФМZ та ФМФ, яку одер-
жано в роботi [20] (див. Вступ).

Рис. 1. Дiаграма стiйкостi мод спектра ФМФ легкоплощинного
магнетика з анiзотропною БОВ: 1 – зона стiйкостi мод спектра
ФМФ; 2 – зона нестiйкостi мод спектра ФМФ; 3 – лiнiя, яка
задається виразом (21); 4 – лiнiя, яка задається виразом (22).
Дiаграму побудовано при J0 = 0, 8; D = 0, 4; K0 = 1; ζ = 1, 2;

η = 0, 8; ξ = 1, 25

4. Дiаграма стiйкостi

Насамперед вiдзначимо, що у данiй роботi розглянуто
випадок, коли фаза К<ФМ< не реалiзується, тобто
виконується умова hc1 > hc2. Наведемо вирази для
критичних полiв hc1 i hc2, якi одержано в [24]:

hc1 =
√

[D + 4K0(1− η)][D + 4(K0 − ξJ0)],

hc2 = D − 2J0(1− ξ)− 2K0(1− η). (23)

На рис. 1 наведено дiаграму стiйкостi мод спектра
ФМФ у координатах θ̃ − h̃, де θ̃ = θ/K0, h̃ = hZ/K0.
При цьому параметри гамiльтонiана вибрано таким
чином, що виконується умова hc1 > hc2, тобто єди-
ною несиметричною фазою є фаза К<ФМ<. Зона 1 є
зоною стiйкостi мод спектра ФМФ, а зона 2 – зоною,
в якiй така стiйкiсть порушується. Лiнiї 3 та 4 зада-
ються виразами (21) та (22) вiдповiдно. В iнтервалi
значень зовнiшнього магнiтного поля h̃1 < h̃ < h̃2

спостерiгається реєнтрантна поведiнка стiйкостi мод
спектра. Наприклад, при h̃ = h̃∗ зi зниженням темпе-
ратури спочатку в точцi θ̃1 вiдбувається порушення
стiйкостi, а з подальшим зниженням температури в
точцi θ̃2 стiйкiсть мод спектра вiдновлюється.

Оскiльки лiнiя (21) є не лише лiнiєю порушення
стiйкостi мод спектра спiнових збуджень, але й лiнi-
єю ФП, доцiльно дослiдити залежнiсть температури
θ̃c ФП другого роду мiж фазою К<ФМZ та ФМФ вiд
значення константи анiзотропiї БОВ ζ при рiзних зна-
ченнях поля h̃. Таку залежнiсть наведено на рис. 2.
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Рис. 2. Залежнiсть температури ФП другого роду мiж ФМФ та
фазою К<ФМZ вiд константи ζ: 1 – hZ = 0, 6; 2 – hZ = 0, 8; 3

– hZ = 1. Усi лiнiї розраховано при J0 = 0, 8; D = 0, 4; K0 = 1

З рисунка видно, що температура переходу суттєво
залежить вiд константи ζ. При цьому за достатньо
великих ζ температура θ̃c майже не залежить вiд зна-
чення зовнiшнього поля h̃.

5. Обговорення результатiв

У запропонованiй роботi одержано вирази для двох
гiлок спектра спiнових збуджень у ФМФ. Обидвi гiл-
ки у довгохвильовiй межi мають квадратичний закон
дисперсiї. До того ж, для визначення гiлок спектра
спiнових збуджень умову D > 0 не використовували.
Тому вирази (17),(18) для гiлок спектра та (21), (22)
для межi стiйкостi мод спектра залишаються спра-
ведливими у випадку D < 0, тобто для легковiсного
магнетика.

Внаслiдок незбiгання меж стiйкостi ФМФ i КФ
(див. роздiл 3) на дiаграмi стiйкостi в координатах
T −h iснує зона, в якiй моди спектрiв обох фаз є стiй-
кими. Наявнiсть такої зони спричиняє два суттєвих
наслiдки. По-перше, лiнiя ФП мiж ФМФ i КФ збiга-
ється з лiнiєю, на якiй збiгаються значення вiльної
енергiї в обох фазах, при цьому ФП є переходом пер-
шого роду. По-друге, iснують двi зони метастабiль-
ностi. В однiй з них ФМФ є метастабiльною, а КФ
стабiльною, а в iншiй вiдбувається протилежна ситу-
ацiя. Таким чином, дiаграма стiйкостi не збiгається з
ФД. Дослiдження ФД, метастабiльних зон та впли-
ву констант анiзотропiї БОВ на ФП першого роду
мiж ФМФ i КФ буде опублiковано в наступнiй ро-
ботi.

Автор вважає за необхiдне вiдзначити, що запро-
понований у [36] метод можна безпосередньо вико-
ристовувати лише для тих фаз, якi зберiгають си-
метрiю гамiльтонiана, тобто КФ та ФМФ. У випад-
ку фаз зi спонтанно порушеною симетрiєю для ви-
користання запропонованого методу необхiдно спо-
чатку провести дiагоналiзацiю нульового гамiльто-
нiана за допомогою унiтарного перетворення. Для
фази К<ФМZ таке перетворення є однопараметри-
чним, а для К<ФМ< – двопараметричним. Розра-
хунок спектрiв спiнових збуджень у несиметричних
фазах при T 6= 0 буде темою окремого дослiджен-
ня.
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ФЕРРОМАГНИТНАЯ ФАЗА ОДНООСНОГО МАГНЕТИКА
В ПРИСУТСТВИИ АНИЗОТРОПНОГО
БИКВАДРАТИЧНОГО ОБМЕННОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

И.П. Шаповалов

Р е з ю м е

Исследована ферромагнитная фаза (ФМФ) одноосного магне-
тика с одноионной анизотропией (ОА) типа легкая плоскость
и анизотропным биквадратным обменным взаимодействием
(БОВ). Рассмотрен случай, когда значение узельного спина
равно единице. Получены выражения для двух ветвей спектра
спиновых возбуждений при конечных температурах и опреде-
лены условия устойчивости мод спектра. Построена диаграм-
ма устойчивости мод спектра в координатах T − h, из которой
следует, что при определенных условиях в системе с понижени-
ем температуры сначала происходит потеря устойчивости мод
спектра спиновых возбуждений, а затем, при дальнейшем по-
нижении температуры, устойчивость мод спектра восстанав-
ливается, т. е. наблюдается реентрантное поведение. Доказа-
но, что температура фазового перехода (ФП) второго рода ме-
жду ФМФ и фазой со спонтанно нарушенной симметрией су-
щественно зависит от константы анизотропии БОВ.

FERROMAGNETIC PHASE OF A UNIAXIAL MAGNET
WITH ANISOTROPIC BIQUADRATIC EXCHANGE

I.P. Shapovalov

I.I. Mechnikov Odesa National University
(2, Dvoryanska Str., Odesa 270100, Ukraine)

S u m m a r y

The ferromagnetic phase (FMP) of a uniaxial magnet with the

easy-plane single-ion anisotropy (SIA) and the anisotropic bi-

quadratic exchange interaction (BQEI) has been studied. The

case S = 1 for the site spin S has been considered. Expressions

for two branches of the spin excitation spectrum at finite temper-

atures T have been obtained, and the conditions for spectral mode

stability have been determined. The spectral mode stability dia-

gram in the T −h coordinates has been constructed. The diagram

testifies that, under certain conditions, the temperature decrease

is accompanied by a violation of the spectral mode stability fol-

lowed, as the temperature decreases further, by its restoration; i.e.

the reentrance phenomenon is observed. The temperature of the

second-order phase transition (PT) from the FMP into the phase

with spontaneously broken symmetry has been demonstrated to

depend considerably on the BQEI anisotropy constant.
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