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чки зору економії грошових ресурсів на придбання спеціалізованих при-
строїв для використання ресурсоємних продукційних систем. Проведено 
наступні дослідження: ринку планшетних пристроїв, найширше предста-
влених в Україні; оболонок продукційних систем, які можуть застосову-
ватися на мобільних пристроях; більш детально, з виділенням значимих 
характеристик, розглянуто вільно поширювані обгортки продукційних 
систем. Описано основні класи алгоритмів співставлення зі зразком. 
Представлені результати досліджень щодо доцільності застосування Rete 
та Treat для загальних випадків в прикладних задач.  

Ключові слова: продукційні системи, співставлення зі зразком, 
портативні пристрої. 
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Розроблена та обґрунтована на основі теорії оптимального ке-
рування станами багатокомпонентних систем, інтегральних пере-
творень Фур’є та Лапласа методика моделювання та функціона-
льної ідентифікації параметрів дифузії для неоднорідних наному-
льтикомпозитів, отримані аналітичні вирази градієнтів функціо-
налів нев’язок, компонентами яких є побудовані аналітичні 
розв’язки прямої і сряженої вихідної неоднорідної крайової задачі 
переносу та спряженої їй за Лагранжем задачі, виконано віднов-
лення коефіцієнтів дифузії для різних поверхонь спостережень. 

Ключові слова: масоперенос, математична модель, фун-
кціональна ідентифікація, інтегральне перетворення, неодно-
рідні середовища, градієнт функціонала невязки. 

Вступ. Дослідження дифузійних процесів в багатошарових нано-
композизитів і тонких наноплівок відкриває перспективи створення на 
базі матеріалів з відомими властивостями матеріалів та середовищ з но-
вими властивостями (нові явища провідності, дифузійно-адсорбційні 
ефекти тощо), виникнення яких головно пов’язано зі структурними змі-
нами середовищ при аґрегатуванні наношарів з різними властивостями 
[1–4; 15]. В цій праці на прикладі задач дифузії в згущених (Fe/Dy) маг-
нітних багатошарових наноплівках, утворених агрегацією наношарів з 
високопровідними і низькопровідними матеріалами (феромагнетики і 
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рідкоземельні елементи — диспрозіум, тербій), розроблена на основі 
теорії оптимального керування станами багатокомпонентних систем [5–
11; 17–18], інтегральних перетворень Фур’є та Лапласа [12–13] методика 
функціональної ідентифікації параметрів дифузії для неоднорідних на-
номультикомпозитів, отримані аналітичні вирази градієнтів функціона-
лів нев’язок [8; 14] та виконано відновлення коефіцієнтів дифузії для 
різних поверхонь спостережень.  

1. Неоднорідна математична модель з урахуванням двосторон-
ніх градієнтних взаємодій в елементах мультикомпозиту. Враховучи 
[1; 3], для мультикомпозитного наносередовища з n подвійних наноша-
рів двох середовищ з різними властивостями, для яких дифузія атомів 
компонентів 1 (Fe) і 2 (Dy) між суміжними наношарами, викликана ная-
вністю змінних в часі градієнтів концентрацій на інтерфейсних межах 
(рис. 1), математична модель такого переносу може бути описана так. 

 
Рис. 1. Схема градієнтної взаємодії компонентів  

між суміжними наношарами середовища 
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Крайові та інтерфейсні умови між тонкими шарами по z 
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з крайовими та інтерфейсними умовами між тонкими шарами по z 
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корені характеристичного многочлена 
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Із чотирьох умов (11), розв'язуючи систему рівнянь четвертого 
порядку, отримуємо 
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Підставляючи (13) в (11) для k-го шару отримуємо систему рів-

нянь четвертого порядку для визначення 2 2 2 2
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В результаті розв’язання системи (14) отримуємо 
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13 2 1 2 1 1 2k k k k k kk k k kch pl sh pl sh pl ch pl        , 

14 2 1 2 1 1 2k k k k k kk k k kch pl ch pl sh pl sh pl       

23 2 1 2 1 1 2k k k k k kk k k ksh pl sh pl ch pl ch pl        . 

В результаті функція Коші однозначно визначена і має вигляд 
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Крайові та інтерфейсні умови (6), (7) дають систему рівнянь 
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Функції *
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В припущенні однозначної розв’язності алгебраїчної системи 
(15), а саме, враховуючи природну умову відмінності визначника си-
стеми від нуля,  
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Використовуючи підхід щодо визначення елементів матриці 
впливу Коші та методику праць [12; 13], можна привести вирази для 

обчислення компонентів вектор-функцій ( , )
ksU p z  (17) приводяться 

до класичного вигляду: 
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 (18) 

Тут компоненти матриць впливу *( , )i
kj p z 

  та
,

( , )
k j

i p z 
  , що вклю-

чають структури типу ,

jm

k i
s , , , , 1, 2, 1,4

jm

k i
sv s m j i   і одержуються 

рекурентним способом шляхом обчислення визначників, що містять-
ся у виразах (18) [13].  

Особливими точками головних розв’язків крайової задачі (5)–

(7) — матриць впливу *( , )i
kj p z 

   та 
,

( , )
k j

i p z 
  , є точки галуження 

p   . Тому, згідно методики переходу до оригіналів, що ґрунтуєть-

ся на основі теореми Коші та леми Жордана, виконуємо перехід до 
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оригіналів за Лапласом, заміною інтегралу по контуру Бромвіча інте-
гралом по уявній вісі [12] 

1 * * *

* *
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1 1
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1 1
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                (19) 

Теорема 2.1 (про існування і обчислення оригіналів елементів 
матриці впливу). Якщо виконується умова параболічності вихідної 

системи (5) 11 22 12 21 0
k k k k

D D D D  , де коефіцієнти ijD D     систе-

ми, , 1,2i j   є обмеженими величинами, то елементи матриці впливу 

при p   прямують до нуля і існують оригінали за Лапласом еле-

ментів матриці впливу (19) [12]. 
В результаті з врахуванням одержаних головних розв’язків зада-

чі (5)–(7) та формул (19), отримуємо єдиний розв’язок що описує да-
ний вид масопереносу 
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   (20) 

Викладене вище дає підстави сформулювати наступну теорему. 

Теорема 2.2 (про розв’язність крайової задачі). Якщо викону-
ється умова однозначної розв’язності неоднорідної змішаної крайової 
задачі, задані і шукані функції є оригіналами за Лапласом, то 
розв’язок змішаної крайової задачі (5)–(7) існує і єдиний та визнача-
ється формулами (20) [6; 13].  

2. Постановка крайової задачі ідентифікації. Слідуючи [4; 10], 
пряма задача ідентифікації формулюється на основі вихідної задачі 
(1)–(4) із модифікацією умови (4) умовою 
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kz l
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 , 1, , 0,k n t T  . (41) 



Серія: Технічні науки. Випуск 12 

151 

Вважаємо, що коефіцієнти дифузії , , 1, 2spD s p   крайової за-

дачі (1)–(3), (41) є невідомими. Однак на поверхнях областей 

, 1, 1k k k n     , неоднорідного середовища відомі сліди 
розв’язків (концентрацій)  

    , ,
k k

k k
s sU t z f t z

 
 . (21) 

Тим самим отримана задача (1)–(3), (41), (21), що полягає в зна-
ходженні функцій  0,ksp TD C . 

Функціонал-нев’язка, що визначає величину відхилення шука-
ного розв’язку від слідів розв’язку, отриманого емпіричним шляхом 
на поверхнях k , запишеться у вигляді [8; 17]: 
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     — квадрат норми. Тут  
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Регуляризаційний вираз для 1n  -го кроку визначення функ-
ціональної залежності ідентифікації компоненти коефіцієнта дифузії 

1

1
k

n
spD   від часу, слідуючи [8; 17–18], з використанням методу мініма-

льних похибок, для кожного 1k -го шару 1 11, 1k N  : 
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 (23) 

Реалізація регуляризаційної процедури (23) полягає в послідов-
ному ітераційному відновленні компонентів коефіцієнтів дифузії 

 
1

1
11k

nD t ,  
1

1
12k

nD t ,  
1

1
22k

nD t  для кожної з поверхонь спостереження 

1 1 1, 1,k k N  , встановивши спочатку компоненту  
1

1
11k

nD t  при конс-

тантних значеннях інших (не залежних від часу). Наступним кроком є 

відновлення компоненти  
1

1
22k

nD t  при відновленій  
1

1
11k

nD t  для кож-

ного 1k -го сегменту, далі здійснюється відновлення компоненти 
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1

1
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nD t  при відновлених  
1

1
11k

nD t  і  
1

1
22k

nD t  для кожного 1k -го сег-

менту і цикл повторюється ще раз. 

Аналітичні вирази для компонентів градієнтів функціонала 
нев’язки (22), слідуючи мають вигляд [10, 11]: 
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 , 1 11, 1k N  .  

У [8] подані результати приведення інтегральних виразів типу (24 ) 
до аналітичного вигляду у формі зручній для обчислювальних процедур. 

4. Результати моделювання та ідентифікації. Результати ана-
лізу та ідентифікації коефіцієнтів дифузії для двох компонентів (Fe і 
Dy) з використанням запропонованої моделі ідентифікації подані на 
рис. 2–4 для різних дифузійних зрізів, що представляють поверхні 
спостереження 

1k  із загальною тривалістю спостереження 48 год та 

товщиною наномультикомпозиту 20 нм. Розглядалось чотири нано-
шари по 5 нм кожен. В якості даних експериментальних спостере-
жень використовувались результати (рис. 3), для багатокомпонентних 
(Fe/Dy) наноплівок отримані в лабораторії Фізики матеріалів Універ-
ситету м. Руан (Франція) [1].  
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Рис. 2. Експериментальні концентраційні Fe/Dy профілі 
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а) 

 
б) 

   
в) 

Рис. 3. Відновлення функціональної залежності компонентів 11 ,
m

D  12 ,
m

D
 

22m
D  коефіцієнта дифузії від часу на кожній ітерації [z = 7nm]:  

1) початкове наближення, ітерації: 2) 100-та, 3) 500-та, 4) 1000-та,  
5) 2500-та, 6) 3500-та, 7) 4500-та; 8) експеримент 
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Розглянуте нанокомпозитне середовище по товщині було розби-
те на 200 дифундуючих наношрів товщиною 0.1 нм, кожен з яких 
включає в себе відповідну поверхню спостереження. Такий підхід 
забезпечив ефективну пошарову реалізацію запропонованої методики 
функціональної ідентифікації компонентів коефіцієнтів дифузії, ви-
користовуючи результати спостережень покрокового атомно-
томографічного аналізу зразка для усіх розглянутих поверхонь спо-
стережень, що відповідає руху томографа вздовж зразка.  

На рис. 3 (а)) для поверхні спостереження, що відповідає просторо-
вому зрізу по товщині мультикомпозиту для координаті товщини z = 7 
nm, показаний процес еволюції функціональної залежності в часі коефі-

цієнта диффузії 
1

11k

nD , відновлений згідно регуляризаційної процедури 

ідентифікації, визначеною формулою (13). Тут подані групи ітерацій, що 
найсуттєвішим чином впливають на процес збіжності модельного 

розв’язку 
1

1k
U  до його експериментального сліду 

11
1 ( , )

k kf t  , візуаліза-

ція якого показана на наступній діаграмі (рис. 4). В якості початкового 
наближення для ідентифікації функціональної залежності компоненти 

коефіцієнту дифузії взято 0 8
11 ( ) 1.0 10

m
D t    м2/с. По мірі проходження 

ітерацій функціональна залежність 
1

11 ( )
k

nD t  змінюється по всьому часо-

вому діапазону. Для повноти картини тестування виконано понад 2500 
ітерацій, розбитих на групи. Для останньої групи ітерацій, як видно з 
поданих діаграм, досягається достатньо стійка картина профілю залеж-

ності 
1

11 ( )
k

nD t , що забезпечує максимальне наближення модельного роз-

в'язку 
11

1 ( , )
k

n
kU t   до експериментального сліду 

1
( )kf t . Як видно з рис. 4. 

наближення кривих модельного розподілу концентрацій 
1

1k
U  до кривої 

експериментального сліду здійснюється знизу вверх і забезпечую доста-
тньо повну картину збіжності. 

   
Рис. 4. Ітераційне наближення модельних концентраційних профілів 1m

U та 1
m

U до 

експериментального [z = 7nm]: 1) початкове наближення, ітерації: 2) 100-та,  
3) 500-та, 4) 1000-та, 5) 2500-та, 6) 3500-та, 7) 4500-та;  8) експеримент 
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Рис. 5 демонструє еволюцію зменшення значення функціоналу 
нев’язки між значеннями модельного концентраційного розподілу 

11
1 ( , )n

k
kU t  і сліду на кожній ітерації. Практично уже на сьомій групі 

ітерацій спостерігається зменшення нев’язки до нуля.  

   
а) 

 
б) 

Рис. 5. Еволюція зменшення нев’язок на кожній ітерації  

Діаграми б) і в) на рис. 3 демонструють аналогічні результати іден-
тифікації, отримані щодо еволюції функціональної залежності в часі 

компонентів коефіцієнта дифузії 
1

12k

nD (що визначає дифузію першої 

компоненти в присутності другої) та
 1

22k

nD  для цієї ж поверхні спостере-

ження (z = 7nm). Діаграма справа на рис. 4 візуалізує процес збіжності 

розв’язку 
1

2k
U  до його експериментального сліду 

11
2 ( , )

k kf t  . На проти-

вагу до 
1

1k
U , 

1
2k

U  демонструє наближення кривих модельного розподілу 

концентрацій зверху до кривої експериментального сліду, що також за-
безпечую достатню ефективність збіжності регуляризаційного процесу. 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

156 

В табл. 1–3 подані важливі результати мінімізації значень функ-
ціоналів нев’язок в залежності від вибору початкових наближень 
компонентів коефіцієнтів дифузії D11, D12. (часовий зріз t = 1250 c, 
просторовий зріз спостереження z = 7 nm) У відповідності з підхода-
ми викладеними в [10; 11], процеси регуляризації параметрів іденти-
фікації здійснюється за декількома циклами. На першому циклі регу-
ляризації (табл. 1) поряд з відтворенням параметрів здійснюється 
аналіз значень функціоналу нев'язки для завершальної групи ітерацій 
при різних комбінаціях початкових наближень відтворюваної групи 
коефіцієнтів дифузії (в нашому випадку, зокрема, розглядалась група 
з компонентів — D11, D12). Для кожної із відтворюваних компонентів 
задаються початкові можливі діапазони зміни їх значень, зокрема для 
D11 взятий діапазон 1.00e-08÷1.00e-06, для D12 — діапазон 1.00e-
10÷1.00e-08. Кожен з цих діапазонів розбивається на m1 (для D11) і m2 
(відповідно для D12) проміжних наближень від мінімального до мак-
симального до значення. Обчислені значення нев'язок при різних зна-
чення початкових наближень відновлюваних компонентів коефіцієн-
тів дифузії (D11, D12) занесені в табл. 1. На основі цих даних вибира-
ються пара наближень, що відповідає мінімальному значенню 
нев’язки. В нашому випадку мінімальному значенню функціонала 
нев'язки для вказаних діапазонів початкових значень компонентів 
коефіцієнтів дифузії (цикл 1) складає J(D11, D12)min = 0,00074, що від-
повідає відновлюваним значенням D11 = 1.00е-07 та D12 = 1.00е-09. 

Таблиця 1 

Залежності значень функціоналу-нев’язки  
від початкових значень D11, D12 (Цикл 1) 

Діапазони значень почат-
кових наближень для: 

коефіцієнта дифузії D12

1.00e-10 5.00e-10 1.00e-09 5.00e-09 1.00e-08

коефіцієнта 
дифузії 

D11 

1.00e-08 0,52406 0,48816 0,44329 0,08432 0,36439
5.00e-08 0,07822 0,05519 0,02639 0,20396 0,49190
1.00e-07 0,01348 0,00133 0,00074 0,16797 0,35313
5.00e-07 0,00982 0,00513 0,01985 0,04767 0,10633
1.00e-06 0,01000 0,00602 0,00104 0,03876 0,08852

На другому циклі регуляризації (табл. 2) здійснюється аналогіч-
ний аналіз значень функціоналу нев'язки J(D11, D12) для діапазонів 
початкових наближень відтворюваної групи параметрів, взятих в 
околах їх оптимальних значень,отриманих на попередньому циклі 
регуляризації, тобто D11 = 1.00е-07, D12 = 1.00е — (табл. 1). Для D11 

взятий діапазон 0.80e-07÷2.00e-07, для D12 — 0.700e-09÷3.00e-09. 
Кожен з цих діапазонів знову розбивається на ряд проміжних почат-
кових наближень як для першого циклу. Нові обчислені значення 
нев'язок при різних значення початкових наближень відновлюваних 
параметрів (D11, D12) аналогічно заносяться в табл. 2. Парою набли-
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жень, що відповідає мінімальному значенню функціонала нев'язки 
для даного циклу регуляризації (цикл 2) складає J(D11, D12)min = 
= 0,00005, що відповідає відновлюваним значенням коефіцієнтів ди-
фузії D11 = 1.50е-07 та D12 = 1.00е-09. 

Таблиця 2 

Залежності значень функціоналу-нев’язки  
від початкових значень D11, D12 (Цикл 2) 

Діапазони значень поча-
ткових наближень для: 

коефіцієнта дифузії D12

0.7.0e-09 0.8.5e-09 1.00e-09 1.50e-09 3.00e-09

коефіцієнта 
дифузії 

D11 

0.8.0e-07 0,00007 0,00244 0,00481 0,01271 0,03642
0.90e-07 0,00180 0,000118 0,00215 0,00872 0,02842
1.00e-07 0,00278 0,00102 0,000746 0,00661 0,02420
1.50e-07 0,00333 0,00169 0,00005 0,00542 0,02182
2.00e-07 0,00365 0,00208 0,00051 0,000473 0,02044

На третьому циклі регуляризації (табл. 3) аналізуються значення 
функціоналу нев'язки J(D11, D12) для діапазонів початкових набли-
жень відтворюваних параметрів, взятих в околах їх оптимальних зна-
чень,отриманих на другому циклі регуляризації, тобто D11 = 1.50е-07, 
D12 = 1.00е-09 (табл. 2). Для D11 взято діапазон 1.30e-07÷1.70e-07, для 
D12 — 0.80e-09÷1.20e-09, де кожен з них знову аналогічно попереднім 
циклам ще дрібніше розбивається на ряд проміжних початкових на-
ближень. Нові обчислені значення нев'язок при різних значення поча-
ткових наближень відновлюваних параметрів (D11, D12) аналогічно 
заносяться в табл. 3. Як видно з табл. 3 мінімальне значення функціо-
нала нев'язки для даного циклу регуляризації (цикл 3) складає теж 
саме, щ отримане на попередньому циклі регуляризації J(D11, D12)min = 
= 0,00005. Цьому мінімальному значенню функціонала відповідає та 
сама ж пара наближень, що і на попередньому циклі: D11 = 1.50е-07 та 
D12 = 1.00е-09. Це свідчить по суті про досягнення глобального міні-
муму, а відтак про завершення процесу регуляризації. Одержані у 
такий спосіб величини D11 = 1.50е-07 та D12 = 1.00е-09 можна прийня-
ти за відновлювані значення коефіцієнтів дифузії для досліджуваних 
часових і просторово розподілених зрізів спостережень.  

Таблиця 3 
Залежності значень функціоналу-нев’язки  
від початкових значень D11, D12 (Цикл 3) 

Діапазони значень почат-
кових наближень для: 

коефіцієнта дифузії D12

0.80e-09 0.90e-09 1.00e-09 1.10e-09 1.20e-09

коефіцієнта 
дифузії 

D11 

1.30e-07 0,00208 0,00097 0,00014 0,00126 0,00237
1.40e-07 0,00214 0,00103 0,00008 0,00118 0,00229
1.50e-07 0,00220 0,00111 0,00005 0,00105 0,00214
1.60e-07 0,00224 0,00119 0,00011 0,00098 0,00205
1.70e-07 0,00228 0,00123 0,00016 0,00092 0,00200
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Слід відмітити, що дану запропоновану багато циклову схему регу-
ляризації ідентифікованих параметрів можна поширити на системи пе-
реносу, що потребують одночасної ідентифікації трьох і більше кінетич-
них параметрів. Тоді для цих випадків будемо мати справу не з двовимі-
рними матрицями значень функціоналів нев’язки, а з три- і більше вимі-
рними масивами, для яких уже потрібно розглядати n-нарні (потрійні і 
більше) комбінації проміжних значень початкових наближень та знахо-
дити для них мінімум функціоналу нев’язки. Реалізація такої n-нарної 
схеми ідентифікації буде більше представляти як технічну пробле-
му,пов’язану з організацією паралельних обчислень та використанні 
високошвидкісних обчислювальних кластерів. 

Рис. 6. ілюструє порівняльний аналіз побудованих концентраційних 
профілів (компонента Fe) вздовж координати товщини для окремого 
фрагменту мультикомпозиту в діапазоні 0 < z < 4,3 nm, а саме профілю 
концентрацій, побудованого з урахуванням відтворених коефіцієнтів 

дифузії 11m
D  та 22m

D  за процедурою функціональної ідентифікації (кри-

ва 1), профілю, побудованого — за константними початковими значен-
нями відповідних коефіцієнтів дифузії (2 — пунктирна крива), що як 
правила використовуються в традиційних наближених розрахунках та 
експериментальним слідом на цій ділянці (кривою 3).  

 
Рис. 6. Концентраційні Fe профілі вздовж координати товщини,  

побудовані за коефіцієнтами дифузії 11m
D  та 22m

D , відтвореними 

 за процедурою функціональної ідентифікації (1 — суцільна крива)  
та — за константними початковими значеннями  

(2 — пунктирна крива) та експериментальним слідом (крива 3) 

Як видно з рис. 6, концентраційна крива, отримана з допомогою 
ідентифікованих функціональних залежностей коефіцієнтів дифузії 
суттєво відрізняється (більше 20%) від профілю, побудованого — за 
усередненими константними значеннями відповідних коефіцієнтів 
дифузії, взятим в початковий момент часу та значно краще наближає 
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експериментальний профіль (крива 3) вздовж всього досліджуваного 
діапазону. Ідентифіковані функціональні залежності коефіцієнтів 

дифузії 11m
D , 12m

D та 22m
D  як функції від часу відображають реальні 

їх значення для конкретних моментів часу дифузії, відтворені за слі-
дами конкретних спостережень, тому, без сумніву, концентраційна 
крива 1 дає якісніший опис кінетики дифузії, ніж крива 2, що підтве-
рджується порівнянням з експериментальним слідом.  

Висновки: Розроблена на основі теорії оптимального керування 
станами багатокомпонентних систем, інтегральних перетворень Фур’є та 
Лапласа методика моделювання та функціональної ідентифікації пара-
метрів дифузії для неоднорідних наномультикомпозитів, отримані аналі-
тичні вирази градієнтів функціоналів нев’язок, компонентами яких є 
побудовані аналітичні розв’язки вихідної неоднорідної крайової задачі 
переносу та спряженої їй за Лагранжем задачі, виконано відновлення 
коефіцієнтів дифузії для різних поверхонь спостережень 
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