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Релаксація енергії зв’язку електронів з фононами в металах 
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вул. Метрологічна, 14б, 
03143 Київ, Україна 

Досліджується релаксація енергії електронів на коливаннях ґратниці у 

металах. Розподіл енергії по станах вважається рівноважним, що можна 

описати функціями Фермі та Бозе. Одержано аналітичну формулу для 

втрати електронної енергії за одиницю часу, необхідної для запуску акус-
тичних коливань ґратниці. Показано, що величина поглинутої ґратни-
цею потужности визначається співвідношеннями температур Дебайової 
та ґратниці, а також температур ґратниці й електронів. 

Ключові слова: метали, електрон-фононний зв’язок, температура елект-
ронів. 

The relaxation of electron energy by means of the lattice vibrations in a metal 
is investigated. The energy distribution between the states is considered as 

equilibrium one that can be described by the Fermi and Bose functions. An 

analytical formula is obtained for the electron-energy loss per unit time that 

is necessary to trigger the lattice acoustic vibrations. As shown, the value of 

power absorbed by lattice is defined by both relations of the Debye tempera-
ture to the lattice temperature and the lattice temperature to the electrons’ 
temperature. 

Key words: metals, electron–phonon coupling, electrons’ temperature. 

Исследуется релаксация энергии электронов на колебаниях решётки в 
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металлах. Распределение энергии по состояниям считается равновесным, 

таким, что можно описать функциями Ферми и Бозе. Получена аналити-
ческая формула для потери электронной энергии в единицу времени, не-
обходимой для запуска акустических колебаний решётки. Показано, что 

величина поглощённой решёткой мощности определяется соотношения-
ми температур Дебая и решётки, а также температур решётки и электро-
нов. 

Ключевые слова: металлы, электрон-фононная связь, температура элек-
тронов. 

(Отримано 20 жовтня 2017 р.) 
  

1. ВСТУП 

Взаємодія між електронами і фононами є однією з головних харак-
теристик у вивченні фундаментальних властивостей фізики кон-
денсованих середовищ. Загальна теорія розсіяння електронів на 

фононах розвивалася багатьма авторами, і її основні результати 

можна знайти, наприклад, у Займановій монографії [1]. Різні аспе-
кти цієї проблеми у випадку об’ємних металів досліджувались у ро-
ботах [2–12]. Основи теорії електрон-фононної взаємодії розробля-
лися в роботах [2–4]. Електрон-фононна релаксація відіграє важ-
ливу роль у високочастотних електронних приладах [5, 6] та в уль-
тракоротких лазерних процесах [7], коли електрони і фонони пере-
бувають у нерівноважному стані через велику ріжницю їхніх теп-
ломісткостей. Нерівноважний обмін енергією між електронами і 
ґратницею було вперше теоретично оцінено у роботі [8]. З практич-
ного боку потрібно знати, якою буде електронна температура і тем-
пература ґратниці протягом підігрівання металів коротким лазер-
ним імпульсом. До певної міри це завдання розв’язує добре відомий 

двотемпературний модель [9–12], який ґрунтується на двох дифе-
ренційних рівняннях балансу потоків тепла в об’ємних металах. 
 Є значний інтерес у встановленні зміни енергії електрон-
фононного зв’язку при зменшенні розмірів об’ємних металів до ме-
талевих наночастинок, металевих острівців, плівок або кластерів, 

де значний вплив на всі процеси відіграє поверхня частинки [13–
16]. Він зумовлений більш загальною фізичною проблемою, а саме, 

як трансформуються добре відомі фізичні параметри, коли просто-
рові розміри металу зменшуються і поверхня починає виступати як 

додатковий розсіювач? Для цього необхідно спочатку вияснити 

особливості зв’язку електронів з фононами в об’ємних металах. 
 У даній роботі запропоновано новий підхід до обчислення енергії 
електрон-фононної взаємодії у металах. Він уможливлює аналітич-
но оцінити згасання енергії електронів на коливаннях ґратниці в 

об’ємному металі, залежно від температур електронів і ґратниці. 
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 Далі статтю побудовано так: загальні теоретичні положення по-
дано у другому розділі; розділ 3 присвячено обчисленню зміни ене-
ргії електронів при зіткненні з фононами; останній розділ містить 

короткі висновки. 

2. ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 

Взаємодію електромагнетної хвилі (ЕМ) з металом вивчатимемо у 

рамках класичної оптики. Вважається, що кожен електрон отри-
мує від зовнішнього поля поштовх, який прискорює його рух, і де-
який час, званий часом життя , він рухається вільно. Однак, при 

зіткненні з ґратницею його швидкість губиться, і надлишкова енер-
гія передається коливанням йонів. У такому випадку говорять про 

народження та знищення фононів. 
 Ефективність передачі енергії від лазерного пучка до металу іс-
тотно залежить від середньої довжини вільного пробігу (СДВП) 

електрона провідности в нескінченому об’ємі l  та від Дебайової до-
вжини lD, яку визначають як ,

D F D
l  де F  — швидкість елект-

рона на межі Фермі, а D позначає Дебайову частоту. Параметер lD 

відіграє важливу роль в обміні енергією між гарячими електронами 

і ґратницею. Його значення для шляхетних металів подано в табл. 1 

разом з концентрацією електронів ne і Дебайовою температурою TD. 
 У класичному випадку вільних електронів в об’ємі металу зга-
сання ( ,

b  де  — частота електронних зіткнень) зумовлено роз-
сіянням електронів на фононах, дефектах ґратниці чи на домішках, 

які, загалом, скорочують СДВП електрона. У цьому випадку часто 

подають об’ємне згасання як 1/ / .
b F

l  
 Об’ємне розсіяння не спричиняє значного згасання у високочас-
тотному випадку, коли 1 ; тут  — кутова частота світла, а  — 

час життя електрона (або час релаксації), який можна оцінити як 

1/   . За обмежених розмірів металу починає відігравати роль по-
верхневе розсіяння. Його внесок у згасання є незначним, коли 

 
2 2

/ 1l d , (1) 

ТАБЛИЦЯ 1. Значення деяких параметрів для шляхетних металів. 

TABLE 1. The values of some parameters of noble metals. 

Параметер 
Метал 

lD, Å 
,l  Å 

[17] 
F, см/с 

[18] 
ne, см

3
 

[18] 
D, c

1
  

[19] 
TD, К 

[19] 

Cu 1197 399 1,57 108 8,45 1022 4,49 1013 315 

Ag 1552 533 1,39 108 5,85 1022 2,95 1013 215 

Au 1968 377 1,394 108 5,90 1022 2,16 1013 170 
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де d — розмір металу, і стає важливим, якщо 

 max (1, / ).l d  (2) 

 Аби оцінити вплив електронного розсіяння на поверхні, часто 

використовують таке емпіричне співвідношення [20, 21] 

 eff ,s FA l  (3) 

де leff — ефективна СДВП електрона і A — деякий феноменологіч-
ний фактор. Однак ця формула може бути застосовною лише до ме-
талевих кластерів сферичної форми у випадку, коли СДВП елект-
рона l є меншою від їхнього розміру. 

3. ЗМІНА ЕНЕРГІЇ ВЗАЄМОДІЇ ЕЛЕКТРОНІВ 
ПРИ ЗІТКНЕННІ З ФОНОНАМИ 

Розглядатимемо розсіяння EM-хвиль у металі з розмірами, набага-
то більшими від .l  Тоді зіткнення електронів провідности з коли-
ваннями ґратниці стають найвпливовішим релаксаційним проце-
сом, і жодні інші обміни енергією електронів не розглядатимемо. 
 Опромінення масивного металу на початковому етапі веде до на-
грівання в його середині електронного газу. Оскільки час встанов-
лення рівноваги між електронами після збудження є набагато мен-
шим, ніж час встановлення рівноваги між електронами та ґратни-
цею, то можна вважати, що електронний газ знаходиться у рівно-
важному стані з фермі-діраківським розподілом за енергією окре-
мих електронів, тобто 

 
( )/ 1

( 1)Bkn e k

k
, (4) 

де  — температура електронів, а  — хемічний потенціял, який 

визначають через концентрацію nе електронів за виразом [22] 

 

2/3 23 (2 )
,

8 2

e
n

m
 (5) 

де m — маса електрона. 
 Вважається, що температура електронів  набагато перевищує 

температуру ґратниці, яку позначимо літерою Т:   T. Максима-
льна ріжниця температур між електронами і ґратницею, яка задає 

час релаксації електронів, визначається швидкістю передачі тепла 

від електронів до ґратниці. 
 Обчислимо ту кількість енергії, яка передається від електронів 

до ґратниці в одиницю об’єму за одиницю часу за довільних темпе-
ратур. Відповідно до стандартної методики [23], 
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3

( ( )/ ) ( ) ,
(2 )

dU V
W dN t dt E d

dt
q

q q  (6) 

де V — об’єм кристалу, вираз в круглих дужках під інтеґралом опи-
сує зміну числа фононів за одиницю часу в одиниці об’єму, 

( )
s

E q q  — енергія фонона з імпульсом q, s  — швидкість зву-
ку в кристалі. 
 Нехай ,i i

Pk k q  — ймовірність переходу електрона із стану з хви-
льовим вектором ki в стан з хвильовим вектором ki  q. При взаємо-
дії електрона з ґратницею народжується або поглинається фонон; 

при цьому виконуються закон збереження імпульсу q  kf  ki та за-
кон збереження енергії: 

 

2 2 2
2 2

( ) ( ),
2 2 2

f i
f i

m m
k k E q

m
 

( )
2 sin ,

2
F

s

E q
m  (7) 

де i — початкова, а f — кінцева швидкості електрона, F — швид-
кість електрона на сфері Фермі,  — кут між початковим і кінцевим 

напрямками швидкости електрона. Знак ( ) відповідає поглинанню 

фонона, а знак ( ) — його народженню. Приблизно протягом поло-
вини часу життя електрон може прийняти участь у зіткненні з ви-
пусканням фонона, а в іншу половину цього часу може відбутися 

його зіткнення з поглинанням фонона. Вважаючи взаємодію елект-
ронів з ґратницею лінійною стосовно координат осциляторів звуко-
вого поля, тобто пропорційною зміщенню йонів, ймовірність випу-
скання фонона одержимо пропорційною числу Nq  1, а ймовірність 

його поглинання — Nq. З урахуванням закону збереження енергії 

ця ймовірність буде: Pk,k q ( ( ) )
i f

Ek kq . Таким чином, виходячи 

зі сказаного, одержуємо: 

 
2

, 2
( ),

s

D
P E

V
k k

q  (8) 

де D — стала взаємодії електрона з ґратницею,  — густина маси 

кристалу, k   k  q. 
 Знайдемо зміну числа фононів за одиницю часу, що входить у (7). 

За Гаррісоном [23], 

 

3

,

( )/ 2(2 )

{( 1) (1 ) (1 )} ( ( ) ) .
i i f i i f i f f

dN t dt

P N n n N n n E dV

q

k k q q k k q k k k k k
q

 (9) 

Тут 

 
( )/ 1

( 1)BE k TN e q

q
. (10) 
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У виразі (9) зміну числа фононів у часі зумовлено їх народженням і 
знищенням. Такі процеси можуть відбуватися за умови, що швид-
кість електронів є більшою за швидкість звуку в кристалі. У такому 

випадку «народження» фонона відповідає класичному черенковсь-
кому випромінюванню. Коли температури електронів і фононів зрі-
внюються, вираз (9) стає нулем. Проведемо обчислення виразу (9), 

коли ці температури різні. Подамо спочатку вираз у фіґурних дуж-
ках (9) явно через відповідні енергії та температури, скориставшись 

функціями розподілу для nk і Nq та законом збереження енергії 
( ).

i f
E q

k k  Після простих алґебричних перетворень одержуємо 

 ( ( ))/( )/ ( )/

( )/ ( )/ ( ( ))/

( 1) (1 ) (1 )

1
.

11 1

f i i f

BfB B

B B Bf f

E q kE q k T E q k

k E q k T E q k

N n n N n n

e e e

ee e

k

k k

q k k q k k

 (11) 

Підставивши цей вираз у (9), перейдемо у ньому до інтеґрування за 

кінцевими станами у просторі квазиімпульсів за правилом 

 
max2

2

0 0 0
sin ,

f

k

f f
dV d d k dk

k  (12) 

де kmax  kF — максимальний імпульс електрона (ферміївський), та 

візьмемо до уваги властивість -функції 

 2 2 1
( ) [ ( ) ( )].

2
x a x a x a

a
 (13) 

В результаті знаходимо: 

 
( )/ ( )/3/2 2

4 2 ( )/ ( )/

(2 ) ( )
( ) ( ) .

4 ( 1)( 1)

B B

B B

E q k T E q k

F E q k E q k T

s

d m D E q e e
N t E q

dt V e e
q  (14) 

Якщо врахувати рівність 

 
2

( ),
2

s
F

m
E q  (15) 

то формула (9) перепишеться у вигляді 

 
( )/ ( )/2 2

4 ( )/ ( )/

( )
( ) .

2 ( 1)( 1)

B B

B B

E q k T E q k

E q k E q k T

s

d m D E q e e
N t

dt V e e
q  (16) 

Знак у знаменнику формули (16) відрізняє її від відомого раніше 

виразу з роботи [8]. Відмінність виникла через низку припущень, 

зроблених у роботі [8], які значно полегшували авторам подальші 
обчислення. 
 Знаючи динаміку ( )N t

q , перейдемо до обчислення величини пог-
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линутої потужности W. Перейдемо в (6) до сферичної системи коор-
динат. Використовуючи (16), одержимо 

 
2 2 ( )/ ( )/

4

3 2 ( )/ ( )/

0

2
.

(2 ) ( 1)( 1)

D B B

B B

q E q k T E q k

s

E q k E q k T

m D e e
W q dq

e e
 (17) 

Виконаємо тут наступну заміну змінних: 

 [ /( )]
s B

k T q x  (18) 

і скористаймося рівністю .s D B Dq k T  Тоді ( / )( / )
D D

x q q T T , і ви-
раз (17) перепишеться у вигляді: 

 2

3

2
( / ) ,

(2 )

sW mD I  (19) 

де через I ми позначили інтеґрал 

 

/ /
5 5 4

/

0

( / ) .
( 1)( 1)

DT T x xT

D D x xT

e e
I q T T x dx

e e
 (20) 

Оскільки усереднена для 39 металів Дебайова температура складає 

ТD  250 К, а електронна температура  у середньому сягає 7500 К, 

то на верхній границі інтеґрала (20) показник експоненти (з відно-
шенням температур) сягне величини ТD/   1/30, а сама експонента 

буде e
1/30

  1,034. Отже, у межах інтеґрування множник 
/

( 1)
xTe  у 

знаменнику підінтеґрального виразу (20) можна вважати рівним 

 2. Таким чином, з великою точністю обчислення інтеґрала І зво-
диться до обчислення інтеґрала 

 

/5 /
5 4

0

0

( / ) .
2 1

DT T x xT

D
D x

q e e
I T T x dx

e
 (21) 

Коли температури зрівнюються (Т  ), очевидно, I0  0. Якщо ско-
ристатися рівністю 

 
1

0

( 1) ( ) / !, | | 2 ,
xz z n

n

n

ze e B x z n z  (22) 

де ( )
n

B x  — Бернуллійова функція n-го порядку [24], то результат 

інтеґрування можна подати у вигляді: 

 

5 45

0

0

1
( 1) ,   2

2 !( 4)

n

nD D D
n n

nD

q T TT T
I B B

T T n n T
. (23) 

 У випадку Т  , (1) ( 1) (0) ( 1) ,
n n

n n nB B B  де Bn — Бернуллі-
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йові числа, і I0  0. 
 Обчислення нескінченої суми з Бернуллійовими функціями в 

(23) може бути складним. Тому підемо іншим шляхом. Використо-
вуючи значення 

 

1/ 1
/

1
10

( 1) 1 ( 1)
,
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D

D D
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s s n
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 (24) 

та тотожності [24] 
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 (25) 

знаходимо: 

 

5 525

(4)

3

55

1

1
(5) (5) (1 )

5(2 )

(5)
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DD D D

D s D

D
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n
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e e e n e n

T n T

 (26) 

Тут (a, b, z) — конфлюентна або Куммерова вироджена гіпергео-
метрична функція, (z) — Ойлерова гама-функція, (z) — Ріманова 

дзета-функція, 
( )

( )
n z  — полігама-функція [24]. 

 Аналітичний результат (26) було чисельно зіставлено з чисель-
ним інтеґруванням формул (20) і (21). У широкому діяпазоні від-
ношень Т/  ми одержали збіг результатів. Збіг тим ліпший, чим 

менше відношення Т/ . У випадку T   полігама-функція 
(4)

(1) (5) (5) , і ми остаточно одержуємо: 
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4. ВИСНОВКИ 

Одержано загальну формулу для енергії, яка передається електро-
нами ґратниці в одиницю об’єму за одиницю часу за довільних тем-
ператур електронів і ґратниці. Вона уможливлює аналітично оці-
нити швидкість згасання (чи часу розпаду), зумовленого розсіян-
ням електронів в об’ємному металі. Цей результат може бути важ-
ливим для аналізи транспортних та оптичних властивостей для до-
вільних металів і для більш точної оцінки в подальшому енергії 
електрон-фононного зв’язку в металевих наночастинках. 
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