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C ïîìîùüþ âûâåäåííîãî èíòåãðàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåíû ñïåêò-
ðàëüíûå è ðåëàêñàöèîííûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â ñëîèñòûõ
ïðîâîäíèêàõ ñ êâàçèäâóìåðíûì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà. Ðåçóëüòàòû
äåìîíñòðèðóþò çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ îò ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ìåòàëëà.

Çà äîïîìîãîþ âèâåäåíîãî iíòåãðàëüíîãî äèñïåðñiéíîãî ðiâíÿííÿ ðîçãëÿíóòî ñïåêò-
ðàëüíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi ïîâåðõíåâèõ ïëàçìîâèõ êîëèâàíü ó øàðóâàòèõ ïðî-
âiäíèêàõ ç êâàçiäâîâèìiðíèì õàðàêòåðîì ðóõó íîñi¿â çàðÿäó. Ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü
çíà÷íi âiäìiííîñòi âiä âèïàäêó içîòðîïíîãî ìåòàëó.

PACS: 73.20.Mf

1. Ââåäåíèå

Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ, ò.å.
âûñîêî÷àñòîòíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðýëå-
åâñêîãî òèïà [1,2], ñîäåðæàùèå ïðîäîëüíóþ êîì-
ïîíåíòó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ëîêàëèçîâàííûå
âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ìåòàëë–âàêóóì (ëèáî,
âîîáùå, ïðîâîäíèê–äèýëåêòðèê), íàáëþäàëèñü è
ïîëó÷èëè êà÷åñòâåííî ÿñíóþ òåîðåòè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ [3] óæå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé íà-
çàä. Îáçîðû [4,5] è ñïåöèàëüíûå ãëàâû â ìî-
íîãðàôèè [6] (ñì. òàêæå öèòèðîâàííóþ â íèõ
ëèòåðàòóðó) äàþò äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èçëîæå-
íèå âîïðîñà. Îäíàêî ðàçâèòàÿ òàì ãèäðîäèíàìè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ ôàêòè÷åñêè áàçèðóåòñÿ íà èçîòðîï-
íîé ìîäåëè ìåòàëëà Äðóäå–Ëîðåíöà è ëèøü â
îáùèõ ÷åðòàõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ðåàëüíûì
ïðîâîäÿùèì êðèñòàëëàì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âíè-
ìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëå÷åíî ê ñèíòåòè÷åñ-
êèì ìåòàëëîïîäîáíûì ñîåäèíåíèÿì, â òîì ÷èñëå
îðãàíè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îáëàäàþùèì ÿðêî
âûðàæåííîé ñëîèñòîé ëèáî öåïî÷å÷íîé êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è ðåçêîé — äîñòèãàþùåé

íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ — àíèçîòðîïèåé êàê ñòàòè-
÷åñêîé, òàê è âûñîêî÷àñòîòíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñ-
òè. Êàê ïðàâèëî, òàêèå îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ
ýôôåêòèâíî ñíèæåííîé ðàçìåðíîñòüþ ýëåêòðîí-
íîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà, ò.å. îòêðûòûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè Ôåðìè òèïà «ãîôðèðîâàííûé öè-
ëèíäð» ëèáî «ãîôðèðîâàííàÿ ïëîñêîñòü» [7].

Ïîñëåäîâàòåëüíûé ó÷åò âëèÿíèÿ àíèçîòðîïèè
ýëåêòðîííîãî çàêîíà äèñïåðñèè íà ñâîéñòâà ïî-
âåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ìîæåò áûòü âûïîëíåí
ëèøü â ðàìêàõ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, îñ-
íîâàííîãî íà êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè è êîððåêò-
íîì ðåøåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ìåòàëëè÷åñêî-
ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà*. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê
èíòåãðàëüíîìó äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ, ðå-
øàÿ êîòîðîå (â êàæäîì èç ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷-
íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ) ìîæíî åäèíûì îáðàçîì
îïèñàòü êàê äèñïåðñèþ, òàê è çàòóõàíèå ïðèïî-
âåðõíîñòíûõ ïëàçìåííûõ âîëí.

Ïðè íåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ýòî è áóäåò ñäåëàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ñëî-
èñòîãî ïðîâîäíèêà ñ êâàçèäâóìåðíûì ýíåðãåòè-
÷åñêèì ñïåêòðîì íîñèòåëåé çàðÿäà.
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* Ïëàçìåííûå âîëíû â òîíêèõ ïëåíêàõ, à òàêæå êâàíòîâûå ýôôåêòû â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.



2. Âûâîä äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü âîëíîâîé âåêòîð k è âíóòðåííÿÿ íîð-
ìàëü n ê ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè îáðàçöà íàïðàâëå-
íû âäîëü ãëàâíûõ — êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ — êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ
îñåé. Ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ÒÌ-âîëíó,
â êîòîðîé âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ëåæèò â
ïëîñêîñòè (k,n). Áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà

∇  ⋅ 




∂E
∂t

 + 4πj



 = 0 (1)

è (ïîêà) ïðåíåáðåæåì çàïàçäûâàíèåì, ñâÿçàííûì
ñ êîíå÷íîñòüþ ñêîðîñòè ñâåòà, îñòàâëÿÿ â îïðåäå-
ëåíèè ïîëÿ ëèøü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë: E = −∇ ϕ.
Òîãäà â ïóñòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå xn < 0 ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêàÿ âîëíà èìååò âèä

E ≡ 




Ek
En




 = En(−0) 



i
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 exp (ik⋅x + kn⋅x − iωt)   (2)

(â äàëüíåéøèõ ôîðìóëàõ îáùèé âðåìåííîé ìíî-
æèòåëü exp (−iωt) áóäåì îïóñêàòü). Âíóòðè æå
ìåòàëëà (xn ≥ 0) ïëîòíîñòü òîêà

j ≡ − e 〈vψ〉 ≡ − 
2e

(2πh−)3
 ∫ dSF

v
 vψ (3)

ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

vn 
∂ψ
∂xn

 + i 

k⋅v − ω − 

i

τ



 ψ = −ev⋅E (4)

äëÿ íåðàâíîâåñíîé ÷àñòè ψ ýëåêòðîííîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Çäåñü v — ñêîðîñòü ýëåêòðîíà;
óñðåäíåíèå â (3) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôåðìè-ïîâåðõ-
íîñòè SF . Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèå î «ðåçêîé» ãðàíèöå ìåòàëëà, ñíàðóæè êîòî-
ðîé òîê ïðîâîäèìîñòè îòñóòñòâóåò. Äëÿ äðóãèõ
ïðîâîäÿùèõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð äëÿ ðàçðåæåí-
íîé ïëàçìû, áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîæåò îêàçàòüñÿ
ìîäåëü ìàêðîñêîïè÷åñêè «íåðåçêîé» ãðàíèöû, èñ-

ïîëüçîâàííàÿ â [8]. Êñòàòè, èìåííî àâòîðû ðàáîòû
[8] óêàçàëè íà æåëàòåëüíîñòü ìèêðîñêîïè÷åñêî-
ãî (ò.å. èñïîëüçóþùåãî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå)
îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò âûñîêèå ÷àñòîòû,
ñðàâíèìûå ñ ïëàçìåííîé è ñóùåñòâåííî ïðåâû-
øàþùèå îáðàòíûå âðåìåíà ðåëàêñàöèè íîñèòåëåé
ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ìû ïðåíåáðåæåì êàê
îáúåìíûì, òàê è ïîâåðõíîñòíûì èõ ðàññåÿíèåì.
Ïåðâîå îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ïðåäåëó ω + i/τ → ω + i0
â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè*, à âòîðîå — ïðèíÿòèå
«çåðêàëüíîãî» ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ**ê íåìó:

ψ(+0,vn) = ψ(+0,−vn) . (5)

Óñëîâèå (5) ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ïðèìåíåíèå
ìåòîäà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2)–(4): åñëè òåïåðü ÷åòíûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü
ôóíêöèþ Ek(xn) íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü xn è
íå÷åòíûì — ôóíêöèþ En(xn), òî ïðîäîëæåííàÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (4) ôóíêöèÿ ψ(xn) íå áóäåò èìåòü
(íåèçâåñòíîãî è ïîäëåæàùåãî ñïåöèàëüíîìó âû-
÷èñëåíèþ) ñêà÷êà â xn = 0, à òîê ÷åðåç ãðàíèöó
àâòîìàòè÷åñêè îáðàòèòñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòå
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå xn (ñ
èíäåêñîì q) ïëîòíîñòü òîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
òåíçîð íåëîêàëüíîé ïðîâîäèìîñòè σαβ òàêèì æå
îáðàçîì, êàê è â íåîãðàíè÷åííîì ìåòàëëå:

j~α(k,q) = σαβE
~

β(k,q) ;

σαβ = ie2 〈 vαvβ

ω − Q⋅v
〉  ; Q ≡ k + nq

(α,β = k,n) .

(6)

Â ôóðüå-îáðàçàõ (îíè îòìå÷åíû «òèëüäîé»)
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2)– (4) ñ çàäàííûì
çíà÷åíèåì íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ íà ãðà-
íèöå (En(+0)) èìååò âèä

E~ = 2En(+0) 
Q

iQ2º(Q,ω)
 ; (7)

*  Ìàëóþ ìíèìóþ äîáàâêó ê ÷àñòîòå — ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì — íèæå ñëåäóåò ïîäðàçóìåâàòü âåçäå, ãäå ýòî
òðåáóåòñÿ äëÿ ñõîäèìîñòè ëèáî äëÿ âûáîðà äîëæíûõ âåòâåé ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé.

** Ñòðîãî ãîâîðÿ, «çåðêàëüíîå» óñëîâèå îïðàâäàíî ëèøü äëÿ èäåàëüíîé ãðàíèöû îáðàçöà, ïàðàëëåëüíîé êðèñòàë-
ëîãðàôè÷åñêîé ïëîñêîñòè îòðàæåíèÿ è ïîâòîðÿþùåé åå ñèììåòðèþ, ëèáî â ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííû
ìàëûå óãëû ïàäåíèÿ ÷àñòèö (ñì. [9] ), êàê â ðàññìàòðèâàåìîì íèæå ñëó÷àå Â, êîãäà ïîâåðõíîñòü ïàðàëëåëüíà
ñëîÿì. Îäíàêî â èçâåñòíûõ çàäà÷àõ ýëåêòðîäèíàìèêè ìåòàëëîâ ó÷åò ïîâåðõíîñòíîãî ðàññåÿíèÿ îáû÷íî ëèøü
÷èñëåííî ìåíÿåò ðåçóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, [10–12]). Îí âàæåí òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ
ãðóïïà íîñèòåëåé, äîñòàòî÷íî ÷àñòî ñòàëêèâàþùèõñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ, íàïðèìåð, â òîíêèõ ïëåíêàõ è/èëè â
ìàãíèòíîì ïîëå.

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû â ñëîèñòûõ ïðîâîäíèêàõ
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º(Q,ω) ≡ 1 + 
4πi
ω

 σ(Q,ω) = 1 + 
4πe2

ωQ2 〈
(Q⋅v)2

Q⋅v − ω
〉  .
(8)

Çäåñü º(Q,ω) — íå ÷òî èíîå êàê äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ áåçãðàíè÷íîãî ìåòàëëà îòíîñèòåëüíî
ïðîäîëüíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé ñ âîë-
íîâûì âåêòîðîì Q ≡ k + nq.

Â ìèêðîñêîïè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè îáå êîìïî-
íåíòû ïîëÿ äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè íà ãðà-
íèöå ðàçäåëà ìåòàëë–âàêóóì. Èç ýòîãî óñëîâèÿ,
âû÷èñëÿÿ Ek(+0) îáðàòíûì ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíè-
åì âûðàæåíèÿ (7) è ïðèðàâíèâàÿ åãî Ek(−0) â (2),
ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

1 + 
k

π
 ∫
−∞

+∞

 
dq

Q2º(Q,ω)
 = 0 . (9)

Âìåñòå ñ îïðåäåëåíèåì (8) óðàâíåíèå (9) â ïðèí-
öèïå ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ïîçâîëÿÿ íàé-
òè ñïåêòð è çàòóõàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè
ëþáîì çàäàííîì çàêîíå äèñïåðñèè íîñèòåëåé çà-
ðÿäà.

3. Ýëåêòðîííûé çàêîí äèñïåðñèè

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòîé, íî õàðàêòåðíîé ìî-
äåëüþ êâàçèäâóìåðíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà
íîñèòåëåé çàðÿäà â ñëîèñòûõ ïðîâîäíèêàõ, ïðåä-
ëîæåííîé â [13]:

ε(p) = 
px
2 + py

2

2m
 − 

h−vz0

a
 cos 





apz

h−



 . (10)

Çäåñü p — êâàçèèìïóëüñ, a — ïåðèîä êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè â íàïðàâëåíèè ñëàáîé ïðîâîäè-
ìîñòè (îñü 0Z), vz0 — ìàêñèìàëüíàÿ z-ïðîåêöèÿ
ýëåêòðîííîé ñêîðîñòè. Ïîñëåäíÿÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ vF ≡ √ 2εF/m , òàê ÷òî ïî-
âåðõíîñòü Ôåðìè åñòü ñëàáîãîôðèðîâàííûé îò-
êðûòûé öèëèíäð, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ pz , à
ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì àíèçîòðîïèþ ëî-
êàëüíûõ çíà÷åíèé âûñîêî÷àñòîòíîé ïðîâîäèìîñ-
òè, ñëóæèò

µ = 
〈vz

2〉

〈vx
2〉

 = 
vz0
2

vF
2  . (11)

Â òàêîì æå îòíîøåíèè ïîíèæàåòñÿ è êâàäðàò
ïëàçìåííîé ÷àñòîòû äëÿ îáúåìíûõ êîëåáàíèé,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì
(âäîëü 0Z):

Ω⊥
2 = 4πe2 〈vx

2〉 = 
4πNe2

m
 ≡ Ω2 ;

Ωz
2 = 4πe2 〈vz

2〉 = µΩ2
(12)

(N — êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé).
Â òàêîé ìîäåëè ïðîäîëüíûå äèýëåêòðè÷åñêèå

ôóíêöèè äëÿ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé âîëíîâîãî
âåêòîðà K, ò.å. âäîëü è ïîïåðåê 0Z, ëåãêî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ è ðàâíû

ºz(K,ω) = 1 + 
κ2

K2 



1 − ω

√ ω2 − K2vz0
2

 



 ;  (13)

º⊥ (K,ω) = 1 + 
κ2

K2 



1 − ω

√ω2 − K2vF
2
 

 ,  (14)

ãäå

κ ≡ √ 4πe2 〈1〉  = Ω √2/vF = (2e/h−) √m/a     (15)

— äåêðåìåíò ñòàòè÷åñêîãî ýêðàíèðîâàíèÿ*; ïðè
a ∼  10−7 ñì κ ∼  108 ñì–1. Ôîðìóëà (13) ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé (ñì. [14]), òîãäà êàê (14) ñïðàâåäëèâà ñ
òî÷íîñòüþ äî áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïî µ.

Èçâåñòåí è äðóãîé ñïîñîá îïèñàíèÿ, êîãäà ñëî-
èñòûé ïðîâîäíèê ïðåäñòàâëÿþò ïåðèîäè÷åñêîé
ñîâîêóïíîñòüþ ÷èñòî äâóìåðíûõ ïðîâîäÿùèõ
ñëîåâ, ðàçäåëåííûõ èçîëèðóþùåé ñðåäîé ñ çàäàí-
íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (cì., íàïðèìåð,
[15–17] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Îäíàêî
òàêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíèìîé ñêîðåå
ê èñêóññòâåííûì ñâåðõðåøåòêàì ñ ìåçîñêîïè÷åñ-
êèì ïåðèîäîì, â êîòîðûõ äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â
ñîñåäíèõ ñëîÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûì.
Åñëè æå ðå÷ü èäåò èìåííî î êðèñòàëëå ñëîèñòîé
ñòðóêòóðû, ïðè÷åì ñ ìåòàëëè÷åñêèì òèïîì ïðî-
âîäèìîñòè êàê âäîëü, òàê è ïîïåðåê ñëîåâ, òî
ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü òðàêòîâêó â òåðìèíàõ êâà-
çèäâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà. Ðàçóìååòñÿ,
êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýëåêòðîäèíàìèêè ðåàëü-
íûõ ñëîèñòûõ ìåòàëëîâ, ïîäîáíûõ ñîëÿì òåòðà-
òèàôóëüâàëåíà (BEDT–TTF)2I3 , ìîæåò ïîòðåáî-
âàòü îáîáùåíèÿ ìîäåëè (10), íàïðèìåð, ó÷åòîì
àíèçîòðîïèè ôåðìè-ïîâåðõíîñòåé â áàçèñíîé
ïëîñêîñòè [18].

� Â ìîäåëè (10) ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 〈1〉, à ñ íåþ è äåêðåìåíò ýêðàíèðîâàíèÿ κ, íå çàâèñÿò îò ýíåðãèè ε. Ýòî
— ñâîéñòâî êâàçèäâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà, áîëåå îáùåå, ÷åì ìîäåëü (10) (ñì. [14]).
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4. ×àñòîòû àêòèâàöèè ïîâåðõíîñòíûõ
ïëàçìîíîâ

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ
(9) è ïðåîáðàçóåì åãî, âû÷èñëÿÿ c ïîìîùüþ (8)
âû÷åò èíòåãðàëà â òî÷êå Q = 0 , ò.å. q = ik. Óðàâ-
íåíèå ïðèíèìàåò âèä

k ∫
(c)

 
dq

πQ2
 º(Q,ω)

 = −1 − º0n
−1 √ º0n/º0k  ≡ G(ω) ,

(16)

ãäå êîíòóð (ñ) ïðîõîäèò âäîëü îñè âåùåñòâåííûõ
q, îáõîäÿ, îäíàêî, ñâåðõó óêàçàííóþ òî÷êó. Ïðà-
âàÿ ÷àñòü (16) íå çàâèñèò îò k: îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ëîêàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðöèàëüíûõ äèýëåêòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèé, ïàðàëëåëüíûõ k ëèáî n,

º0α = 1 − 
4πe2 〈vα

2 〉

ω2  ≡ 1 − 
Ωα

2

ω2    (α = k, n) ,  (17)

ãäå Ωα — ñîîòâåòñòâóþùèå àêòèâàöèîííûå ÷àñòî-
òû îáúåìíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé (ñì. (12)).
Èìåííî â ñëó÷àÿõ (íàçîâåì èõ À è Â ñîîòâåòñò-
âåííî), êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ k, n îðòîãîíàëåí
ñëîÿì,

G(ω) = 
ω2

√(Ω2 − ω2)(µΩ2 − ω2)
 − 1 ; (18)

åñëè æå îáà âåêòîðà ëåæàò â ïëîñêîñòè ñëîåâ
(ñëó÷àé Ñ), òî â (18) íàäî ïîëîæèòü µ = 1. Ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà-
÷èíàÿ ñî çíà÷åíèé ÷àñòîòû

ωµ = Ω √µ/(1 + µ)  (â ñëó÷àÿõ À, Â) 

è ω1 = Ω/√2 (â ñëó÷àe Ñ),
(19)

êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, è äàþò íà÷àëî ñïåêòðà
ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ â ïðåíåáðåæåíèè çà-
ïàçäûâàíèåì (c → ∞). Âèäíî, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ñ
ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñëó÷àþ èçîòðîïíîãî ìå-
òàëëà è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ
íèì.

5. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (16), ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðÿ-
ìîìó ýêñïåðèìåíòàëüíîìó íàáëþäåíèþ* äîñòóï-
íû ëèøü ñðàâíèòåëüíî äëèííûå ïîâåðõíîñòíûå

âîëíû, ò.å. âîëíîâûå ÷èñëà k, ìàëûå ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè ýëåêòðîí-
íîé ïîäñèñòåìû ìåòàëëà, òàêèìè êàê κ ëèáî kF (â
«õîðîøèõ» ìåòàëëàõ ïîðÿäêîâûå çíà÷åíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí ñîâïàäàþò). Ïîýòîìó ðåçîííî îãðàíè-
÷èòüñÿ îñíîâíûì ïðèáëèæåíèåì ïî k, â êîòîðîì
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

k(ω)  ∫
−∞+i0

+∞+i0

   
dq

πq2º(nq,ω)
 = G(ω) ≡ G(f,µ) (20)

(â íåêîòîðûõ èç äàëüíåéøèõ ôîðìóë óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðèâåäåííóþ ÷àñòîòó f ≡ ω/Ω). Çíà-
ìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äàåòñÿ òå-
ïåðü ôîðìóëàìè (13) ëèáî (14) è èíòåãðàë
âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî: â ñëó÷àÿõ À è Ñ îí
ðàâåí ñóììå âû÷åòà â òî÷êå

q0(f) = iκ √ 1 − g(f)  ,  g(f) ≡ f 
f + √ f 2 + 8

4
 ,    (21)

è âêëàäà òî÷êè âåòâëåíèÿ

q1(f) = 
κf

√2
 = 

ω + i0
vF

 . (22)

Ïîñëåäíèé âêëàä, ò.å. èíòåãðàë ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó ðàçðåçó â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ q, ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñòî ìíèìûì è îïèñûâàåò áåññòîëêíîâè-
òåëüíîå çàòóõàíèå Ëàíäàó: îíî íåèçáåæíî èìååò
ìåñòî â ñèñòåìå, ãäå åñòü ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ â
ôàçå ñ âîëíîé.

B ñëó÷àå æå Â, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ âûðà-
æåíèé (13), (14), ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñ çàìåíîé f → f/√µ . Ñóì-
ìèðóÿ ñêàçàííîå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû
â âèäå

A) k || 0Z: k[R(f) − iΓ(f)] = κG(f,µ);         (23)

B) n || 0Z: k[R(f/√µ )  − iΓ(f/√µ ) ] = κG(f,µ);   (24)

C) k×n || 0Z: k[R(f) − iΓ(f)] = κG(f,1),       (25)

ãäå R/κ è Γ/κ — âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè
èíòåãðàëà â (20):

R(f) = 
1

√ 1 − g(f)
 

f 2

f 2 − g3(f)
 ; (26)

� Â òàêèõ îïûòàõ äëèíà âîëíû ôèêñèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñïîëîæåííîé âáëèçè îáðàçöà äèôðàêöèîííîé
ðåøåòêè, ïåðèîä êîòîðîé, ðàçóìååòñÿ, ïðåâîñõîäèò ìèêðîñêîïè÷åñêèå äëèíû 1/κ ëèáî 1/kF [17].

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû â ñëîèñòûõ ïðîâîäíèêàõ
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Γ(f) = 
f √2

π
 ∫
0

∞

 
du

√ 1 + u2
 

u2

1 + (1 + f2(1 + u2)/2)2u2 .

(27)

Âáëèçè íà÷àëà ñïåêòðà

G(f,µ) ≈ (1 + µ)(f − fµ)fµ
 −3 ;  fµ = √µ/(1 + µ)     (28)

(ñì. (18), (19)), à â îñòàëüíûå ôóíêöèè ïðèâå-
äåííîé ÷àñòîòû f ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîäñòàâèòü
f = fµ . Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èìåþò âèä

ω(k) ≈ Ω √µ/(1 + µ)  



1 + µ 

R − iΓ
(1 + µ)2

 
k

κ



 , (29)

ãäå, êàê íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì (26),
(27), âåëè÷èíû R è Γ â ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

A) R  √µ/(1 + µ)    ≈ 1;                      

Γ √µ/(1 + µ)    ≈ − 0,449 √µ  ln √µ ;       

B) R 

1/√(1 + µ)  


 ≈ √ 3/2 µ−3/2 ;             

Γ 1/√(1 + µ)    ≈ Γ(1) ≈ 0,096;          

C) R(√ 1/2 ) ≈ 3,512 ; Γ(√ 1/2 ) ≈ 0,114 .         
(30)

Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü êîëåáàíèé V = Re (∂ω/∂k)
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé R è, ñëåäîâàòåëüíî, â
îñíîâíîì ïðèáëèæåíèè ïî µ << 1 ðàâíà

A) V ≈ vz0 
µ
√2

 ; B) V ≈ vF 
√3
2

 ; C) V ≈ 0,439vF .

(31)

Ñêîðîñòü àíîìàëüíî ìàëà (V ∝  µ3/2) äëÿ âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñëîÿì
ãðàíè êðèñòàëëà; òàêèå âîëíû ìîãëè áû íàéòè
ïðèìåíåíèå â «ëèíèÿõ çàäåðæêè». Îòìåòèì òàê-
æå ñïåöèôè÷åñêóþ (îáóñëîâëåííóþ ìàëîñòüþ ïà-
ðàìåòðà àíèçîòðîïèè) ìàëîñòü îòíîñèòåëüíîãî çà-
òóõàíèÿ Γ/R â ñëó÷àÿõ À è Â; â ñëó÷àå æå Ñ,
êà÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíîì èçîòðîïíîìó ìåòàëëó,
áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå îêàçûâàåòñÿ ìà-
ëûì ëèøü ÷èñëåííî.

6. Î òî÷íîì ðåøåíèè

Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îñíîâíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ïî k (ò.å. ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ
(20)), õîòÿ è îïðàâäàíî ôèçè÷åñêè, âîâñå íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ: ïî êðàéíåé ìåðå ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äèñ-
ïåðñèîííûõ êðèâûõ ìîæåò áûòü âûïîëíåí íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (9) (èëè (16)). Â ñèììåò-
ðè÷íîì æå ñëó÷àå Ñ, êîãäà º(Q,ω) = º⊥ (Q,ω) (ñì.
(14)), òî÷íîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå íåòðóäíî
ïîëó÷èòü è â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Âû÷èñëÿÿ âû÷åò
èíòåãðàëà â (16) â òî÷êå Q ≡ (k2 + q2)1/2 = q0(f),
íàõîäèì

R(f,k) = 
1

√1 + k2/κ2 − g(f )
  

f 2

f 2 − g3(f )
 ,     (32)

ãäå ôóíêöèÿ g(f) îïðåäåëåíà â (21). Ïîäñòàâëÿÿ
(32) âìåñòî R(f) â ñîîòíîøåíèå (25) è ïðåíåáðå-
ãàÿ ìàëûì çàòóõàíèåì, ïîëó÷àåì

k(f) = κH(f) 




1 − g(f )
1 − H2(f )





1/2

 , 

H(f ) ≡ 
2f 2 − 1

1 − f 2
 



1 − 

g3(f )
f 2




 .

(33)

Ýòà çàâèñèìîñòü, îäíàêî, íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ
îò ëèíåéíîé (ñì. ðèñ. 1), ÷òî ïîäòâåðæäàåò äîñòà-
òî÷íóþ òî÷íîñòü èñïîëüçîâàííîãî âûøå ïðèáëè-
æåíèÿ.

7. Î âîçìîæíîñòè èíâåðñíîãî ñïåêòðà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåí-
íî ðàññìîòðåòü íåîäíîêðàòêî îáñóæäàâøóþñÿ â
ëèòåðàòóðå âîçìîæíîñòü èíâåðñíîãî ñïåêòðà ïî-
âåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ: ñîãëàñíî [6], óáûâàíèå
ω(k) ïðè ìàëûõ k íàáëþäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ðèñ. 1. Äèñïåðñèÿ ïîâåðõíîñòíîé ìîäû â ñèììåòðè÷-
íîì ñëó÷àå Ñ (â ïðåíåáðåæåíèè çàïàçäûâàíèåì). ×àñ-
òîòà îòëîæåíà â åäèíèöàõ Ω, âîëíîâîå ÷èñëî — â åäè-
íèöàõ κ (cì. ôîðìóëû (12), (15)).
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R(ω) ïîëîæèòåëüíà (26), à
G(ω) çíàêîïåðåìåííà (18), (28), íàøè óðàâíåíèÿ
(20), (23)–(25) â ïðèíöèïå äîïóñêàþò è îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ k; íî ýòî îçíà÷àëî áû íåîãðàíè-
÷åííîå âîçðàñòàíèå ïîëÿ â ïóñòîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå (ïðè xn → −∞; ñì. (2)). Åñëè, îäíàêî, ïóñòàÿ
(ëèáî äèýëåêòðè÷åñêàÿ) îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû, íàïðèìåð, â âîëíî-
âîäå ìåæäó äâóìÿ ìåòàëëè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè, òî íàðàñòàþùèå ðåøåíèÿ â íåé äîïóñòèìû, è
îíè ìîãëè áû ïðèâåñòè ê óáûâàíèþ ω(k) íà íà-
÷àëüíîì ó÷àñòêå ñïåêòðà.

8. Ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ

Ó÷òåì òåïåðü êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ñâåòà ñ, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ äèñïåðñèþ ÒÌ-âîëí â ïðåäåëüíî äëèí-
íîâîëíîâîì äèàïàçîíå, ò.å. ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ
k, ñðàâíèìûõ ñ ω/c. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî (1)
ñëåäóåò ðåøàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

c2∇  × (∇  × E) = ω2E + 4πiωj . (34)

Äåéñòâóÿ ìåòîäîì Ôóðüå ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæå-
íèÿõ, ÷òî è â ðàçä. 2, è «ñøèâàÿ» ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííûå äëÿ ìåòàëëà è âàêóóìà, íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü îáùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

∫
−∞

+∞

 dq 
ºn p

2 − k2

πD
 = √k2 − p2 , (35)

ãäå

D(q,k,ω) ≡ Q2º(Q,ω) − p2(ºkºn − S2) ;

ºα ≡ 1 + 
4πiσαα

ω
 ;  S ≡ 

4πiσkn

ω
 ;  k > p ≡ 

ω
c
(36)

(cì. (6), (8); ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåò
óáûâàíèå ïîëÿ ïðè óäàëåíèè îò ìåòàëëà). Ýòî
óðàâíåíèå ñëîæíåå, ÷åì (9) (óðàâíåíèå (36), åñ-
òåñòâåííî, ïåðåõîäèò â (9) ïðè p → 0), îäíàêî,
ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè â ýëåêòðîííîé
ïîäñèñòåìå ìíîãî ìåíüøå ñ, âòîðîå ñëàãàåìîå â D
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìàëûì. Ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ èíòåã-
ðàë â (35) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ k, ìû âïðàâå
îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü âû÷åòîì ïðè ìàëûõ Q, ò.å.
ïîäñòàâèòü â D ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé º0α èç (17); ïåðåêðåñòíàÿ æå
ïðîâîäèìîñòü â ëîêàëüíîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò,
S0 = 0. Â ðåçóëüòàòå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
äëÿ äëèííûõ âîëí èìååò âèä

k2 = 
ω2

c2  º0n 
1 − º0k

1 − º0kº0n
 . (37)

Ñïåöèôèêà ñëîèñòîãî ïðîâîäíèêà ïðîÿâëÿåòñÿ
çäåñü ëèøü â ðàçëè÷èè çíà÷åíèé ëîêàëüíîé ïðî-
âîäèìîñòè âäîëü è ïîïåðåê ñëîåâ. Èñïîëüçóÿ îï-
ðåäåëåíèÿ (12), â òðåõ ðàññìîòðåííûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñëó÷àÿõ íàõîäèì

A) k || 0Z:  k(ω) = 
ω
c
 



µ 

Ω2 − ω2

µΩ2 − ω2(1 + µ)




1/2

;

B) n || 0Z:  k(ω) = 
ω
c
 




µΩ2 − ω2

µΩ2 − ω2(1 + µ)




1/2

; 

C) k × n || 0Z:  k(ω) = 
ω
c
 




Ω2 − ω2

Ω2 − 2ω2




1/2

.    
(38)

Òàêèì îáðàçîì, â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå ìû
èìååì ïî÷òè ñâîáîäíóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó
(ω ≈ kc), à çàòåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (19), ÷àñòîòà
âûõîäèò íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå Ω √µ/(1 + µ) ,
ïðè÷åì ðàçëè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àÿõ À è Â; â
ñëó÷àå Ñ, êàê è â èçîòðîïíîì ìåòàëëå, ýòî çíà÷å-
íèå åñòü Ω/√2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðè
µ = 0,1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.

Ðàçóìååòñÿ, «ëîêàëüíûé» ðåçóëüòàò (37), (38)
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîñòî ðåøàÿ çàäà÷ó ìàêðîñêî-
ïè÷åñêè, ò.å. âûðàæàÿ òîê â (34) ÷åðåç ëîêàëüíûå
çíà÷åíèÿ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè, à çàòåì ñøèâàÿ
òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ Ek è íîðìàëüíûå

Ðèñ. 2. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå (ñ ó÷åòîì çàïàçäûâà-
íèÿ) â äëèííîâîëíîâîé îáëàñòè â ãåîìåòðèÿõ À, Â è
Ñ; µ = 0,1. ×àñòîòà îòëîæåíà â åäèíèöàõ Ω, âîëíîâîå
÷èñëî — â åäèíèöàõ Ω/c (ñì. (12)).

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû â ñëîèñòûõ ïðîâîäíèêàõ
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— èíäóêöèè º0nEn (ïðè÷åì â âàêóóìå º0n ≡ 1).
Îäíàêî ìû ñî÷ëè ïîëåçíûì ïðèâåñòè îáùèé âèä
èíòåãðàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (35), (36).

9. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ìû îáíàðóæèëè ðÿä îñîáåííîñòåé â
ñïåêòðå è çàòóõàíèè ïëàçìåííûõ âîëí ÒÌ-òèïà,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè ñëîèñòî-
ãî ïðîâîäÿùåãî êðèñòàëëà, ïî ñðàâíåíèþ ñ èçî-
òðîïíûì ìåòàëëîì ïðè òîé æå êîíöåíòðàöèè íî-
ñèòåëåé (ëèáî ñ ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì Ñ, êîãäà
ôåðìè-ïîâåðõíîñòü èçîòðîïíà â ïëîñêîñòè (k,n)):

— ñóùåñòâåííîå ïîíèæåíèå àêòèâàöèîííîé
÷àñòîòû â àñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîëíî-
âîé âåêòîð ëèáî íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè îðòîãî-
íàëüíû ñëîÿì (A, C â (19));

— ñèëüíîå çàìåäëåíèå ïîâåðõíîñòíîé ìîäû,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïeðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì: åå
ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ ìíîãî ìåíüøå,
÷åì äàæå ìàëàÿ ôåðìèåâñêàÿ ñêîðîñòü â ýòîì
íàïðàâëåíèè (ñëó÷àé À â (31));

— îòíîñèòåëüíîå çàòóõàíèå (ðå÷ü èäåò î áåñ-
ñòîëêíîâèòåëüíîì çàòóõàíèè â ðåæèìå ωτ >> 1),
ò.å. îòíîøåíèå Γ/R, îêàçûâàåòñÿ ìàëûì âî âñåõ
òðåõ ãåîìåòðèÿõ (30). Îäíàêî åñëè äëÿ Ñ ýòà
ìàëîñòü ëèøü ÷èñëåííàÿ, òî â õàðàêòåðíûõ äëÿ
ñëîèñòîãî ïðîâîäíèêà àñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ À
è Â îíà ñâÿçàíà ñ ìàëîñòüþ ïàðàìåòðà àíèçîòðî-
ïèè µ.

Òàêèå ñâîéñòâà ñëîèñòûõ ïðîâîäÿùèõ êðèñòàë-
ëîâ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ â
ïëàíå èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ÑÂ×-
ïðèáîðàõ.
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Electromagnetic surface waves in layered
conductors

V. M. Gokhfeld

Using the integral dispersion equation de-
rived, we consider the spectral and relaxation
properties of surface plasma oscillations in
layered conductors with quasi-two-dimensional
motion of charge carriers. The results manifest
essential distinctions from the case of isotropic
metal.

Â. Ì. Ãîõôåëüä
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