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Òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ

Ïðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü âðàùàþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÂÌÏ)
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ÂÌÏ íà òðè ñèì-
ìåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå (ÑÑ). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðâîé ÑÑ ïðèìåíåíî âåêòîðíîå èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé, ïðåîáðàçóåìûõ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïåðâîé ÑÑ îòíîñèòåëüíî êîîð-
äèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
âîñüìàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå.

Çàïðîïîíîâàíî òðèâèì³ðíó ³íòåãðàëüíó ìîäåëü îáåðòîâîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ åëåêòðîìàãí³ò-
íîãî ïåðåì³øóâà÷à, ïîáóäîâàíó íà îñíîâ³ ðîçêëàäàííÿ îáåðòîâîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ íà òðè
ñèìåòðè÷í³ ñêëàäîâ³ (ÑÑ). Ïðè ìîäåëþâàíí³ ïåðøî¿ ÑÑ âèêîðèñòàíî âåêòîðíå ³íòåãðàëüíå
ð³âíÿííÿ äëÿ ù³ëüíîñò³ ñòðóì³â íàìàãí³÷åíîñò³, ÿêå çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè òðüîõ ñêàëÿðíèõ
ð³âíÿíü, ïåðåòâîðþâàíèõ ç óðàõóâàííÿì ñèìåòð³¿ ïåðøî¿ ÑÑ ùîäî êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí.
Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü º âîñüìà ÷àñòèíà ïîâåðõí³ ìàãí³òî-
ïðîâîäà, ÿêà ëåæèòü ó ïåðøîìó îêòàíò³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýëåêòðîìàãíèòíûé ïåðåìåøèâàòåëü, ìàãíèòíîå ïîëå, èíòåãðàëü-
íàÿ ìîäåëü.

Â ñâÿçè ñ âíåäðåíèåì ýíåðãîñáåðåãàþùèõ òåõíîëîãèé, ïîâûøåíèåì ïðîèç-

âîäèòåëüíîñòè ìàøèí íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ çàãîòîâîê (ÌÍËÇ) è êà÷åñòâà

çàãîòîâîê âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâîãî è óëó÷øåíèÿ êîíñò-

ðóêöèé ñóùåñòâóþùåãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ, îäíèì èç âèäîâ

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïåðåìåøèâàòåëè (ÝÌÏ) [1, 2]. Ê ÷èñëó

ìåð, ïîçâîëÿþùèõ óñêîðèòü ðàçðàáîòêó ÝÌÏ, îòíîñèòñÿ ïðèìåíåíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîöåññå èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå
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ïîçâîëÿåò ðàçðàáîò÷èêàì èçáåæàòü íå òîëüêî ãðîìîçäêèõ ðàñ÷åòîâ, íî è

çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè äîðîãîñòîÿùåãî ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, çàìåíèâ

åãî ìàòåìàòè÷åñêèì.
Êîíñòðóêòèâíûå îñîáåííîñòè ÝÌÏ òàêîâû, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå,

ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è òåïëîâûå ïîëÿ â íèõ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî òðåõ-
ìåðíûìè [3]. Ïîýòîìó â îñíîâó ïàêåòà ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷åòîâ ÝÌÏ äîëæ-
íû áûòü ïîëîæåíû òðåõìåðíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, Íàâüå—
Ñòîêñà è Ôóðüå. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ýòèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ðåøàòü
êðàåâûå çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîé íåîäíîðîäíîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé
ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûå ôåððîìàãíèòíûå (ìàãíèòîïðîâîä) è ïðîâîäÿùèå
(êîðïóñ, îáå÷àéêà, ãèëüçà, æèäêàÿ ñòàëü) òåëà.

Ñëîæíîñòü óêàçàííûõ çàäà÷, ñ îäíîé ñòîðîíû, è íåîáõîäèìîñòü ðàç-

ðàáîòêè ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ íà äîñòóïíûõ ÝÂÌ ïðîãðàìì, ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîáóæäàåò èñêàòü òàêèå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ

ñèñòåì, ïðè êîòîðûõ âî âíîâü ïîëó÷åííûõ ñèñòåìàõ äîñòàòî÷íî ïðîñòî è ñ

ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ó÷èòûâàëàñü áû ñïåöèôèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â
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Ðèñ. 1. Ñõåìà êîíñòðóêöèè ñèñòåìû êðèñòàëëèçàòîð ÌÍËÇ—ÝÌÏ: 1 — çàãîòîâêà êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ; 2 — êðèñòàëëèçàòîð; 3 — òðåõôàçíàÿ îáìîòêà ÝÌÏ; 4 — ìàãíèòîïðîâîä; 5 —
ïîãðóæíîé ñòàëåðàçëèâî÷íûé ñòàêàí

Ðèñ. 2. ßâíîïîëþñíûé òðåõôàçíûé ÝÌÏ: 1 — ìàãíèòîïðîâîä, 2 — òðåõôàçíàÿ îáìîòêà
ýëåêòðîìàãíèòà



ÝÌÏ. Îäíèì èç òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ê

ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (ÈÓ). Äîñòàòî÷íî ïîëíî ýòîò

ïîäõîä ðåàëèçîâàí äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ [4—7].
Â ïðåäëàãàåìîé òðåõìåðíîé èíòåãðàëüíîé ìîäåëè âðàùàþùåãîñÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ÝÌÏ ïåðåõîä îò óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ê ýêâèâàëåíòíîé
ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) âûçâàí òåì, ÷òî â ÝÌÏ ñóùåñò-
âóþò ñèëüíûå ïîëÿ ðàññåèâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ÑÈÓ ýòè ïîëÿ ìîæíî ó÷è-
òûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ïîòåíöèàëîâ, íàïðèìåð êîìáèíàöèåé
íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ðåçóëüòèðóþùåãî
âðàùàþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÂÌÏ) íà òðè ñèììåòðè÷íûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå (ÑÑ) [5]. Îäíà èç íèõ ìîäåëèðóåòñÿ, äâå äðóãèå ïîëó÷àþòñÿ
ïîâîðîòîì ìîäåëèðóåìîé ÑÑ âîêðóã îñè ñèñòåìû íà 120� ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå èëè ïðîòèâ è óìíîæåíèåì ïîëó÷åííîé êàðòèíû ïîëÿ íà ñîîòâåòñò-
âóþùèé ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÑÑ èñïîëüçóåòñÿ êîíöåïöèÿ ñâÿçàííûõ òîêîâ íà-
ìàãíè÷åííîñòè (ÒÍ). Âåêòîðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (ÂÈÓ) äëÿ ïëîò-
íîñòè ÒÍ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå òðåõ ñêàëÿðíûõ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü
ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ÑÑ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-
êîñòåé XOY , YOZ, XOZ. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ÈÓ ÿâëÿåòñÿ
âîñüìàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå.

Êîíñòðóêòèâíîå èñïîëíåíèå ñèñòåìû êðèñòàëëèçàòîð ÌÍËÇ —

ÿâíîïîëþñíûé ÝÌÏ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí îáùèé âèä ñèñòåìû êðèñòàëëè-

çàòîð ÌÍËÇ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ — ÝÌÏ. Îñü Z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

XYZ ñîâìåùåíà ñ îñüþ ñèñòåìû, à îñè X è Y — ñ îñÿìè ñèììåòðèè îáìîòêè

îäíîé èç ôàç, íàïðèìåð ïåðâîé. ÝÌÏ ñîñòîèò èç ìàãíèòîïðîâîäà è òðåõ-

ôàçíîé îáìîòêè. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ñèñòåìû òàêîé æå, êàê è ó àñèíõðîííîãî

äâèãàòåëÿ. Òðåõôàçíàÿ îáìîòêà ñîäåðæèò òðè ôàçíûå îáìîòêè, ñîåäèíåííûå

çâåçäîé èëè òðåóãîëüíèêîì. Êàæäàÿ ôàçíàÿ îáìîòêà ñîñòîèò èç äâóõ îäèíà-

êîâûõ ÷àñòåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëþñàõ ìàãíèòîïðî-

âîäà. ×èñëî âèòêîâ â êàæäîé ôàçíîé îáìîòêå 2W. Àêòèâíûå ïëîñêîñòè

îáìîòîê ïåðåñåêàþòñÿ ïî îñè Z è îáðàçóþò óãîë 120° (ðèñ. 2).

Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè òîêè â âèòêàõ îáìîòêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôàçíûå òîêè îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ òðåõôàçíóþ ñèñòåìó. Åñëè ñ÷èòàòü

ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèå òîêîâ â ôàçíûõ îáìîòêàõ îò íà÷àëà ê êîíöó,

òî ôàçíûå òîêè èìåþò âèä
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ãäå� ��2 f ; f — ÷àñòîòà òîêîâ; I m — àìïëèòóäà ôàçíûõ òîêîâ.

Òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü. Îáìîòêó ðåàëüíîãî ÝÌÏ, èìåþùóþ âèä âèíòî-
âîé ëèíèè, â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè çàìåíèì ñèñòåìîé çàìêíóòûõ ñîîñíûõ
âèòêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
îáìîòêè, è ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè XOY . Î÷åâèäíî, â òàêîé
ìîäåëè ìàãíèòíîå ïîëå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè XOY (ñì.
ðèñ. 2). Ïîýòîìó åãî ðàñ÷åò äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü â ïîëóïðîñòðàíñòâå
z � 0. Âèòêè îáìîòêè áóäåì ãðóïïèðîâàòü â æãóòû. Æãóò — ýòî íåêîòîðîå
÷èñëî ïëîòíî óëîæåííûõ âèòêîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü äèàìåòð ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ æãóòà íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî çàìåíà îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
òîêàì â æãóòå íà èíòåãðèðîâàíèå ïî îñè æãóòà, ïî êîòîðîé ïðîòåêàåò
ïîëíûé òîê æãóòà, íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè çàäà÷è, à ïðåñëåäóÿ öåëü óïðîñòèòü çàïèñü ÈÓ, êàæäóþ ïîëî-
âèíó ôàçíîé îáìîòêè, çàìåíÿåì îäíèì æãóòîì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàãíèòíîå ïîëå ÝÌÏ áåç íàëè÷èÿ çàãîòîâêè,
ãèëüçû êðèñòàëëèçàòîðà, îáå÷àéêè, íàðóæíîãî è âíóòðåííåãî êîðïóñîâ
êðèñòàëëèçàòîðà, îáøèâêè ÝÌÏ. Îäíàêî ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÝÌÏ
äîëæíà áûòü âûïîëíåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè äîáàâëåíèè óêàçàííûõ
êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íå ìåíÿëèñü. Ýòî-
ìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðåäëîæåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò ÂÈÓ äëÿ ïëîòíîñòè ÒÍ íà ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà.

Íåêîòîðûå îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ðàñ÷åòà ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ÝÌÏ ñ ïîìîùüþ ÂÈÓ. Äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíûõ ïîëåé â íåîä-
íîðîäíûõ ñðåäàõ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ÈÓ îòíîñèòåëüíî ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ
[8], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè êàê äëÿ äâóìåðíûõ, òàê è äëÿ òðåõìåð-
íûõ ïîëåé. Îäíàêî, åñëè íå ïðèáåãàòü ê êàêèì-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèÿì,
âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíöåïöèåé ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ íå âñåãäà âîçìîæíî. Ýòî
îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê ÝÌÏ.

Ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ êîíöåïöèè ìàãíèòíûõ
çàðÿäîâ ìåòîä ñâåäåíèÿ âèõðåâûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ê ïîòåíöèàëüíûì [9].
Âìåñòå ñ òåì, ïðèìåíåíèå ýòîãî ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì
äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáúåìîâ, çàíèìàåìûõ ìàãíèòíûìè
ìàññàìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ââåäåíèåì îáúåìíûõ ìàãíèò-
íûõ ìàññ â îáëàñòè, çàíÿòîé òîêàìè, ïðîñòûõ è äâîéíûõ ìàãíèòíûõ ñëîåâ
íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ è íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â îáëàñòè, íå
çàíÿòîé òîêàìè.

Ê ïîñòðîåíèþ óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ðàñ÷åòà ìàãíèò-
íûõ ïîëåé è ïàðàìåòðîâ ÝÌÏ ñ ëþáîé êîíñòðóêöèåé ìàãíèòîïðîâîäà è
îáìîòîê ñ ó÷åòîì ìàññèâíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ (çàãîòîâêà, êðèñ-
òàëëèçàòîð, îáå÷àéêà, êîæóõ ÝÌÏ, êîðïóñ ÌÍËÇ) âåäåò èñïîëüçîâàíèå
êîíöåïöèè ñâÿçàííûõ ÒÍ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÈÓ [10], êîòîðûå äëÿ êðàò-
êîñòè áóäåì íàçûâàòü òîêîâûìè â îòëè÷èå îò óïîìÿíóòûõ âûøå çàðÿ-
äîâûõ. Òîêîâûå ÈÓ â òðåõìåðíûõ è íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ïîëÿõ — âåê-
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òîðíûå. Ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ èõ îïèñàíû â ëèòåðàòóðå ïðèìå-
íèòåëüíî ê òðàíñôîðìàòîðàì òîêîâ [11].

Òîêîâîå ÈÓ äëÿ ÝÌÏ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÝÌÏ, ó êîòîðî-

ãî â îáúåìå ìàãíèòîïðîâîäà V  ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü � ïîñòîÿííà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:V0 èV � — îáúåìû îáìîòîê è îêðóæàþùåãî ìàãíèòî-

ïðîâîä è îáìîòêè ïðîñòðàíñòâà; îáúåì îáìîòîê ðàâåí ñóììå îáúåìîâ

ôàçíûõ îáìîòîê,

V V V Vk

k

k k

k

0 0

1

3

0 0

1

3

� � � � ��
� �
� �( ),

ãäå V k0 , �V k0 , ��V k0 — îáúåì îáìîòêè k-é ôàçû, ïåðâîé è âòîðîé ïîëîâèíû
îáìîòêè k-é ôàçû, k �1 2 3, , ; S — ïîâåðõíîñòü ìàãíèòîïðîâîäà; �0 —
ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü â îáúåìàõV0 èV � ; �0( , )Q t — âåêòîð ïëîòíîñòè
òîêà â òî÷êå Q îáìîòêè.

Ïðè âûâîäå òîêîâîãî ÈÓ áóäåì èñõîäèòü èç óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè
S, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè B:

n
B B

Q

Q t Q t
,

( , ) ( , )� 


�

�
�

�

�
� �� � �

0 0

0,
(1)

ãäå nQ — íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå Q, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå

êîòîðîé ïðèíÿòî èç îáúåìàV  â îáúåìV � ; B
�( , )Q t è B

( , )Q t — çíà÷åíèÿ

âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B â Q òî÷êå ñî ñòîðîíû îáúåìîâ ñîîòâåòñò-

âåííî V �èV  .
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè

B èñïûòûâàåò ñêà÷îê:

B B n
�  �( , ) ( , ) [ ( , ), ]Q t Q t Q t Q� �0 , (2)

ãäå � ( , )Q t — âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà íàìàãíè÷åííîñòè â òî÷êå Q S� .

Ñîîòíîøåíèå (2) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì äâóì:

B B
n� � �( , ) ( , )

[ ( , ), ]
Q t Q t

Q t Q0 0

2

� �
,

B B
n � ( , ) ( , )

[ ( , ), ]
Q t Q t

Q t Q0 0

2

� �
,

(3)

ãäå B
0( , )Q t — âåêòîð èíäóêöèè íà ãðàíèöå S, îáóñëîâëåííûé âñåìè

òîêàìè �0 è�, çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà òîêà� ( , )Q t dsQ . Ïîäñòàâëÿÿ (3) â
ñîîòíîøåíèå (1), ïîëó÷àåì

n
2

B n nQ Q QQ t Q t
�
�

�
0

0 0( , ) [ [ ( , ), ]]
�

�
�

�

�
� � � ,

(4)
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ãäå

�
�

�
�



�





1

1
.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî âåêòîðíîé àëãåáðû è ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âåêòîð
� ( , )Q t ëåæèò â êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå Q ïëîñêîñòè, ïðå-
îáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (4) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

� �( , ) [ [ ( , ), ]]Q t Q tQ Q� n n . (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (4), ïîëó÷àåì

� �
�
�

( , ) ( , )Q t Q tQ�
�

�
�

�

�
� �n

2
B

0

0 0.
(6)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ëþáîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà, â òîì ÷èñëå è íà ãðàíèöå S, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

B B B B B B( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Q t Q t Q t Q t Q t Q t� � � � � �� �0 0 0� � , (7)

ãäå

B
r

0
0

34
0

( , )
( , )]

Q t
M t

r
dv

V

QM

QM

M� �
�

�

��[
; B

r
�

�

�

�
( , )

( , )]
Q t

M t

r
ds

S

QM

QM

M� �0

34

[
;

� �

�
�

�

�B
r

0
0

34

1

3

0

( , )
( , )]

Q t
M t

r
dv

k

kV

QM

QM

M

�

�

��[
;

�� �

�
�

��

�B
r

0
0

34

1

3

0

( , )
( , )]

Q t
M t

r
dv

k

kV

QM

QM

M

�

�

��[
;

rQM — ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè Q â òî÷êó M è ðàâíûé
ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè Q è M. Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (6), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå òîêîâîå ÈÓ äëÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè ÒÍ íà ïîâåðõíîñòè S ìàãíè-
òîïðîâîäà ÝÌÏ:

�
�
�

� �
�

��
( , )

[ [ ( , )]] [ [ (
Q t

M t

r
ds

MQ QM

QMS

M
Q QM� � �2 23

n r n r , )]]t

r
dv

QMV

M3

0

� ,

Q S� . (8)
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Äëÿ êðàòêîñòè çàïèøåì ÂÈÓ (8) â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

2�
�
� � �  ��( , )Q t D Dss so� , Q S� . (9)

Çäåñü

D
M t

r
dsss

S

QM

QM

M�
�

� �
[ Qn [r ( , )]]

3
, Q S� ,

D
M t

r
dvso

V

QM

QM

M�
�

�
�� �

0

3

[ [Qn r ( , )]]
, Q S� .

(10)

Âûøå áûëî ïðèíÿòî äîïóùåíèå î òîì, ÷òî êàæäàÿ ïîëîâèíà îáìîòêè

ÿâëÿåòñÿ æãóòîì ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì äèàìåòðîì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì äîïóùåíèè (10) ïðèíèìàåò âèä

D
M t

r
dvso

V

QM

QM

M

k V

QM�
� �

�
� �� �� � �

�
0 0

3
1

3[ [ [ [Q Qn r n r( , )]] ( , )]]M t

r
dv

QM

M3
�

� � � ��
� �
� �W D W D
k

Sk k

k

Sk k

1

3

1

3

i i .
(11)

Çäåñü

� �
�
�D

M t

r
dlSk k

L

QM k

QM

M

k

i
n r i

0

3

[ [Q ( , )]]
, Q S� ,

�� �
��
�D

M t

r
dlSk k

L

QM k

QM

M

k

i
n r i

0

3

[ [Q ( , )]]
, Q S� ;

�L k0 è ��L k0 — îñåâûå ëèíèè ïåðâîãî è âòîðîãî æãóòîâ îáìîòêè k-é ôàçû;

i k M t( , ) — ìãíîâåííûé âåêòîð òîêà â òî÷êå M îñåâîé ëèíèè L L Lk k k0 0 0� � � ��
îáìîòêè k-é ôàçû, i lk k kM t M i t( , ) ( ) ( )� , ãäå l k M( ) — îðò êàñàòåëüíîé ê

ëèíèè L k0 â òî÷êå M, õàðàêòåðèçóþùèé ïðîòåêàíèå òîêà â ïðîñòðàíñòâå.

Åãî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì òîêà i tk ( ) â

îáìîòêå k-é ôàçû.

Ïîäñòàâèâ (11) â (9), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ÂÈÓ äëÿ ÝÌÏ:

2

1

3

1

3�
�
� � � ( , )Q t D W D W Dss

k

Sk k

k

Sk k� �  ��
� �
� �i i , Q S� . (12)
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Ðàçëîæåíèå âðàùàþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñèììåòðè÷íûå

ñîñòàâëÿþùèå. Â îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ëåæèò ðàçëîæåíèå ðå-
çóëüòèðóþùåãî ÂÌÏ íà òðè ÑÑ [5]. Ïåðâàÿ ÑÑ ñîçäàåòñÿ òîêîì â îáìîòêå
ïåðâîé ôàçû ïðè íóëåâûõ òîêàõ â îáìîòêàõ âòîðîé è òðåòüåé ôàç. Àíà-
ëîãè÷íî âòîðàÿ è òðåòüÿ ÑÑ ñîçäàþòñÿ òîêàìè â îáìîòêàõ ñîîòâåòñòâåííî
âòîðîé è òðåòüåé ôàç. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÂÌÏ â ïðîñò-
ðàíñòâå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîäåëèðóåòñÿ â ýòîò ìîìåíò ïåðâàÿ ÑÑ.
Ïîëå âòîðîé ÑÑ ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì ïåðâîé ÑÑ âîêðóã îñè ñèñòåìû íà
120° ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è óìíîæåíèåì ïîëó÷åííîé êàðòèíû ïîëÿ íà
îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ òîêà âî âòîðîé îáìîòêå â äàííûé ìîìåíò ê çíà÷åíèþ
òîêà â ïåðâîé îáìîòêå. Ïîëå òðåòüåé ÑÑ ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì ïåðâîé ÑÑ
âîêðóã îñè ñèñòåìû íà 120° ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è óìíîæåíèåì ïîëó-
÷åííîé êàðòèíû ïîëÿ íà îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ òîêà â òðåòüåé îáìîòêå â
äàííûé ìîìåíò ê çíà÷åíèþ òîêà â ïåðâîé îáìîòêå.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðâîé ÑÑ èñïîëüçóåì ÂÈÓ (12) äëÿ ïåðâîé ÑÑ:

2
1 1 1 1 1 1

�
�
� � �  ( , )Q t D WD WDSS S S� � ��i i , Q S� . (13)

Âûäåëåíèå èç èñõîäíîãî ÂÈÓ (13) ÂÈÓ ñî ñêàëÿðíûì ÿäðîì. Îäèí

èç ïóòåé óïðîùåíèÿ ÂÈÓ (13) ñîñòîèò â âûäåëåíèè èç íåãî ÂÈÓ ñî ñêà-

ëÿðíûì ÿäðîì. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì îïåðàòîð

D
M t

r
dsSS

S

Q QM

QM

M�
�

1
1

3
� �

[ [n r ( , )]]
, Q S� ,

(14)

âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì âåêòîðíûì òîæäåñòâîì [ [ ]] ( )a bc b ac� 
c ab( ). Ïðèìåíèâ åãî ê ÷èñëèòåëþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (14),

ïîëó÷èì

[ [n r r n n rQ QM QM Q Q QMM t M t M t� � �1 1 1( , )]] ( ( , )) ( , ) ( )�  . (15)

Ïîäñòàâèâ (15) â (14), çàïèøåì

D
M t

r
ds

r
M tSS

S

QM Q

QM

M

S

Q QM

QM

�
�

�1
1

3 3 1� � �
r n n r( (( , )) )

( , ) dsM . (16)

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì îïåðàòîðû �DS1 1i è ��DS1 1i :

� � �
�
�D

M t

r
dlS

L

Q QM

QM

M1 1
1

3

01

i
n r i[ [ ( , )]]

� 
� �
� �

L

QM Q

QM

M

L

Q QM

QM

M t

r
dl

r
M t

01 01

1

3 3 1

r n i n r
i

( (( , )) )
( , ) dl M , Q S� , (17)
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Ïîäñòàâëÿÿ (16)—(18) â (13), ïîëó÷àåì:
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1 3 1

1�
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� �
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Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (19) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ïî ñõåìå

2
1 3 1
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�
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Q QM

QM

j
MQ t
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M t ds( , )
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, Q S� ,

íà êàæäîì øàãå ðåøàåòñÿ ÂÈÓ ñî ñêàëÿðíûì ÿäðîì.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19) ñîïðÿæåíî ñ

áîëüøèì îáúåìîì èçáûòî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî â
ïîëå ïåðâîé ÑÑ èìåþò ìåñòî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé, êîòîðûå â óðàâíåíèè (19) íå ó÷òåíû. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì
÷èñëåííî ðåøàòü óðàâíåíèå (19) åãî íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ñ ó÷åòîì
óêàçàííûõ ñèììåòðèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå ÂÈÓ (19) ê ñèñòåìå ñêàëÿðíûõ ÈÓ â äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðåäñòàâèì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòî-
ðû, âõîäÿùèå â ÂÈÓ (19),

� � � �1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Q t Q t Q t Q tx x y y z z� � �e e e ,

i e e e1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )M t i M t i M t i M tx x y y z z� � � , (20)

n e e eQ n x n y n zQ Q Q� � ��  !( ) ( ) ( ) ,
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ãäå

�  !n Q x n Q y n Q zQ Q Q( ) cos ( , ), ( ) cos ( , ), ( ) cos ( , )� � �n e n e n e ,

r e e e rQM M Q x M Q y M Q z QM QMx x y y z z r�  �  �  �( ) ( ) ( ) 0 ,

r
r

e e eQM
QM

QM

r x r y r z
r

Q M Q M Q M0 � � � ��  !( , ) ( , ) ( , ) , (21)

� r
M Q

QM

Q M
x x )

r
( , ) �

(
,  r

M Q

QM

Q M
y y

r
( , ) �

( )
, ! r

M Q

QM

Q M
z z

r
( , ) �

( )
.

Ïîäñòàâëÿÿ (20), (21) â (19), ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ñêàëÿðíûõ ÈÓ

2
1 0 1

�
�
� �

x

S

x MQ t P Q M M t dl( , ) ( , ) ( , ) ��

�
� �

�
S

n x n y n z

QM

r

Q M t Q M t Q M t

r

� �  � ! �
�

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
1 1 1

2

( )
( , )Q M dsM �

�F Q tx1 ( , ), Q S� , (22)

2
1 0 1

�
�
� �

y

S

y MQ t P Q M M t dl( , ) ( , ) ( , ) ��

�
� �

�
S

n x n y n z

QM

r

Q M t Q M t Q M t

r

� �  � ! �
 

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
1 1 1

2

( )
( , )Q M dsM �

�F Q ty1 ( , ), Q S� , (23)

2
1 0 1

�
�
� �

z

S

z MQ t P Q M M t dl( , ) ( , ) ( , ) ��

�
� �

�
S

n x n y n z

QM

r

Q M t Q M t Q M t

r

� �  � ! �
!

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
1 1 1

2

( )
( , )Q M dsM �

�F Q tz1 ( , ), Q S� , (24)

ãäå

F Q t W
Q i M t Q i M t Q i M

x

n x n y n z
1

1 1 1
( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,
� 

� ��  ! t

rQML

)

2

01�
� "

Â. Ô. Åâäîêèìîâ, À. À. Êó÷àåâ, Å. È. Ïåòðóøåíêî, Â. À. Êó÷àåâ

102 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2010. V. 32. ¹ 4



" � 
�
�� �r M x M

L

Q M dl W P Q M i M t dl( , ) ( , ) ( , )1

01


� �

��

W
Q i M t Q i M t Q i M t

r

n x n y n z

QML

�  !( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
1 1 1

2

01

� �� r MQ M dl( , )

�
��
�W P Q M i M t dlx M

L

�( , ) ( , )1

01

;

F Q t W
Q i M t Q i M t Q i M

y

n x n y n z
1

1 1 1
( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,
� 

� ��  ! t

rQML

)

2

01�
� "

" � 
�
� �r M y M

L

Q M dl W P Q M i M t dl( , ) ( , ) ( , )

01


� �

��

W
Q i M t Q i M t Q i M t

r

n x n y n z

QML

�  !( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
1 1 1

2

01

� � r MQ M dl( , )

�
��
�W P Q M i M t dly M

L

�( , ) ( , )

01

;

F Q t W
Q i M t Q i M t Q i M

z

n x n y n z
1

1 1 1
( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,
� 

� ��  ! t

rQML

)

2

01�
� "

" � 
�
�! �r M z M

L

Q M dl W P Q M i M t dl( , ) ( , ) ( , )1

01


� �

��

W
Q i M t Q i M t Q i M t

r

n x n y n z

QML

�  !( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
1 1 1

2

01

� �! r MQ M dl( , )

�
��
�W P Q M i M t dlz M

L

�( , ) ( , )1

01

;

P Q M
r

Q QM

QM

�( , )
)

�
(n r

3
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ÈÓ (22)—(24) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî

êîîðäèíàòå x ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðâîé ÑÑ. Ââåäåì êîýôôèöèåíòû ñèì-

Òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Ò. 32. ¹ 4 103



ìåòðèè: a — êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè â

ïðîåêöèè íà îñü x çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà òîêà â îáìîòêå ïåðâîé

ôàçû i x1 :

i Q a i Qx x x x1 1( ) ( )� , i Q a i Qx y y x1 1( ) ( )� , i Q a i Qz z z z1 1( ) ( )� . (25)

Çäåñü Q — òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè xQ , yQ , zQ ; Qx— òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
xQ , yQ , zQ ; Q y — òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè xQ , yQ , zQ ; Q z — òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè xQ , yQ , zQ .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì äëÿ � x :

� �x x x xQ a Q( ) ( )� , � �x y y xQ a Q( ) ( )� , � �x z z xQ a Q( ) ( )� ; (26)

b — êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè â ïðîåêöèè
íà îñü y çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà òîêà â îáìîòêå ïåðâîé ôàçû i y1 ,

i Q b i Qy x x y1 1( ) ( )� , i Q b i Qy y y y1 1( ) ( )� , i Q b i Qy z z y1 1( ) ( )� . (27)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ � y èìåþò âèä

� �y x x yQ b Q( ) ( )� , � �y y y yQ b Q( ) ( )� , � �y z z yQ b Q( ) ( )� ; (28)

c — êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè â ïðîåêöèè

íà îñü z çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà òîêà â îáìîòêå ïåðâîé ôàçû i z1 ,

i Q c i Qz x x z1 1( ) ( )� , i Q c i Qz y y z1 1( ) ( )� , i Q c i Qz z z z1 1( ) ( )� . (29)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ � z :

� �z x x zQ c Q( ) ( )� , � �z y y zQ c Q( ) ( )� , � �z z z zQ c Q( ) ( )� . (30)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S x — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùàÿ

â ïîëóïðîñòðàíñòâå x # 0, ò.å. S x — ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M x , åñëè

òî÷êà M ïðèíàäëåæèò S. Êîíòóð ��L01 ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå x # 0, ò.å. ��L01

— ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M x , åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò �L01.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (25)—(30) óðàâíåíèÿ (22)—(24) ïðåîáðàçóþò-

ñÿ ê âèäó

2
1

�
�
�

x
Q t( , )

 �
 
� �

S S

x
x

x M n

S S

x
x

x

x x

P Q M M t ds Q A Q M M( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ,� � �
1 1

t dsM) �

� �
 
� � � ! �n

S S

x
y

y M n

S S

x
zQ A Q M M t ds Q A Q M

x x

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
1 1z MM t ds( , ) �

�F Q tx
x

1 ( , ), Q S S x�  , (31)
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2
1

�
�
�

y
Q t( , ) 

 �
 
� �

S S

x
y

y M n

S S

x
x

x

x x

P Q M M t ds Q B Q M M( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ,� � �
1 1

t dsM) �

� �
 
� � � ! �n

S S

x
y

y M n

S S

x
zQ B Q M M t ds Q B Q M

x x

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
1 1z MM t ds( , ) �

�F Q t
x

y

1
( , ), Q S S x�  , (32)

2
1

�
�
�

z
Q t( , )

 �
 
� �

S S

x
z

z M n

S S

x
x

x

x x

P Q M M t d s Q G Q M M( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ,� � �
1 1

t d sM) �

� �
 
� � � ! �n

S S

x
y

y M n

S S

x
zQ G Q M M t ds Q G Q M

x x

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
1 1z MM t ds( , ) �

�F Q tx
z

1 ( , ), Q S S x�  , (33)

ãäå

F Q t W Q A Q M i M t dlx
x

n

L

x
x

x M1 1

01

( , ) ( ) ( , ) ( , )�  
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��
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x
y

y M n
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x
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01 01

1
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�
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x M
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P Q M P Q M a P Q Mx
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, A Q M
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a Q M
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x
x r

QM

x r x

QM x

( , )
( , ) ( , )

� �
� �

2 2
,

A Q M
Q M

r

b Q M

r
x
y r

QM

x r x

QM x

( , )
( , ) ( , )

� �
� �

2 2
, A Q M

Q M

r

c Q M

r
x
z r

QM

x r x

QM x

( , )
( , ) ( , )

� �
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2 2
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F Q t W Q B Q M i M t dl
x

y
n x

x
x M

L

1 1

01

( , ) ( ) ( , ) ( , )�  
�
��

 
�
�W Q B Q M i M t dl W Q B Q M in x
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y M

L

n x
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y M
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P Q M P Q M b P Q Mx
y

x x( , ) ( , ) ( , )� �
0 0

, B Q M
Q M

r

a Q M

r
x
x r

QM

x r x

QM x
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2 2
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B Q M
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� �
  

2 2
, B Q M
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z r
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( , ) ( , )
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2 2
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F Q t W Q G Q M i M t dlx
z

n x
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x M
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1 1
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( , ) ( ) ( , ) ( , )�  
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�
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L

n x
z
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z M
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P Q M P Q M c P Q Mx
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, G Q M
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x r
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x r x

QM x

( , )
( , ) ( , )

� �
! !

2 2
,

G Q M
Q M

r

b Q M

r
x
y r

QM

x r x

QM x

( , )
( , ) ( , )

� �
! !

2 2
, G Q M

Q M

r

c Q M

r
x
z r

QM

x r x
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( , )
( , ) ( , )

� �
! !

2 2
.

Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (31)—(33) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî

êîîðäèíàòå y ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðâîé ÑÑ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

( )S S x y — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S S x , ëåæàùàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå y M # 0;

( )S S x  ( )S S x y — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S, ÿâëÿþùàÿñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì

ìåñòîì òî÷åê M, ó êîòîðûõ x M � 0 è y M � 0; �L y01 — ÷àñòü êîíòóðà �L01,

ëåæàùàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå y M # 0; �  �L L y01 01 — ÷àñòü êîíòóðà �L01, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê M, ó êîòîðûõ x M � 0 è y M � 0.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé (31)—(33) ñ ó÷åòîì ñèììåò-

ðèè ïî êîîðäèíàòå y ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðâîé ÑÑ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ÑÈÓ:
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1 1
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�F Q txy
xx

1 ( , ), Q S S S Sx x y�   ( ) ( ) , (34)
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01 01

1
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G Q M G Q M a G Q Mxy
xx

x
x

y x
x

y( , ) ( , ) ( , )� � ,

G Q M G Q M b G Q Mxy
yy

x
y

y x
y

y( , ) ( , ) ( , )� � ,

G Q M G Q M c G Q Mxy
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x
z

y x
z

y( , ) ( , ) ( , )� � .
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Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (34)—(36) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî

êîîðäèíàòå z ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðâîé ÑÑ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

[( ) ( ) ]S S S Sx x y z   — ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ( ) ( )S S S Sx x y   , ëåæàùàÿ â

ïîëóïðîñòðàíñòâå z # 0; S S S S S S S S Sx x y x x y z
1 �       [( ) ( ) ] [( ) ( ) ] —

÷àñòü ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z;

åñëè M S� 1, òî x M � 0, y M � 0, z M � 0; ( )�  �L L y z01 01 — ÷àñòü êîíòóðà � L01

 �L y01 , ëåæàùàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z # 0; L L L L Ly y z01 01 01 01 01
* ( ) ( )� �  �  �  � —

÷àñòü êîíòóðà �L01, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z;

åñëè M L� 01
* , òî x M � 0, y M � 0, z M � 0.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé (34)—(36) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè

ïî êîîðäèíàòå z ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðâîé ÑÑ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ÑÈÓ:

2
1 1

1

�
�
� �

x

S

xyz
xxx

x MQ t P Q M M t ds( , ) ( , ) ( , ) ��

� ��� �n

S

xyz
xxx

x MQ A Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1
 �n

S

xyz
yyy

y MQ A Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1� �

� ��! �n

S

xyz
zzz

z MQ A Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1
F Q txy

xxx
1 ( , ), Q S� 1, (37)

2
1 1

1

�
�
� �

y

S

xyz
yyy

y MQ t P Q M M t ds( , ) ( , ) ( , ) ��

� ��� �n

S

xyz
xxx

x MQ B Q M M t d s( ) ( , ) ( , )
1

1
 �n

S

xyz
yyy

y MQ B Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1� �

� ��! �n

S

xyz
zzz

z MQ B Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1
F Q t

xyz

yyy

1
( , ), Q S� 1, (38)

2
1 1

1

�
�
� �

z

S

xyz
zzz

z MQ t P Q M M t ds( , ) ( , ) ( , ) ��

� ��� �n

S

xyz
xxx

x MQ G Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1
 �n

S

xyz
yyy

y MQ G Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1� �

� ��! �n

S

xyz
zzz

z MQ G Q M M t ds( ) ( , ) ( , )
1

1
F Q txyz

zzz
1 ( , ), Q S� 1, (39)

ãäå

F Q t W Q A Q M i M t dlxy
xxx

n

L

xyz
xxx

x M1 1

01
1

( , ) ( ) ( , ) ( , )�  ��
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1
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� �W P Q M i M t dl

L

xyz
zzz

z M

01

1
*

( , ) ( , ) ,

P Q M P Q M c P Q Mxyz
zzz

xy
zz

z xy
zz

z( , ) ( , ) ( , )� � ,

G Q M G Q M a G Q Mxyz
xxx

xy
xx

z xy
xx

z( , ) ( , ) ( , )� � ,

G Q M G Q M b G Q Mxyz
yyy

xy
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z xy
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z( , ) ( , ) ( , )� � ,

G Q M G Q M c G Q Mxyz
zzz
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z xy
zz

z( , ) ( , ) ( , )� � .

Âûâîäû. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñêàëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(31)—(33) ýêâèâàëåíòíà òîêîâîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (13) äëÿ

ïåðâîé ñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé âðàùàþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ. Â íåé ó÷òåíû ñèììåòðèè ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ïåðâîé ñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ

ïëîñêîñòåé XOY , XOZ, YOZ. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû åñòü îäíà

âîñüìàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ìàãíèòîïðîâîäà S, ëåæàùàÿ â ïåðâîì îêòàíòå.

Ïîðÿäîê ìàòðèö, àïïðîêñèìèðóþùèõ èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â óðàâ-

íåíèÿõ (37)—(39) ñóùåñòâåííî íèæå ïîðÿäêà ìàòðèö, àïïðîêñèìèðóþ-

ùèõ èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (22)—(24).

Ïðåäëîæåííàÿ òðåõìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïåðåìåøèâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàçðàáà-

òûâàåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé, à èìåííî: òðåõ-

ìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ è ýëåêòðîäè-

íàìè÷åñêèõ óñèëèé â ñèñòåìå êðèñòàëëèçàòîð—ÝÌÏ, à òàê æå òðåõìåðíàÿ

èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ è ýëåêòðîäèíàìè-

÷åñêèõ óñèëèé â ñèñòåìå êðèñòàëëèçàòîð—äâà ñîîñíûõ ÝÌÏ.

A three-dimensional integral model of a rotating magnetic field for electromagnetic stirrer is of-

fered. The decomposition of the rotating magnetic field on three symmetric components (SÑ) lies

in the basis of the model. To simulate the first SÑ the vector integral equation for the magnetized

currents density is used, which is reduced to the system of three scalar equations. These equations

are transformed taking into account symmetry of the first SÑ in relation to co-ordinate planes.
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