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Ñóììû ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé
â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ
ïðè ìîäåëèðîâàíèè àóêöèîííûõ òîðãîâ

Äëÿ âõîäÿùåãî ïîòîêà ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì, ïîñòóïàþùåãî â ñèñòåìó ñ íåîãðà-
íè÷åííûì îáñëóæèâàíèåì, â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íàéäåíû âåðîÿò-
íîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñóìì ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé òðå-
áîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ è îáñëóæåííûõ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì ìàêñèìóìîâ.

Äëÿ ïîòîêó ³ç çì³ííèì ïàðàìåòðîì, ùî ïîñòóïàº ó ñèñòåìó ç íåîáìåæåíèì îáñëóãîâó-
âàííÿì, ó òåðì³íàõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é çíàéäåíî éìîâ³ðí³ñí³ ðîçïîä³ëåííÿ òà ÷èñ-
ëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ñóì ìàêñèìóì³â ïðèðîñòàíü âèìîã, ÿê³ íàä³éøëè ³ áóëè îáñëóãîâàí³
íà ê³íöåâîìó ïðîì³æêó ÷àñó.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ðîçïîä³ëåííÿ ñóì ìàêñèìóì³â.

Â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èíòåðíåò ñîîáùåíèé ïîñòóïàåò âõîäÿ-

ùèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì [1] � ( )t , t � 0, îáúÿâ-

ëåíèé î ïðîäàæå. Îáúÿâëåíèÿ íåìåäëåííî (áåç îæèäàíèÿ [2]) ðàçìåùàþò-

ñÿ íà ñàéòå îáúÿâëåíèé è íàõîäÿòñÿ íà íåì â òå÷åíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,

ñëó÷àéíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê (ïðå-

áûâàíèÿ íà ñàéòå îáúÿâëåíèé î ïðîäàæå) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, íå-

çàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè.

Ïóñòü G u( ) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Âî

âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê (âîçìîæíîãî òîðãà) ñ èíòåíñèâíîñòüþ � âîç-

íèêàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî n íåçàâèñèìûõ ïðåäëîæåíèé. Êàæäîå òàêîå ïðåä-

ëîæåíèå ñâÿçàíî ñ ïîâûøåíèåì (ïîíèæåíèåì) îáúÿâëåííîé öåíû íà âåëè-
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÷èíó åå ïðèðàùåíèÿ. Ìîäóëè ýòèõ ïðèðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

ïîëîæèòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

H x( ). Èç ýòèõ ïðèðàùåíèé íàõîäèòñÿ èõ ìàêñèìóì S max .
Ïóñòü F x P S xmax max( ) ( )� � — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà èç

ïðèðàùåíèé îáúÿâëåííîé öåíû çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ (òîðãîâ) çàÿâêè î
ïðîäàæå. Ïîäîáíûå ìîäåëè âîçíèêàþò â ïðîöåññàõ àóêöèîííîé ïðîäàæè
(íà ïîíèæåíèå èëè íà ïîâûøåíèå). Ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñóìì ìàêñèìóìîâ ñëó÷àéíûõ ïðèðàùåíèé öåí
ïî çàÿâêàì çà âðåìÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ (òîðãîâ ïî ïðîäàæå) â òå÷åíèå
çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè äëèíû T. Èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ñóìì ìîãóò
áûòü ïðîâåäåíû îòäåëüíî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïðèðàùåíèé è äëÿ ìîäóëåé
îòðèöàòåëüíûõ ïðèðàùåíèé. Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ âåðîÿò-
íîñòíûõ èíñòðóìåíòîâ ïîçíàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ñóìì.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà èç ïðèðàùåíèé, âîçíèê-
øèõ çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ (çàÿâêè î ïðîäàæå), èìååò âèä
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî ýòèõ ïðèðàùåíèé
X X X n1 2, , ..., ðîâíî n çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ u, âåðîÿòíîñòü Ð òîãî, ÷òî èõ
ìàêñèìóì S n umax [ , ] max� {X X X n1 2, ,..., } ìåíüøå x (ââèäó èõ íåçàâèñè-
ìîñòè è îäèíàêîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), èìååò âèä

P S n u x P X x X x X xn{ [ , ] } { , ,..., }max � � � � � �1 2

� � � � �P X x P X x P X x H xn
n{ } { }... { } [ ( )]1 2 .

Ýòîò óñëîâíûé ìàêñèìóì èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ[ ( )]H x n . Ïî ôîð-
ìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åííóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü óìíîæàåì
íà âåðîÿòíîñòü (( ) / !) exp( )� �n n un � òîãî, ÷òî çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèÿ âîçíèêëî ðîâíî n ïðèðàùåíèé. Ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñêëà-
äûâàåì ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì n � 0, à çàòåì èíòåãðèðóåì ïî âñåì äåéñòâè-
òåëüíûì ÷èñëàì u �0ñ ðàñïðåäåëåíèåì dG u( ). Â èòîãå ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

F x
u

n
H x u dG u

u n

n
n

max ( )
( )

!
( ) exp( ) ( )� � �

� �

�

� �
0 0

�
�

� � �
�
�

u

u H x dG u

0

1exp{ [ ( )]} ( )�

À.Â. Ìàêàðè÷åâ, À.À. Êóäü, À.Á. Ùóêèí

98 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 5



ìàêñèìóìà S max èç ïðèðàùåíèé çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Èòàê,

F x
u H x dG u x

x

umax ( )
exp{ [ ( )]} ( ), ,

, .
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Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ìîìåíòû ìàêñèìóìà ïðèðàùåíèé, âîçíèêøèå çà âðåìÿ

îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î ïðîäàæå), îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

MS dx u H x dG u

x u

max { exp[ [ ( )]]} ( )� � � �
� �
� �

0 0

1 1� ,

M S xdx u H x dG u

x u

( ) { exp[ [ ( )]]} ( )max
2

0 0

2 1 1� � � �
� �
� � � .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ýòèõ ôîðìóë îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Îáîçíà÷èì f t( ) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
äëÿ ìàêñèìóìà èç ïðèðàùåíèé, âîçíèêøèõ çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèÿ, f t M itS( ) ( )max� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè t �0â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâóþò. Îáîç-
íà÷èì n T( ) ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ íà
îòðåçêå âðåìåíè [ , ]0 T , � ( )T — ÷èñëî îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ íà îòðåçêå âðåìåíè [ , ]0 T , è �( )T — ÷èñëî òðå-
áîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè T.
Î÷åâèäíî, n T( ) = � ( )T + �( )T .

Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðèøåäøèõ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó íà îòðåçêå
âðåìåíè [ , ]0 T îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [1]

P n T n
T

n
T

n

{ ( ) }
[ ( )]

!
exp[ ( )]� � �

�
� ,

ãäå �( ) ( )T t dt

T

� �
0

� . Îáîçíà÷èì � o
o( ) exp( )t M itST� õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ñóììû

S S S S TT
o � � � �( ) ( ) ... ( ( ))1 2 � (1)

âñåõ ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé äëÿ òðåáîâàíèé, îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå

[ , ]0 T . Îáîçíà÷èì [3]

�G

T

T y G T y dyo ( ) ( ) ( )� ��
0

� (2)
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èíòåãðàë îò èíòåíñèâíîñòè ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñ ïåðåìåííûì ïàðà-

ìåòðîì

� ( ) ( )y G T y� , y T�[ , ]0 , (3)

äëÿ ÷èñëà ïîñòóïèâøèõ íà îòðåçêå [ , ]0 T òðåáîâàíèé è îáñëóæåííûõ íà

íåì.

Òåîðåìà 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñóììû âñåõ ìàêñèìóìîâ

ïðèðàùåíèé ñóìì îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå [ , ]0 T çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

� �o
o( ) exp{ ( )[ ( ) ]}t T f tG� �1 ,

ãäå

f t M itS( ) ( )max� ; �G

T

T y G T y dyo ( ) ( ) ( )� ��
0

� .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå ñëàãàåìûå ñóì-

ìû (1) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè è ðàñïðåäåëåíû òàê æå, êàê

è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S max . Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì (2) è (3)

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû (1) âñåõ ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé

öåí äëÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î ïðîäàæå), îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå [ , ]0 T ,

èìååò âèä

� o
o( ) exp( ) [ ( )] ( )t M itS M f tT

T� � ��

� � � �
�

�
n

G
G

n
G

T

n
T f t T f t

0

1
�

� �
o

o o( )

!
exp[ ( )][ ( )] exp{ ( ) [ ( ) ]}.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ìàêñèìóìîâ ïðèðà-

ùåíèé çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ (çàÿâêè î ïðîäàæå) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå MS T MST G
o o� � ( ) max , à äèñïåðñèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû — ïî ôîðìóëå DS T M ST G
o o� � ( ) ( )max

2, ãäå ìîìåíòû MS max è

M S( )max
2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

â íóëå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè � o( )t íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå ñóììû (1) [4] âñåõ ïðèðàùåíèé ñóìì äëÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î

ïðîäàæå), îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå [ , ]0 T ,

MS
t

i
T

to o�
�

��[ ( )] |� 0
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( ) max1

0

,

âòîðîé ìîìåíò ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

M S
t

T
t[ ]

[ ( )] |o o2 0

1
�

��
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���

� � � � ��{exp{ ( ) [ ( ) ]} ( )}| ( )� �G t GT f t f t To o1 0

� � � � ��[ ( )] {[ ( )] exp{ ( ) [ ( ) ]}}|� �G G tT f t T f to o2 2
01

� � �� ��� �G G tT T f t f to o( ) exp{ ( ) [ ( ) ]}[ ( )]|1 0

� �[ ( )] ( ) ( ) ( )max max� �G GT MS T M So o2 2 2,

è åå äèñïåðñèþ: DS T M ST G
o o� � ( ) ( )max

2.
Îáîçíà÷èì � í.î

í.î( ) exp ( )t M it ST� õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ñóììû

S S S S TT
í.î � � � �( ) ( ) ... ( ( ))1 2 � (4)

âñåõ ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé öåí äëÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î ïðîäàæå),

íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè â ìîìåíò âðåìåíè T, ò.å. íå îêîí÷èâøèõ

îáñëóæèâàíèå ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Îáîçíà÷èì [5] G t G t( ) ( )� �1

�G

T

T y G T y dyí.î( ) ( ) ( )� ��
0

� (5)

èíòåãðàë îò èíòåíñèâíîñòè ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñ ïåðåìåííûì ïàðà-

ìåòðîì

� �( ) [ ( )] ( ) ( )y G T y y G T y1� � � � , y T�[ , ]0 , (6)

äëÿ ïîñòóïèâøèõ íà îòðåçêå [ , ]0 T òðåáîâàíèé è ïðîäîëæàþùèõ ñâîå îáñëó-

æèâàíèå â ìîìåíò âðåìåíè T, ò.å. íå çàêîí÷èâøèì îáñëóæèâàíèå íà íåì.

Òåîðåìà 3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû âñåõ ìàêñèìóìîâ

ïðèðàùåíèé äëÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î ïðîäàæå), ïîñòóïèâøèõ, íî íå îá-

ñëóæåííûõ íà îòðåçêå [ , ]0 T , èìååò âèä

� �í.î
í.î( ) exp{( ( ) [ ( ) ]}t T f tG� �1 ,

ãäå

f t M itS( ) ( )max� ;

�G

T

T y G T y dyí.î( ) ( ) ( )� ��
0

� .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ âñå ñëàãàåìûå â

ñóììå (4) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè è ðàñïðåäåëåíû òàê æå,

êàê è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S max . Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì (5) è (6)

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû (4) [6] âñåõ ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé

äëÿ òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ, íî íå îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå [ , ]0 T , èìååò
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Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû âñåõ ìàêñèìóìîâ ïðè-

ðàùåíèé äëÿ òðåáîâàíèé (çàÿâîê î ïðîäàæå), íå îáñëóæåííûõ íà îòðåçêå
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îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðîâàíèåì â íóëå
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Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ñóìì ìàêñèìóìîâ ñâèäåòåëüñò-
âóþò î òîì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ
áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
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SUM OF INCREMENT MAXIMA IN A MULTICHANNEL

SERVICE SYSTEM WHEN MODELING AUCTION

For the input stream with a variable parameter put in the system with unlimited service the probability
distributions and numerical characteristics for the sums of maxima of the requirement increments re-
ceived and served in a finite period of time were found in terms of characteristic functions.

K e y w o r d s: distribution of sums of maxima.

Ñóììû ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 5 103



ÌÀÊÀÐÈ×ÅÂ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû òðàíñïîðò-

íûõ ñèñòåì è ëîãèñòèêè Õàðüêîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî àâòîìîáèëüíî-äîðîæíîãî óíèâåðñè-

òåòà. Â 1981 ã. îêîí÷èë Ìîñêîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ïîòî-

êè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ, îöåíêè õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè

êîìïëåêñîâ ñëîæíûõ âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñòåì, ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì ýêñòðåìóìîâ â ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññàõ îáñëóæèâàíèÿ.

ÊÓÄÜ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷, ãåíåðàëüíûé äèðåêòîð ÎÎÎ «Ñèìêîðä». Â 2002 ã. îêîí÷èë

Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé àâòîìîáèëüíî-äîðîæíûé óíèâåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé — ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñóììèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ

äâîè÷íûõ ìàòðèö.

ÙÓÊÈÍ Àëåêñàíäð Áîðèñîâè÷, ãëàâà Äåïàðòàìåíòà àíàëèçà è ìîäåëèðîâàíèÿ òîðãîâî-ýêîíî-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì ÎÎÎ «Ñèìêîðä». Â 1988 ã. îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé àâèàöèîííûé èí-ò. Îáëàñòü

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ïðåîáðàçîâàíèå àääèòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,

ñëó÷àéíûå ïîòîêè ñ èçìåíÿþùåéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ.
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