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Нехай α ∈ , m ∈ , 2m �  і 
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α= + . У підпросторах просторів функцій, аналітичних в областях, 

вивчаються умови еквівалентності оператора Ліонса Lα простішим операторам. Доведено гі пер циклічність 
та хаотичність одного класу операторів.
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Узагальнюючи оператор Бесселя, Ж.Л. Ліонс в [1] визначив сингулярний диференціальний 
оператор виду
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α −
α= +  (1)

m ∈ , 2m � . Він довів, що в просторі нескінченно диференційовних на [0, )∞  функцій 
( 1)[0, ) { [0, ) : (0) 0km

mC f C f∞ −∞ = ∈ ∞ = , k ∈ } із загальноприйнятою топологією, оператор 

(1) еквівалентний оператору 
m

m
d

dz
 при певних обмеженнях на параметр α.

Пізніше К. Трімече в [2] встановив умови еквівалентності оператора Lα оператору 
m

m
d

dz
 

в одному підпросторі простору цілих функцій. Для цього в [2] (див. також [3]) будується 
оператор перетворення у вигляді нескінченних операторних рядів. Вперше цей метод по-
будови операторів перетворення був запропонований Ж. Дельсартом та Ж.-Л. Ліонсом в 
[4] у доведенні еквівалентності диференціальних операторів скінченного порядку в просто-
рі цілих функцій, тому побудовані таким чином оператори перетворення називаються ря-
дами Дельсарта–Ліонса. Для доведення неперервності та ізоморфності операторних рядів 
Дельсарта–Ліонса в просторі цілих функцій істотно використовується можливість розкла-
дання цілих функцій у степеневі ряди. Тому запропонований в [4] метод побудови операто-
ра перетворення для диференціальних операторів неможна використати для розв'язування 
аналогічних задач у просторі функцій, аналітичних у некругових областях.
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У цій роботі вивчаються властивості оператора Lα у деяких підпросторах простору 
функцій, аналітичних в областях. Досліджено умови еквівалентності оператора Lα операто-
ру диференціювання D m-го степеня. Встановлено гіперциклічність та хаотичність операто-
рів нескінченного порядку зі сталими коефіцієнтами відносно оператора Ліонса.

Нехай G – довільна область комплексної площини і (G) — простір усіх аналітичних в 
G функцій, що наділений топологією компактної збіжності. Через ( (G)) позначимо про-
стір усіх лінійних неперервних операторів на (G). Для фіксованого натурального 2m �  

позначимо 
2

exp
i

m
π⎛ ⎞ω = ⎜ ⎟⎝ ⎠

. Надалі вважатимемо, що G — довільна зіркова відносно точки 

0z =  область у , яка інваріантна відносно повороту навколо початку координат на кут 
2
m
π

, 

тобто G Gω = . Через k(G), 0, 1k m= − , позначимо замкнуті підпростори простору (G), 
які визначаються таким чином:

k(G) = {f ∈ (G): ( ) ( ), }.kf z f z z Gω = ω ∀ ∈

В [5] показано, що простір (G) є прямою сумою своїх підпросторів k(G), 0, 1k m= − . 
Довільну функцію f ∈ (G) можна єдиним способом зобразити у вигляді

1

0

( ) ( )
m

k
k

f z f z
−

=
= ∑ , 

де fk ∈ k(G).
Нехай α – довільне фіксоване комплексне число. Якщо f ∈ k(G), 0, 2k m= − , то при 

\ {0}z G∈  є правильною формула
1

( ) ( )

0

( )( ) ( ) ( ) .m mL f z f z f tz dtα = +α∫  (2)

З (2) випливає, що оператор Lα ∈ ( k(G)) при 0, 2k m= − .
Вивчимо спочатку умови, за яких оператор Lα є еквівалентним у просторах k(G), 
0, 2k m= − , оператору mD . Наведемо деякі допоміжні твердження. Через G(m) позначимо 

множину ( ) { : }m mG z z G= ∈ . G(m) є областю в , оскільки областю є G. Кожен з просторів 

k(G) є ізоморфним простору (G(m)), причому кожен з операторів Sk: (G(m)) → k(G), 
який діє за правилом ( )( ) ( )k m

kS f z z f z= , ізоморфно відображає простір (G(m)) на k(G), 
0, 1k m= −  [6].
Використовуючи ізоморфізми Sk, одержуємо, що є правильним таке твердження.

Лема 1. Для довільного 0, 1k m= −  між операторами Tk ∈ ( k(G)) і операторами kT ∈�  
( (G(m))) формулою

1
k k k kT S T S −= �

 
встановлюється взаємно однозначна відповідність. 

Зауваження 1. Оскільки k k k kT S S T= �  і оператор Sk ізоморфно відображає простір (G(m)) 
на k(G), то оператор Tk у просторі k(G) еквівалентний оператору kT�  у просторі (G(m)) 

для довільного 0, 1k m= − .
Для числа a ∈  через ( )na  позначимо символ Похгаммера, тобто ( ) ( 1)na a a= + … 

( 1)a n+ −…  при 1n � , 0( ) 1a = . 
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Нехай α — довільне фіксоване комплексне число. Для довільного 0, 1k m= −  позначимо

( )

1

, 0,1,
1

k n
n

n

k
m

n
k

m

α + +⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

γ = = …
+⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠

. (3)

Область G(m) є зірковою відносно початку координат, оскільки такою є область G. Тоді, 
використовуючи теореми 1 і 2 [7] (див. також [8]), одержуємо, що оператор kT� , 0, 1k m= − , 
який на степенях z визначається рівностями ( )n k n

k nT z z= γ�  продовжується до оператора з 
класу ( (G(m))). При 0,1,n = …  виконуються рівності 1 ( )( )( )mn k k mn k

k k k nS T S z z− + += γ� . Тому 
для довільного 0, 1k m= −  оператор Tk, який визначається рівностями

( ) , 0,1, ,mn k k mn k
k nT z z n+ += γ = …  (4)

формулою 1
k k k kT S T S −= �  продовжується до оператора з класу ( k(G)).

Теорема 1. Нехай α — довільне фіксоване комплексне число. Для довільного 0, 1k m= −  
оператор Tk, який визначається рівностями (3), (4), продовжується до оператора з класу 

( k(G)).
Використовуючи наслідок 1 з [7], одержуємо твердження.
Наслідок 1. Нехай α ∈  і 0, 1k m= − . Оператор Tk буде ізоморфізмом простору k(G) 

тоді і тільки тоді, коли виконується умова

1, 0,1, .mj k jα = − − − =/ …  (5)

Теорема 2. Нехай 0, 2k m= −  — довільне фіксоване число, а α ∈ . Для того щоб оператор 
Lα був еквівалентним оператору D m у просторі k(G) необхідно і достатньо, щоб виконува-
лася умова (5).

Необхідність умов теореми 2 випливає з того, що розмірності ядер еквівалентних опера-
торів рівні між собою. Достатність умов теореми 2 випливає з рівностей

,m
k kT L D Tα =  (6)

0, 2k m= − , і того, що при виконанні умов (5) за наслідком 1 кожен з операторів Tk є ізомор-
фізмом простору k(G), 0, 2k m= − .

Наслідок 2. Нехай 0, 2k m= −  — довільне фіксоване число, а α1, α2 ∈ , причому p mjα = − −/  
1, 0,1, , 1, 2.k j p− − = =…  Тоді оператори 

1
Lα  та 

2
Lα  є еквівалентними в просторі k(G).

Надалі вважатимемо, що k(G) = s(G) для k, s ∈ , (mod )k s m≡ . Крім того, D–r
 = r 

для довільного r ∈ , де  — оператор інтегрування. Тоді для довільних , 0, 1k l m= −  опера-
тор k lM D −=  ізоморфно відображає простір k(G) на l(G) і виконується рівність mMD = 

mD M= . Тому є правильним нижченаведене твердження.
Лема 2. Для довільних , 0, 1k l m= −  оператор D m у просторі k(G) еквівалентний опера-

тору D m у просторі l(G).
З теореми 2 і леми 2 випливає твердження.
Наслідок 3. Нехай , 0, 2k l m= −  — довільні фіксовані числа, а α, β ∈ , причому α задо-

вольняє умову (5), а 1, 0,1,mj l jβ = − − − =/ … . Тоді оператор Lα у просторі k(G) еквівалент-
ний оператору Lβ у просторі l (G).
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Для m ∈ , 2m � , через ( )mp t  позначимо многочлен вигляду 
1

=0

( ) ( )
m

m
k

p t mt k
−

= −∏ . 

Зобразимо цей многочлен у вигляді

=1

( )
m

k
m k

k

p t d t= ∑ .

Нехай zU  — оператор множення на незалежну змінну. Через mΛ  позначимо оператор 

1

=1

( )
m

k
m k z

k

d DU D−Λ = ∑ . 

Для оператора mΛ  при 1n �  виконується рівність 1( ) ( )n n
m mz p n z −Λ = . Тому 0 0

m
mD S S= Λ , де 

0S  — ізоморфізм простору (G(m)) на простір 0(G), який діє за правилом 0( )( ) ( )mS f z f z= . 
Внаслідок цього оператор D m у просторі 0(G) еквівалентний оператору mΛ  у просторі 

(G(m)). Нехай тепер k — довільне фіксоване, 0, 1k m= − . За лемою 2 оператор D m у просторі 

k(G) еквівалентний оператору D m у просторі 0(G). Внаслідок транзитивності відношен-
ня еквівалентності операторів звідси випливає, що оператор D m у просторі k(G) еквіва-
лентний оператору mΛ  у просторі (G(m)). Таким чином, є правильним таке твердження.

Лема 3. Для довільного 0, 1k m= −  оператор D m у просторі k(G) є еквівалентним опера-
тору mΛ  у просторі (G(m)).

З теореми 1 і леми 3 випливає таке твердження.
Теорема 3. Нехай 0, 2k m= −  — довільне фіксоване число; α ∈  і задовольняє умову (5). 

Тоді оператор Lα  у просторі k(G) еквівалентний оператору mΛ  у просторі (G(m)).
Наведемо одне застосування одержаних результатів. Через  позначимо простір

 = 0(G) ⊕ 1(G) ⊕ . . . ⊕ m–2(G).

При цьому довільну функцію f ∈  можна єдиним способом зобразити у вигляді

 
2

=0

( ) ( )
m

k
k

f z f z
−

= ∑ , 

де kf ∈ k(G), причому
1

=0

1
( ) ( )( ) ( )

m
kj j

k k
j

f z P f z f z
m

−
−= = ω ω∑ , 0, 2k m= − .

Оскільки кожен з підпросторів k(G), 0, 2k m= − , є інваріантним відносно операторів Lα, 
α ∈ , та D m, то оператори Lα та D m лінійно та неперервно діють у просторі .

Нехай α ∈ , причому для довільного 0, 2k m= −  виконується умова (5). Тоді кожен з 
операторів Tk, 0, 2k m= − , який побудований в теоремі 1, є ізоморфізмом відповідного про-
стору k(G). За теоремою 2 у кожному просторі k(G), 0, 2k m= − , виконується рівність (6). 
Розглянемо оператор 

2

0

m

k k
k

T T P
−

=
= ∑ . 
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Він є ізоморфізмом простору  і обернений до нього визначається формулою 
2

1 1

0

m

k k
j

T T P
−

− −

=
= ∑ . 

Оскільки mTL D Tα = , то оператор Lα еквівалентний оператору D m у просторі .
Теорема 4. Нехай α ∈ , причому для довільного 0, 2k m= −  виконується умова (2). Тоді в 

просторі  оператор Lα еквівалентний оператору D m.
Зауваження 2. У випадку G =  з теореми 4 одержуємо сформульований на початку ро-

боти результат з [2].
Наведемо одне застосування теореми 2.
Лема 4. Нехай 0, 2k m= − , комплексне число α задовольняє умову (5) і =0( )n nc ∞  — послідов-

ність комплексних чисел, для якої

| | 0.lim n
n

n
c

→∞
=  (7)

Тоді оператор 

0

n
n

n

T c L
∞

α
=

= ∑  (8)

належить класу ( k(G)).
З використанням теореми Годфруа—Шапіро [9] доводиться таке твердження.
Теорема 5. Нехай 0, 2k m= − , комплексне число α задовольняє умову (5) і =0( )n nc ∞  — по-

слідовність комплексних чисел, яка задовольняє умову (7), причому 0nc =/  для деякого 1n � . 
Тоді оператор T виду (8) є гіперциклічним та хаотичним у просторі k(G).
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О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ОПЕРАТОРА ЛИОНСА К ПРОСТЕЙШЕМУ ВИДУ

Пусть α ∈ , m ∈ ,  2m �
 и 

1

1=
m m

m m
d d

L
zdz dz

−

α −
α+ . В подпространствах пространств функций, аналитичес-

ких в областях, изучаются условия эквивалентности оператора Лионса Lα простейшим операторам. До-
казана гиперцикличность и хаотичность одного класса операторов.
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ON THE TRANSMUTATION OF THE LIONS OPERATOR TO THE SIMPLEST FORM
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α+ . We investigate the conditions of equivalence of the Lions 

operator Lα to simpler operators in subspaces of the spaces of functions analytic in domains. We establish the 
hypercyclicity and the chaoticity of a class of operators.
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