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Доведено iснування та єдинiсть розв’язку деякого дробового диференцiального рiвняння.
За допомогою метода Вiмана–Валiрона знайдено порядок зростання розв’язку.
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Дробовi диференцiальнi рiвняння широко використовують у фiзицi для моделювання явищ
аномальної релаксацiї та дифузiї. Проте вивчення даних рiвнянь знаходиться на початко-
вiй стадiї розвитку. Систематичний розвиток аналiтичної теорiї дробових диференцiальних
рiвнянь розпочався тiльки недавно в працях Кiлбаса, Рiверо, Трухiльо, Кочубея [1–3].

Вiдомо [4–6], що кожний нетривiальний розв’язок рiвняння

f (q)(z) + a(z)f(z) = 0, q ∈ N, (1)

де a(z) — полiном степеня m, є цiлою функцiєю порядку ρ[f ] = 1 +m/q,

ρ[f ] = lim sup
r→∞

ln lnM(r, f)

ln r
, M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.

З iншого боку, для нецiлих значень q ∈ (0, 1) рiвняння (1) з a(t) = A(tq), де A — полiном
степеня m, допускає розв’язок вигляду f(t) = v(tq), t > 0, де v — цiла функцiя з ρ[v] 6
6 (1 + m)/q [3].

Розглянемо дробове диференцiальне рiвняння у формi

D̃q(rqf(z))

z
+ a(z)f(z) = 0, z ∈ C, |z| = r, (2)

де коефiцiєнт a(z) є цiлою функцiєю, q > 0 i

D̃qf(z) = Dqf(z)− Γ(q + 1)f(0), (3)

а Dq — дробова похiдна Рiмана–Лiувiлля за змiнною r. Зокрема, D1(rf(z)) = (zf(z))′,
Γ(q) — гамма-функцiя Ейлера. У данiй роботi ми доводимо iснування та єдинiсть розв’язку
рiвняння (2) з початковою умовою f(0) = f0 i оцiнюємо зростання цих розв’язкiв, викори-
стовуючи узагальнений нами метод Вiмана–Валiрона для дробових похiдних.
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1. Дробова похiдна Рiмана–Лiувiлля. Нехай f ∈ L(0, a), a > 0.

Iqf(x) =
1

Γ(q)

x∫
0

f(t) dt

(x− t)1−q

є дробовим iнтегралом Рiмана–Лiувiлля порядку q > 0 для f . Якщо, крiм того, q ∈ (n−1, n],
n ∈ N, а функцiя (In−qf(x))(n−1) має майже скрiзь на (0, a) похiдну, то дробова похiдна
Рiмана–Лiувiлля порядку q > 0 для f визначається таким чином:

Dqf(x) =
dn

dxn
{In−qf(x)}, q ∈ (n− 1, n], n ∈ N.

Зокрема, якщо 0 < q < 1, то

Dqf(x) =
1

Γ(1− q)

d

dx

x∫
0

f(t) dt

(x− t)q
.

Дробова похiдна має таку властивiсть [7]:

Dqxβ−1 =
Γ(β)

Γ(β − q)
xβ−q−1, q, β > 0. (4)

Тому дробова похiдна для цiлої функцiї f , яку можна зобразити у виглядi ряду

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z = reiθ ∈ C, (5)

визначається таким чином:

|z|qDqf(z) =

∞∑
n=0

an
Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1− q)
zn.

Зауваження 1. Аналог оператора Dq(rqf(reiθ)) можна знайти у [8, роз. 9]. Наше озна-
чення забезпечує рiвнiсть D̃q(rqf(reiφ)) |r=0= 0. Наявнiсть множника rq дозволяє зберегти
аналiтичнiсть.

2. Узагальнення методу Вiмана–Валiрона для дробових похiдних. Введемо
основнi поняття теорiї Вiмана–Валiрона [9, 10]. Для цiлої функцiї f вигляду (5) при r ∈
∈ [0,+∞) означимо максимальний член µ(r, f) = max{|an|rn : n > 0} i центральний iндекс
ν(r, f) = max{n > 0: |an|rn = µ(r, f)} ряду (5).

Нехай (αn)
∞
n=0 — послiдовнiсть додатних чисел таких, що αn+1/αn спадає iз зростан-

ням n, а послiдовнiсть чисел (ϱn), зростаючих iз зростанням n, визначимо таким чином:

0 < ϱ0 <
α0

α1
,

αn−1

αn
< ϱn <

αn

αn+1
, n > 1.

Будемо казати, що значення r є нормальним (для послiдовностей (an), (αn) i (ϱn)),
якщо для деякого ν виконується

|an|rn 6 |aν |rν
αnϱ

n
ν

ανϱνν
, n > 0.
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Через V позначимо клас додатних неперервних неспадних функцiй v на [0,+∞) таких,

що x2/(v(x) ln v(x)) зростає до +∞ при x ∈ [x0; +∞), x0 > 0, i
+∞∫
0

dx/v(x) < +∞. Наприк-

лад, функцiя v(x) = x lnγ+1 x, x > e, γ ∈ (0, 1), належить до класу V .
Теорема 1 [11]. Нехай v ∈ V i κ(t) = 4

√
v(t) ln v(t). Припустимо, що f є цiлою функ-

цiєю, значення r є нормальним i достатньо великим, |z0| = r, i виконуються нерiвностi

|f(z0)| > ηM(r, f), v−2(ν(r, f)) 6 η 6 1,

r

(
1− 1

40κ(ν)

)
< ϱ < r

(
1 +

1

40κ(ν)

)
, ν = ν(r, f).

Тодi, якщо q > 0, для |z| = ϱ маємо(
ϱ

ν

)q

Dqf(z) = f(z) +O

(
κ(ν)
ν

)
M(ϱ, f). (6)

Зокрема, якщо ln ϱ − ln r = o(1/κ(ν)), то

M(ϱ,Dqf(z)) =

(
ν

ϱ

)q{
1 +O

(
κ(ν)
ν

)}
M(ϱ, f) = (1 + o(1))

(
ν

r

)q

M(r, f), (7)

коли r → +∞ поза множиною скiнченної логарифмiчної мiри E, тобто
∫

E∩[1,+∞)

dx/x <

< +∞.
Зауваження 2.Dq(ϱqf(z)) має таку саму асимптотичну оцiнку, як ϱqDqf(z), тобто в умо-

вах теореми 1 для |z| = ϱ маємо

Dq(ϱqf(z)) = νq
(
f(z) +O

(
κ(ν)
ν

M(ϱ, f)

))
, (8)

коли r → +∞ поза множиною скiнченної логарифмiчної мiри.
Зауваження 3. Теорема 1 узагальнює на дробовi похiднi теорему 12 з [10].
3. Оцiнка зростання розв’язкiв дробових диференцiальних рiвнянь.
Теорема 2. Нехай q > 0. Рiвняння (2) з початковою умовою f(0) = f0 має єдиний

цiлий розв’язок.
Доведення теореми. Ми шукатимемо цiлий розв’язок рiвняння (2) у виглядi f(z) =

=
∞∑
n=0

fnz
n. Усi коефiцiєнти fn, n > 1, можуть бути визначенi через коефiцiєнти ak розкладу

в ряд Тейлора функцiї a(z) =
∞∑
k=0

akz
k i з рiвняння (2) — коефiцiєнт f0. Справдi, з (4)

отримуємо

D̃q(rqf(z)) = D̃q

( ∞∑
n=0

fnr
n+qeinθ

)
=

∞∑
n=0

fn
Γ(n+ q + 1)

Γ(n+ 1)
zn − Γ(1 + q)f(0).

Пiсля пiдстановки попередньої рiвностi в рiвняння (2) одержимо

∞∑
n=0

fn+1
Γ(n+ q + 2)

Γ(n+ 2)
zn = −

∞∑
k=0

akz
k

∞∑
n=0

fnz
n. (9)
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Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях у (9), запишемо

f1 = − Γ(2)

Γ(2 + q)
a0f0;

f2 = − Γ(3)

Γ(3 + q)
(f0a1 + f1a0);

. . .

fj = − Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + q)

j−1∑
k=0

fkaj−k.

(10)

Отже, розв’язком рiвняння (2) є функцiя f(z) з коефiцiєнтами, визначеними формула-
ми (10). Структура формул (10) показує, що всi коефiцiєнти fn є полiномами вiд aj , j ∈
∈ {0, . . . , n− 1}, та f0 i, отже, визначенi єдиним чином. Залишилося показати, що функцiя
f(z) з коефiцiєнтами (10) є цiлою.

Оскiльки функцiя a(z) є цiлою, то для будь-якого ε iснує k0 таке, що для всiх k > k0
виконується k

√
|ak| < ε i, отже, |ak| < εk. Звiдси випливає, що iснує стала M1 така, що для

будь-якого k ∈ Z+

|ak| < M1ε
k. (11)

Згiдно з асимптотичною оцiнкою гамма-функцiй, а саме

Γ(t+ a)

Γ(t+ b)
= ta−b

(
1 +O

(
1

t

))
, t→ +∞, b, a ∈ R,

iснує стала M2 така, що для всiх j ∈ N

Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + q)
6 M2

jq
. (12)

Позначимо αn :=M1M2/n
q, n ∈ Z+ i |f0| = C0. Методом математичної iндукцiї доведемо

тепер, що справедливою є така оцiнка для коефiцiєнтiв fj :

|fj | 6 C0αj

j−1∏
n=1

(ε+ αn), j ∈ N. (13)

Справдi, враховуючи нерiвностi (11) i (12), для j = 1 маємо

|f1| =
Γ(2)

Γ(2 + q)
a0f0 6

M2

1q
C0M1 = C0α1.

Припустимо, що для деякого j ∈ N виконується нерiвнiсть (13). Тодi

|fj+1| =
∣∣∣∣− Γ(j + 2)

Γ(j + 2 + q)
(a0fj + a1fj−1 + . . .+ aj−1f1 + ajf0)

∣∣∣∣ 6 M2

(j + 1)q
×

×

(
M1C0αj

j−1∏
n=1

(ε+αn)+M1C0εαj−1

j−2∏
n=1

(ε+αn)+. . .+M1C0ε
j−1α1+M1C0ε

j

)
=
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= C0αj+1

(
αj

j−1∏
n=1

(ε+ αn) + εαj−1

j−2∏
n=1

(ε+ αn) + . . .+ εj−1α1 + εj

)
=

= C0αj+1

j∏
n=1

(ε+ αn).

Останню рiвнiсть нескладно перевiрити за iндукцiєю.
Отже, нерiвнiсть (13) доведено повнiстю. З цiєї нерiвностi одержимо

ln |fj | 6 lnC0 + lnαj +

j−1∑
n=1

(
ln ε+ ln

(
1 +

αn

ε

))
= lnC0 +O(ln j) + (j − 1)ε+

j−1∑
n=1

αn

ε
=

= j ln ε+O(ln j) +O(j1−q) = (1 + o(1))j ln ε.

Звiдси для j > j0 маємо ln |fj |/j < 2 ln ε. З довiльностi ε одержимо, що ln |fj |/j → −∞
(j → ∞), а це еквiвалентно тому, що j

√
|fj | → 0 при j → +∞.

Отже, функцiя f(z) з коефiцiєнтами (10) є цiлою i теорема доведена.
Теорема 3. Нехай a(z) є полiномом степеня m > 0. Тодi всi нетривiальнi розв’язки f

рiвняння (2) мають порядок зростання ϱ[f ] = (m + 1)/q.
Для доведення цiєї теореми нам потрiбнi такi твердження.
Лема 1 (лема 1.1.2 [10]). Нехай g : (0,+∞) → R, h : (0,+∞) → R — монотоннi зроста-

ючi функцiї такi, що g(r) 6 h(r) поза винятковою множиною E скiнченної логарифмiчної
мiри. Тодi для будь-якого α > 0 iснує r0 > 0 таке, що g(r) 6 h(rα) виконуються для всiх
r > r0.

Лема 2 (теорема 3.1 [10]). Якщо f є цiлою функцiєю порядку ϱ, то

ϱ[f ] = lim sup
r→+∞

ln+ ν(r, f)

ln r
= lim sup

r→+∞

ln+ ln+ µ(r, f)

ln r
.

Доведення теореми. Запишемо рiвняння (2) у виглядi

D̃q(rqf(z)) + za(z)f(z) = 0. (14)

Нехай f(z) є нетривiальним розв’язком (2) i ν(r) — центральним iндексом f . Згiдно
з теоремою 1 i зауваженням 2, нехай E ⊂ R+ є множиною скiнченної логарифмiчної мiри
такою, що

Dq(rqf(z)) = ν(r)q(1 + o(1))f(z) (15)

виконується для r = |z| ̸∈ E, де z вибране так, щоб f(z) =M(r, f). Пiдставивши рiвнiсть (15)
у рiвняння (14), одержимо

ν(r)q + (a0z + a1z
2 + . . .+ amz

m+1)(1 + o(1)) = 0. (16)

Звiдси

ν(r)q = |ν(r)|q = |a0z + a1z
2 + . . .+ amz

m+1| |1 + o(1)| > 1

4
|am|rm+1,

r → +∞, r ̸∈ E.
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Отже, беручи до уваги лему 2,

ln+ ν(r)

ln r
> m+ 1

q
+ o(1)

i

lim sup
r→∞

ln+ ν(r)

ln r
= ϱ[f ] > m+ 1

q
.

З iншого боку, з (16) маємо для деякого K > 0

ν(r)q 6 K2rm+1,

поза множиною скiнченної логарифмiчної мiри. Для α > 1 з леми 1 випливає, що

ν(r) 6 Kr
αm+1

q

для всiх r досить великих. Tаким чином,

lim sup
r→∞

ln+ ν(r)

ln r
6 α

m+ 1

q
.

Оскiльки α > 1 є довiльним, отримаємо

ϱ[f ] 6 m+ 1

q
.
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Рост решений дробных дифференциальных уравнений

Доказано существование и единственность решения некоторого дробного дифференциаль-
ного уравнения. С помощью метода Вимана–Валирона найден порядок роста решения.

Ключевые слова: дробная производная, дифференциальное уравнение, целая функция, ме-
тод Вимана–Валирона.
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Growth of solutions of fractional differential equations

We prove the existence and uniqueness of a solution of some fractional differential equation. With
the aid of the Wiman–Valiron method, the order of growth for the solution is found as well.

Keywords: fractional derivative, differential equation, entire function, Wiman–Valiron method.
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