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ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ  ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß  ÄËß  ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÕ  ÇÀÄÀ×1

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå, íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòü ñâîåé
ôîðìóëèðîâêè, âåñüìà ïîëåçíû îòíîñèòåëüíî ïîèñêà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ èãðîâûõ çà-
äà÷ (ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ), âêëþ÷àÿ ñëó÷àè, êîãäà íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðàâíîâåñèÿ,
ñóùåñòâåííûå  ñ  òî÷êè  çðåíèÿ  ïîèñêà  ðåøåíèÿ,  îêàçûâàþòñÿ  ïóñòûìè.

Êëþ÷åâûå  ñëîâà: òåîðèÿ  èãð,  êîìáèíèðîâàííûå  êîíôëèêòíûå  ðàâíîâåñèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èãð [1–10] äëÿ êàæäîãî êëàññà çàäà÷ (àíòàãîíèñòè÷åñêèõ,

áåñêîàëèöèîííûõ, íåêîîïåðàòèâíûõ, êîîïåðàòèâíûõ è äð.) áûëè íàéäåíû ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî îêàçûâàëîñü, ÷òî â êàæäîì

êëàññå íå äëÿ âñåõ çàäà÷ èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò, è ñ ýòèì

ñîãëàñèëèñü áû âñå ó÷àñòíèêè èãð. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî

Íýøó [8] ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âî âñåõ áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ, äëÿ êîòîðûõ

ïðåäíàçíà÷àëîñü, è ïðè ýòîì îíî ìîæåò áûòü äàæå íåïðèåìëåìûì äëÿ âñåõ

ó÷àñòíèêîâ [11, ñ. 7]. Îòñóòñòâèå â áîëüøèíñòâå èãð ðàâíîâåñèÿ è ñîäåðæà-

òåëüíàÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíîñòü íåêîòîðûõ ðàâíîâåñèé ïîòðåáîâàëè íîâûõ

ïîäõîäîâ  ê  ïîñòðîåíèþ  òåîðèè  êîíôëèêòîâ.

Â ïîñòðîåííîé â ðàáîòàõ [11–16] òåîðèè âñå çàäà÷è èç ëþáîãî êëàññà èãðî-

âûõ çàäà÷ èìåþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (ðåøåíèå), êîòîðîå íå ìîæåò áûòü íå-

ïðèåìëåìûì íè äëÿ îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ. Áîëåå òîãî, â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå

ñëó÷àåâ îíî ïî÷òè âñåãäà åäèíñòâåííî è ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî åäèíîé äëÿ âñåõ

êëàññîâ çàäà÷ ìåòîäèêå. Â ýòîé òåîðèè ïðåäëîæåíà íåêàÿ ñèñòåìà èåðàðõè÷åñêè

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé (íå ñîäåðæàùèõ â ñâîåì îïðå-

äåëåíèè íèêàêèõ èñêóññòâåííî íàâÿçûâàåìûõ ó÷àñòíèêàì íîðì ïîâåäåíèÿ),

îáåñïå÷èâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, à åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (òîëüêî

â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî ñèììåòðèè â èãðå) çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî

ìíîãî  â  ýòîé  èåðàðõèè  èñïîëüçóåòñÿ  åñòåñòâåííûõ  ïîíÿòèé  ðàâíîâåñèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ äâà íîâûõ âåñüìà ñëîæíûõ ïîíÿòèÿ êîí-

ôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé ñ öåëüþ â êàêîé-òî ìåðå ïðèáëèçèòüñÿ ê ðåøåíèþ ïðîáëå-

ìû åäèíñòâåííîñòè â ëþáûõ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ è óòî÷íèòü

èåðàðõèþ  ìåæäó  ðàâíîâåñèÿìè.

ÍÎÂÛÅ  ÏÎÍßÒÈß  ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ  È  ÌÅÒÎÄÈÊÀ  ÈÕ  ÏÎÈÑÊÀ

×òîáû íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íåñóùåñòâåííûõ óñëîæíåíèé, ñâÿçàííûõ êàê

ñ ïåðåõîäîì îò çàäà÷ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè ê çàäà÷àì ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè,

òàê è ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñò-

âàõ, â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è ñ N ó÷àñòíèêàìè, ïðè÷åì ïðè ñëåäó-

þùèõ îãðàíè÷åíèÿõ, íå ñíèæàþùèõ îáùíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîïóùåíèå. Ïóñòü Qi , i N= 1, ,K , — ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, G — êîì-

ïàêòíîå ìíîæåñòâî â èõ ïðîèçâåäåíèè Q Q N1 ´ ´K è ïóñòü òàêæå íà ìíîæåñòâå G

îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (ôóíêöèîíàëû) J qi ( ), i N=1, ,K ,

q q q N= ( , , )1 K .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-é ó÷àñòíèê (èãðîê), âûáèðàÿ ñòðàòåãèþ (ñîñòîÿíèå) q i

èç äîñòóïíîãî åìó ñå÷åíèÿ G q i( ) (ãäå q q q q qi
i i N= 1 1 1... ...- + ) ìíîæåñòâà G èëè

èç ïðîåêöèè PrQi
G ìíîæåñòâà G íà ïðîñòðàíñòâî Qi , ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàê-

ñèìóì ñâîåé «ïëàòåæíîé» ôóíêöèè (ôóíêöèîíàëà) J qi ( ), i N= 1, ,K . Ââåäåì

òàêæå  îáîçíà÷åíèå J Ji
k

k i

=

¹
å .

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ðîëè ïðåäëàãàåìûõ íîâûõ ïîíÿòèé ¢D P - è D AP -ðàâíîâåñèé

ïðèâåäåì ñíà÷àëà òå ðàâíîâåñèÿ èç [11–16], â èåðàðõè÷åñêèé ðÿä êîòîðûõ ìîæíî

âêëþ÷èòü ýòè íîâûå ðàâíîâåñèÿ; ïîòðåáíîñòü â ýòîì ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðèâå-

äåííûõ  íèæå  ïðèìåðàõ  áåñêîàëèöèîííûõ  èãð.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèòóàöèþ (òî÷êó) q G* Î íàçîâåì Ai -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè q i* N -1 èãðîêà äîïóñòèìîé îêàçûâàåòñÿ òîëüêî îäíà

ñòðàòåãèÿ q G qi
i* *= ( ) èëè åñëè êàæäîé ñòðàòåãèè q G q qi

i
iÎ ( ) \* * i-ãî èãðîêà

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îòâåòíóþ ñòðàòåãèþ

$ $q q qi i
i= < > îñòàëüíûõ N -1 èãðîêîâ  òàêóþ,  ÷òîáû

J q q J qi i
i

i( , ) ( )$ *£ . (1)

Îáîçíà÷àÿ Ai ìíîæåñòâî âñåõ Ai -ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé, íàçîâåì ñèòóà-

öèþ (òî÷êó) q G*Î ñèòóàöèåé ñèììåòðè÷íîãî ñëàáîãî àêòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ (èëè

A-ðàâíîâåñèåì),  åñëè q A A AN
* Î =1 I K I

D
.

Ðàâíîâåñèå A, ñóùåñòâóþùåå (ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ e) â ëþáûõ çàäà-

÷àõ [11–15], ïðè÷åì äàæå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êîìïàêòíîñòè G è íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèé J i , ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëþáîé êîíôëèêòíîé çà-

äà÷è è âûñòóïàåò â ðîëè íàèáîëåå ñëàáîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì ëþáûå äðóãèå

âîçìîæíûå (ñèììåòðè÷íûå) ðàâíîâåñèÿ èùóòñÿ èìåííî íà ìíîæåñòâå A è ïîçâî-

ëÿþò âûäåëèòü íà íåì íàèáîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå, ñ êîòîðûì âûíóæäåíû ñî-

ãëàñèòüñÿ  ó÷àñòíèêè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, åñëè q Ai
* Î , òî i-ìó èãðîêó íåöåëåñîîáðàçíî îò-

êëîíÿòüñÿ îò ýòîé ñèòóàöèè ââèäó óãðîçû ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ èãðîêîâ (÷òî

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ai ). Î÷åâèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñèòóàöèè

q Ai
* Î îêàæåòñÿ òåì ñèëüíåå, ÷åì âûãîäíåå îíà äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó åñòåñòâåííîìó (äæåíòëüìåíñêîìó) óñèëåíèþ

A-ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé, íå âíîñÿùåìó íèêàêèõ èñêóññòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà

ïîâåäåíèå  èãðîêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 1 (êàê è ïîñëåäóþùèå) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðî-

âàòü íà ñëó÷àé ïàðû êîàëèöèé Pk è PN k- , ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç k è N k-
ó÷àñòíèêîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèþ q Ai
*Î íàçîâåì B i -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îáðàçó-

þùàÿ åå ñîâìåñòíàÿ ñòðàòåãèÿ q i* N -1 èãðîêà (èñêëþ÷àÿ i-ãî) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

max ( , ) = ( , ) = ( )
q A q

i
i

i i
i

i i

i
i i

J q q J q q J q
Î ( )

* * * *

*
. (2)

Íàçîâåì B-ðàâíîâåñèåì ñèòóàöèþ q G* Î , åñëè q B Bi

i

N
* Î =

=1

I
D

, ãäå B i —

ìíîæåñòâî  âñåõ B i -ýêñòðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé.
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Ñìûñë ðàâåíñòâà (2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî i-é ó÷àñòíèê â ñèòóàöèè q * , êîòîðóþ

íå â ñîñòîÿíèè óëó÷øèòü äëÿ ñåáÿ (òàê êàê îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ai ),

ïðåäëàãàåò îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì ñäåëàòü íàèáîëåå âûãîäíûé äëÿ íèõ âûáîð íà

ìíîæåñòâå  ñèòóàöèé A qi i( )* ,  äîñòóïíûõ  èì  èç  ýòîé  ñèòóàöèè.

Ìíîæåñòâî B-ðàâíîâåñèé â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà A-ðàâíîâåñèé ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ ïóñòûì. Åñòåñòâåííîå óñèëåíèå B-ðàâíîâåñèÿ äàíî â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèòóàöèþ q B i
* Î íàçîâåì Di -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò  óñëîâèþ
max *

q B
i i

i

J q J q
Î

( ) = ( ) (3)

èëè  (÷òî  òî  æå  ñàìîå,  íî  òîëüêî  â  ðàçâåðíóòîì  âèäå)  óñëîâèþ

max
( )

*

q A
i

q A q

i
i

i
i

i Qi i
i

i i

J J q q J q
Î ÎPr

(Arg max ( , )) = ( ), (3a)

è  íàçîâåì  åå D -ðàâíîâåñèåì,  åñëè q D Di

i

N
* Î =

=1

I
D

.

Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Â îïðåäåëåíèè 3 i-é èãðîê ïðè ëþáîì âû-

áîðå ñâîåé ñòðàòåãèè q i èç ìíîæåñòâà PrQ ii
A ïðåäëàãàåò îñòàëüíûì âûáðàòü íàèáî-

ëåå âûãîäíóþ äëÿ íèõ ñèòóàöèþ â ñå÷åíèè A qi i( ). È òîëüêî ïîñëå ñäåëàííîãî

îñòàëüíûìè ó÷àñòíèêàìè âûáîðà (îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâî B i íàèáîëåå âûãîä-

íûõ äëÿ íèõ ñèòóàöèé) i-é èãðîê äåëàåò íàèëó÷øèé äëÿ ñåáÿ âûáîð (3) íà ìíîæåñòâå

óæå ïðåäâàðèòåëüíî îòîáðàííûõ è íàèáîëåå âûãîäíûõ äëÿ îñòàëüíûõ ñèòóàöèé.

Çàìåòèì, ÷òî D -ðàâíîâåñèå â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì, íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì è íàèâûãîäíåéøèì äëÿ âñåõ

ó÷àñòíèêîâ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ äàæå B-ðàâíîâåñèå îêàçûâàåò-

ñÿ ïóñòûì, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè ñîçäàåò ïóñòîòó è D -ðàâíîâåñèÿ. Áîëåå òîãî, ïóñòû-

ìè ìîãóò îêàçûâàòüñÿ è ñëåäóþùèå ðàâíîâåñèÿ (áîëåå ñëàáûå, ÷åì B- è D -ðàâíî-

âåñèÿ), çàäàâàåìûå äâóìÿ ïðèâåäåííûìè íèæå îïðåäåëåíèÿìè [11–16].

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèòóàöèþ q A* Î íàçîâåì ¢B i
-ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò  óñëîâèþ

max
( )

* *

*q A q

i
i

i i

i
i

J q q J q
Î

( , ) = ( ). (4)

Íàçîâåì B'-ðàâíîâåñèåì ñèòóàöèþ q G*Î , åñëè q B Bi

i

N
* Î ¢ = ¢

=1

I
D

, ãäå ¢B i — ìíî-

æåñòâî  âñåõ ¢B i -ýêñòðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé.

Ñìûñë ¢B -ðàâíîâåñèÿ àíàëîãè÷åí ñìûñëó B-ðàâíîâåñèÿ. Ðàçëè÷èå â èõ ïîèñ-

êå òîëüêî â òîì, ÷òî ëþáûå èç ¢B i -ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé â îòëè÷èå îò B i -ýêñ-

òðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé  èùóòñÿ  íà  îäíîì  è  òîì  æå  ìíîæåñòâå A ïðè  âñåõ i.

Åñòåñòâåííîå óñèëåíèå ¢B -ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé äàåòñÿ ñëåäóþùèì

îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèòóàöèþ q A* Î íàçîâåì Di
' -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò  óñëîâèþ

max max
( )

*

q A
i

q A q

i
i

i Qi
i

i

J J q J q
Î ÎPr

(Arg ( )) = ( ) , (5)

è  íàçîâåì  åå ¢D -ðàâíîâåñèåì,  åñëè q D Di

i

N
* Î ¢ = ¢

=1

I
D

.
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Ïðåäëàãàåìûå íèæå íîâûå âåñüìà ñëîæíûå ¢D P - è D AP -ðàâíîâåñèÿ â ñëó-

÷àå ïóñòîòû ðàâíîâåñèé èç îïðåäåëåíèé 2–5 ñïîñîáíû çàìåíèòü ïîñëåäíèå. Ýòè

ðàâíîâåñèÿ, ïîëåçíûå äëÿ ïîèñêà íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ (è ðåøåíèÿ) â ëþ-

áûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ, îñîáåííî â òåõ, â êîòîðûõ B- è B'-ðàâíîâåñèÿ îêàçû-

âàþòñÿ ïóñòûìè, îïèðàþòñÿ íà ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî [17]: ñèòóà-

öèþ q * íàçûâàþò îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî, åñëè íåñîâìåñòíû íåðàâåíñòâà

J q J qi i( ) ( )³ * , q GÎ , q q¹ *, i N= 1, ,K , ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ñòðîãîå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèòóàöèþ q Ai
*Î íàçîâåì Di

P' -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò  âêëþ÷åíèþ

q J J q D q
q A q q A q i

P

i i
i i

i i

*
( ) ( )

*
*Î ¢

Î Î
ArgPar (ArgPar ( )) = (

D
), i N= 1,2, ,K , (6)

ãäå Par ( )
q A qi

i i
J q

Î ( )
îçíà÷àåò ìíîæåñòâî Ïàðåòî, ðàçûñêèâàåìîå íà ìíîæåñòâå

A qi i( ), à Par ( )
q A qi i

i J q
Î ( )* — ìíîæåñòâî Ïàðåòî, ðàçûñêèâàåìîå íà ìíîæåñòâå

A qi
i( )* . Íàçîâåì ñèòóàöèþ q * D P' -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D qP* *Î ¢

1
( ) IK

K I ¢D q D q
N

P P( ) = '* *( )
D

.

Ïî ñóùåñòâó, ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáîáùåíèåì (ðàñøèðå-

íèåì) D -ðàâíîâåñèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 3, ïðåäñòàâëåííîãî ðàâåíñòâîì (3a). Cîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ 6 ïîíÿòèå max J i â (3a) çàìåíåíî íà ïîíÿòèå ïàðåòîâñêèõ ìíî-

æåñòâ Par J â äîñòóïíûõ èãðîêàì ñå÷åíèÿõ A qi i( ) . Èíà÷å ãîâîðÿ, â (6) ïðåäëàãà-

åòñÿ íåêîòîðîå ïîíÿòèå ñëàáîé èãðîâîé óñòîé÷èâîñòè, âåñüìà ïîëåçíîå â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàâíîâåñèÿ (3) èëè äðóãèõ ðàâíîâåñèé íå ñóùåñòâóåò. Â (6) i-é

ó÷àñòíèê ïðåäëàãàåò îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì îïåðàöèþ, êîòîðàÿ óñòðàèâàëà áû

âñåõ: íà ìíîæåñòâå A qi i( ) âûáðàòü ñîâìåñòíî åñëè è íå íàèëó÷øèå â ñìûñëå

ìàêñèìóìà, êàê â (3a), òî ïî êðàéíåé ìåðå èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèå

[12, ñ. 145] ñèòóàöèè â äîñòóïíûõ èì ñîâìåñòíî ñå÷åíèÿõ A qi i( ) (ãäå

q A qi i
iÎ ( )* ). Òîëüêî ïîñëå ñäåëàííîãî èìè âûáîðà i-é ó÷àñòíèê îñóùåñòâëÿåò

îêîí÷àòåëüíûé àíàëîãè÷íûé âûáîð ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèõ ñè-

òóàöèé â ñå÷åíèè A qi
i( * ) íà ñîâîêóïíîñòè èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèõ

ìíîæåñòâ,  ïðåäâàðèòåëüíî  îòîáðàííûõ  ñîâìåñòíî  îñòàëüíûìè  ó÷àñòíèêàìè.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îñëàáëåíèåì

ïðåäûäóùåãî.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèòóàöèþ q Ai
* Î íàçîâåì Di

AP -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò  âêëþ÷åíèþ

q J J q D q
q A q q A q i

AP

i
i i

i
* ArgPar (ArgPar = ( ),Î

Î Î( ) ( )
*

* ( ))
D

i N= 1,2, ,K , (7)

ãäå Par ( )
q A qi

i
J q

Î ( )
îçíà÷àåò ìíîæåñòâî Ïàðåòî, ðàçûñêèâàåìîå íà ìíîæåñòâå

A q i( ), à Par ( )
q A qi

i J q
Î ( )* — ìíîæåñòâî Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå A q i( )* . Íàçî-

âåì ñèòóàöèþ q * D AP -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D q D qAP
N
AP* * *Î

1
( ) ( ) =IK I

D

=
D

D qAP ( )* .

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî D AP -ðàâíîâåñèé ñîäåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî

¢D P -ðàâíîâåñèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 1.7 èç ðàáîòû [13, ñ. 25] îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ¢ ÉD D , ïîýòîìó çäåñü íå

ïðèâîäèòñÿ.

Íèæå â ïðèìåðàõ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü îïðåäåëåíà ñòàòè÷åñêàÿ èãðà, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê

ìàêñèìèçèðóåò  ñâîþ  (ìàòðè÷íóþ)  ïëàòåæíóþ  ôóíêöèþ:

J u u1 1 2

9 8 2

4 5 6

10 7 11 12

1 5

( , ) =

×

×

× ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, J q q2 1 2

6 11 7

12 4 8

5 10 9 3

2 1

( , ) =

×

×

× ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ýòîé çàäà÷å íå ñóùåñòâóåò. Ïåðâûé

èãðîê èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü îäíó èç ÷åòûðåõ ñòðîê-ñòðàòåãèé u1, à âòî-

ðîé èãðîê ìîæåò âûáèðàòü îäèí èç ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ-ñòðàòåãèé u2 . Èãðîâîå ìíî-

æåñòâî G ó÷àñòíèêîâ êîíôëèêòà çàäàåòñÿ òîëüêî òåìè ýëåìåíòàìè ìàòðèö J1 è J2 ,

â  êîòîðûå  âïèñàíû  âîçìîæíûå  âûèãðûøè  ó÷àñòíèêîâ.

Ìíîæåñòâî íàèáîëåå ñëàáûõ ðàâíîâåñèé â ýòîé êîíôëèêòíîé çàäà÷å çàäàåò-

ñÿ  ýëåìåíòàìè  ìàòðèöû A A A= 1 2I ,  ïîìå÷åííûìè  çíàêîì +:

A1 =

× + + ×

× × × ×

+ + + +

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, A2 =

× + + +

+ + × +

+ + + ×

+ × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, A =

× + + ×

× × × ×

+ + + ×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

B-  è B'-ðàâíîâåñèÿ  â  ýòîé  çàäà÷å  îêàçûâàþòñÿ  ïóñòûìè:

B a a B a a a a B B B1 13 32 2 12 24 31 33 1 2= ( , ), = ( , , , ), = Ç = Æ,

¢ ¢ ¢ = ÆB a a B a a a B1 13 32 2 12 31 33= ( , ), = ( , , ), .

Äëÿ ïîèñêà D P' -ðàâíîâåñèé ñëåäóåò ïðè-

áåãíóòü ê ðèñ. 1, ãäå êîîðäèíàòû

( , )J J1 2 ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàæåíèÿì

J a ij( ) àðãóìåíòîâ a ij ïëàòåæíûõ ìàòðèö

J1 è J2 íà ïëîñêîñòü ( , )J J1 2 . Áåç

ïîìîùè ýòîãî ðèñóíêà èñêàòü ïðåäëàãàå-

ìîå íîâîå ðàâíîâåñèå êðàéíå çàòðóäíè-

òåëüíî.

D P' -ðàâíîâåñíûå ñèòóàöèè èùóòñÿ

íà ìíîæåñòâå A-ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ñèòóàöèÿ

a32 íå ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå D P' , ïî-

ñêîëüêó îíà íå ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå

D a J J qP
q A q q A q1 32

1 1 2 2 1 1

'
( ) ( )* ( ))( ) = ArgPar (ArgPar

D

Î Î =

ArgPar ( , ; , , ) = ( , ,
q A q

J a a a a a a a a
1 1 2

12 13 32 33 34 13 33 3Î ( )* 4 ).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ìíîæåñòâî

D aP
2
' ( )32 . Â ïîäîáíûõ ðàñ÷åòàõ îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ñèòóàöèé a ij èç ìíîæåñò-

âà A òîëüêî äâå ñèòóàöèè, a13 è a33 , îêàçûâàþòñÿ D P' -ðàâíîâåñíûìè. Âûïîë-
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íèì  ðàñ÷åòû  òîëüêî  äëÿ  ýòèõ  äâóõ  ñèòóàöèé:

¢ =
Î ÎD a J J qP

q A q q A q1
( ) = ArgPar (ArgPar13

1 1 2 2 1 1

D

( ) ( )* ( ))

ArgPar ( , ; , , , ,
q A q

J a q a a a a a a
1 1 2

12 13 32 33 34 13 33 3Î
=

( )* ) ( 4 ),

¢ =
Î ÎD a J J qP

q A q q A q2
( ) = ArgPar (ArgPar13

2 2 1 1 2 2

D

( ) ( )* ( ))

ArgPar ( , ; , ; ) = ( , )
q A q

J a a a a a a a
2 2 1

12 32 13 33 24 13 33Î ( )* ,

¢
Î ÎD a J J qP

q A q q A q1
( ) = ArgPar (ArgPar ( )) =33

1 1 2 2 1 1

D

( ) ( )*

ArgPar ( , ; , , ) = ( , ,
q A q

J a a a a q a a a
1 1 2

12 13 32 33 34 13 33 3Î ( )* 4 ),

¢ =
Î Î

D a J J qP
q A q q A q2

( ) = ArgPar (ArgPar33
2 2 1 1 2 2

D

( )*
( )

( ))

ArgPar ( , ; , ; , ,
q A q

J a a a a a a a a
2 2 1

21 31 12 32 13 33 21 1Î
=

( )* ) ( 3 33, a ).

Êàê âèäèì, ñèòóàöèÿ a13 ñîäåðæèòñÿ îäíîâðåìåííî âî ìíîæåñòâå ¢D aP
1

( )13

è âî ìíîæåñòâå ¢D aP
2

( )13 , à ñèòóàöèÿ a33 ñîäåðæèòñÿ îäíîâðåìåííî âî ìíî-

æåñòâå ¢D aP
1

( )33 è âî ìíîæåñòâå ¢D aP
2

( )33 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ  6  ýòè  ñèòóàöèè  ÿâëÿþòñÿ ¢D P -ðàâíîâåñèÿìè.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò åäèíñòâåííîå íàèáîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå, à ïî-

íÿòèå ¢D P -ðàâíîâåñèÿ âûäåëèëî íå îäíó, à äâå ýêâèâàëåíòíûõ ¢D P -ðàâíîâåñ-

íûõ ñèòóàöèé, òî èñêàòü â ýòîé çàäà÷å åùå è áîëåå øèðîêîå, è áîëåå ñëàáîå

D ÀP -ðàâíîâåñèå, óæå íå èìååò ñìûñëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîèñê ýòîãî ïîñëåäíåãî

îêàçàëñÿ áû áîëåå ïðîñòûì, òàê êàê ìàòðèöà A áîëåå ëåãêàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ, ÷åì

ìàòðèöû A1 è A2 .

Îäíàêî èç íàéäåííûõ äâóõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîöåííûõ ñèòóàöèé æåëà-

òåëüíî âûäåëèòü íàèáîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå. Ïîïûòàåìñÿ ñäåëàòü ýòî,

ïðèáåãíóâ ê ïîèñêó íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèé â ðåäóöèðîâàííîé âñïîìîãà-

òåëüíîé èãðå, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ èç èñõîäíîé èãðû âñåõ òåõ

ñèòóàöèé, êîòîðûå íå âîøëè âî ìíîæåñòâî A [11–16]. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ìíîæåñòâà A ñ êàæäîé òàêîé èñêëþ÷àåìîé ñèòóàöèåé ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

èãðîêîâ íèêîãäà áû íå ñîãëàñèëñÿ, ïîñêîëüêó ñïîñîáåí ñàìîñòîÿòåëüíî

óëó÷øèòü åå, ïåðåéäÿ â áîëåå âûãîäíóþ äëÿ íåãî ñèòóàöèþ, è ïðè ýòîì äðóãîé

ó÷àñòíèê íå èìåë áû íèêàêîé âîçìîæíîñòè ïðîòèâîñòîÿòü åìó. Òàêèì îáðàçîì,

âñå íå âîøåäøèå âî ìíîæåñòâî A ñèòóàöèè ïî ñóùåñòâó îêàçûâàþòñÿ «íåèãðî-

âûìè» äëÿ ó÷àñòíèêîâ, è èìè âïîëíå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïåðåéòè ê äàëüíåé-

øåìó èçó÷åíèþ èãðû óæå íà ìíîæåñòâå A. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ

âñïîìîãàòåëüíóþ ðåäóöèðîâàííóþ èãðó (ïåðâàÿ èòåðàöèÿ) ñî ñëåäóþùèìè ïëà-

òåæíûìè  ôóíêöèÿìè:

J
1
1

9 8

10 7 11
=

× ×

× × × ×

×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, J
2
1

6 11

5 10 9
=

× ×

× × × ×

×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

ãäå  èùåì  ðàâíîâåñèÿ  ïî  èçëîæåííîé  âûøå  ìåòîäèêå  [11–16]:
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A
1
1 =

× + + ×

× × × ×

+ × + ×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, A
2
1 =

× × + ×

× × × ×

× + + ×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

, A1 =

× × + ×

× × × ×

× × + ×

× × × ×

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

B a a B a a B a
1
1

13 33 2
1

32 33
1

33= ( , ), = ( , ), = ,

D a D a D
1
1

2
1 1= , = , =33 32 Æ,

D a D a D a
1
1

33 2
1

33
1

33
' ' '= , = , = .

Íà âòîðîé èòåðàöèè ïðèõîäèì ê âñïîìîãàòåëüíîé èãðå ñ ïëàòåæíûìè ôóíê-

öèÿìè, ñîäåðæàùèìè âñåãî ïî äâà àðãóìåíòà ( , )a a13 33 . Äëÿ ýòîé ïðîñòîé âñïî-

ìîãàòåëüíîé  èãðû  íàõîäèì A a A a a A a
1
2

33 2
2

13 33
2

33= , = ( , ), = .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîé è âòîðîé èòåðàöèÿõ ÿðêî âûäåëèëàñü åäèíñòâåí-

íàÿ íàèñèëüíåéøàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ a33 , ãîðàçäî áîëåå ñëàáîé ÿâëÿåòñÿ ñè-

òóàöèÿ a13 è ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñèòóàöèè èç

ìíîæåñòâà A. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî D P' -ðàâíîâåñèå ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ýòó

ñòðîãóþ  èåðàðõèþ  â  èãðå.

Ñïðàâåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà, ðàâíîãî 20, ñëó÷àéíî îêàçàâ-

øèéñÿ èìåííî â íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè a33 , îïðåäåëÿåò òåîðå-

ìà  4.1  èç  [14,  ñ.  174]  è  ñîîòâåòñòâóåò  ñëåäóþùèì  çíà÷åíèÿì:

x x1 2= 20
11

(11+9)
= 11, = 20

9

(11+9)
= 9× × .

Èíûìè ñëîâàìè, äîëÿ x1 ïåðâîãî èãðîêà çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîîïåðàòèâ-

íîãî äîõîäà, ðàâíîãî 20, è äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí âûèãðûøó ïåðâî-

ãî èãðîêà â íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè (ò.å. â a33 ), à çíàìåíàòåëü

ðàâåí ñóììå âûèãðûøåé îáîèõ èãðîêîâ â ýòîé ñèòóàöèè. Àíàëîãè÷íî îïðåäå-

ëÿåòñÿ  ñïðàâåäëèâàÿ  äîëÿ x2 âòîðîãî  èãðîêà.

Ïðåäëîæåííûå íîâûå êîíôëèêòíûå ðàâíîâåñèÿ òàêæå óñïåøíî ìîæíî ïðè-

ìåíÿòü äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé èãð, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûìè  óðàâíåíèÿìè.

ÌÅÒÎÄÈÊÀ  ÐÅØÅÍÈß  ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ  ÈÃÐ

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòóþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå äèôôåðåí-

öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ i-é ó÷àñòíèê ( = 1 )i N, ,K , èñïîëüçóÿ ÷èñ-

òûå u ti ( ) èëè ñìåøàííûå q u ti i( , ) ñòðàòåãèè, ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì

ñâîåãî  ôóíêöèîíàëà

J q dt f u x t dqi

T

i

W t

( ) = ,ò ò 0
( , , )

( )

i N=1, , (8)

ïðè  îãðàíè÷åíèÿõ

& ( , . )

( )

x f u x t dq t T t t E

W t

= , = [ , ]ò Î Í0 1
1, (9)

( , ) ,u t W E TÎ Í ´ (10)

& , , { , , }x t x j n x t x k K nj j k k
( ) = , 1 , ( ) = ,0

0
1

1 1= Î ÍK K , (11)
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ãäå x x x En
n= ( )1, ,K Î ; u u uN= ( )1, ,K , u U Ei i iÎ Ì , E i — êîíå÷íîìåðíûå

ïðîñòðàíñòâà, E E E N= ´1 ... , q q u t q u t q u tN N= ( , ) = ( , ) ( , );1 1 ... W — êîìïàêòíîå

ìíîæåñòâî â E T´ , W t( ) — ñå÷åíèå ìíîæåñòâà W â ìîìåíò t T t tÎ = [ ,0 1 ] ,

U Wi Ei
=
D

Pr — ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà W íà E i ; q i — ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèé q u ti i( , ) i-ãî ó÷àñòíèêà â çàäà÷å (8)–(11) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x t x( )0
0= è ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà W íà íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

U U U N= ´ ´1 K (ìíîæåñòâî q i ñîãëàñíî òåîðåìàì 4.2.1 è 4.2.6 èç [19] ïðåä-

ñòàâëÿåò âûïóêëûé êîìïàêò â *-ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L T C U i1
* ( , ( ))).

Ïóñòü òàêæå G — ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Q Q Q N= 1´ ´K , îáðà-

çîâàííîå òîëüêî òàêèìè ñòðàòåãèÿìè q i , êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü óäîâ-

ëåòâîðåíèå  âñåõ  îãðàíè÷åíèé  çàäà÷è.

Ïîíÿòèå A-ðàâíîâåñèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü

íåñêîëüêî  áîëåå  ñèëüíûì  ïîíÿòèåì A c-ðàâíîâåñèÿ  [13,  ñ.  202].

Îïðåäåëåíèå 8. Ñèòóàöèþ q G* Î íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé Ai
c-ýêñòðåìàëü-

íîé, åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè q G q qi
i

iÎ ( ) \* * i-ãî èãðîêà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-

âåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ q G qi
iÎ ( ) îñòàëüíûõ èã-

ðîêîâ  òàê,  ÷òîáû  èìåëî  ìåñòî  îòíîøåíèå

J q q J qi
i

i i( , ) ( )£ * (12)

ïðè óñëîâèè, ÷òî íåíóëåâîå (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ìíîæåñòâî â T , íà êîòî-

ðîì $ ( ) )*q t q ti i= ( , ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà èç T , ãäå q t q ti i( ) ( )¹ * ,

i N=1, ,K . Ñèòóàöèþ q * íàçîâåì ñèòóàöèåé ñîãëàñîâàííîãî A c-ðàâíîâå-

ñèÿ, åñëè íåðàâåíñòâà (12) óäîâëåòâîðÿþòñÿ äëÿ âñåõ èãðîêîâ, ò.å.

q A A Ac
N
c c* .Î

1
IK I = .

Äëÿ ïîèñêà A c-ðàâíîâåñèÿ è ðàçëè÷íûõ åãî óñèëåíèé (â ÷àñòíîñòè, ïðåä-

ñòàâëåííûõ îïðåäåëåíèÿìè 1–7) â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ âåñüìà ýôôåêòèâíà

ñëåäóþùàÿ  òåîðåìà,  â  êîòîðîé  ïðåäïîëàãàåòñÿ A Ac = [15,  ñ.  189–190].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q A c* - -ðàâíîâåñèå â çàäà÷å ñ N ó÷àñòíèêàìè. Òîãäà íàé-

äåòñÿ N íåíóëåâûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé p ti ( ) =

= ( , ( ) ( )),p p t p ti i
n
i

0 1
, ,K p i

0
= ³const 0, i N= 1, ,K , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó

â T óðàâíåíèÿì

& , , , ,

( )

*p p
f

x
dq k n i N

k
i i

W t

i

k

= ; 1 , = 1-
¶

¶
=ò K K , (13)

(ãäå f f f fi i
n= ( , )

0 1, ,K )  è  êðàåâûì  óñëîâèÿì

p t k K
k
i ( ) = 0,1 Ï ; (14)

ãàìèëüòîíèàíû H p f dqi i i

W t

=

( )

*
ò íåïðåðûâíû â T ; A A c= -ðàâíîâåñíàÿ ñèòóà-

öèÿ q * óäîâëåòâîðÿåò  îòíîøåíèÿì

H q q H q q G q q G q i Ni i
i

i
i

i i
i( , ) ( ), ( ), ), = 1£ Î Î* * ( , ,K . (15)
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Â îòíîøåíèè âñåõ äðóãèõ áàçîâûõ ðàâíîâåñèé, áîëåå ñèëüíûõ, ÷åì A c-ðàâ-

íîâåñèå, ñïðàâåäëèâû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå àíàëîãè óðàâíåíèé (13)–(15)

[11–16], ïðè÷åì âñå ñòàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé ïåðåíîñÿòñÿ íà äèíàìè÷åñ-

êèå  çàäà÷è  áåç  êàêèõ-ëèáî  äîïîëíèòåëüíûõ  îñëîæíåíèé.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàíû â ýòèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ â êà÷åñòâå

ïëàòåæíûõ ôóíêöèé H ui ( ) â «ëîêàëüíîé» ñòàòè÷åñêîé èãðå, îïðåäåëåííîé â ìî-

ìåíò t, òî ìîæíî â êàæäûé ìîìåíò t ðåøèòü ýòó ëîêàëüíóþ ñòàòè÷åñêóþ êîí-

ôëèêòíóþ çàäà÷ó, îïðåäåëèâ â íåé íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ. Îòìåòèì, ÷òî

÷èñëî ïîäëåæàùèõ ðåøåíèþ òàêèõ ëîêàëüíûõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî íå

áåñêîíå÷íûì (õîòÿ âðåìÿ t è ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé), íî,

êàê ïðàâèëî, ñâîäèòñÿ âñåãî ê îäíîé èëè íåñêîëüêèì ëîêàëüíûì çàäà÷àì. Çàòåì

íà îñíîâå èõ ðåøåíèé ëåãêî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé

èãðû,  êàê  ýòî  äåìîíñòðèðóåòñÿ,  íàïðèìåð,  â  [11–16,  18].

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè â êëàññå

÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Èãðîêè âûáîðîì ñâîèõ ñòðàòåãèé u1 (t) è u t2 ( ) ñòðåìÿòñÿ îáåñ-

ïå÷èòü  ìàêñèìóìû  ñâîèõ  ïëàòåæíûõ  ôóíêöèîíàëîâ

J x dt J x dt1 1 2 2= , =

0

1

0

1

ò ò
(16)

ïðè  îãðàíè÷åíèÿõ

&x f u u u u1 1 1 2 1 2= ( , ) = ( )2- , (17)

&x f u u u u2 2 1 2 1 2= ( , ) = ( )2+ , (18)

x x u u1 2 1 2(0) = 0, (0) = 0, [0,1], [0,1]Î Î , (19)

ãäå îáùåå èãðîâîå ìíîæåñòâî W

ïðåäñòàâëÿåò êâàäðàò OEFH íà ðèñ. 2,

âêëþ÷àÿ åãî ãðàíèöó. Çäåñü ïðèâåäå-

íû òàêæå íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå

óðîâíè ôóíêöèé f1 = const è

f 2 = const.

Ïîñêîëüêó â ôîðìóëèðîâêó çàäà-

÷è íå âõîäÿò ïðîèçâåäåíèÿ ôàçîâûõ êî-

îðäèíàò è óïðàâëåíèé è çàäà÷à ëèíåé-

íà ïî ôàçîâûì êîîðäèíàòàì, òî ìîæíî

ïðèíÿòü A Ac = è ñ ïîìîùüþ íåîáõî-

äèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (ðàâíî-

âåñíîñòè) (13)–(15) ñâåñòè ðåøåíèå

ðàññìàòðèâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíîé

èãðû (16)–(19) ê ðåøåíèþ âñåãî îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé («ëîêàëüíîé») ñòàòè÷åñ-

êîé èãðû, â êîòîðîé ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè îêàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíû

èãðîêîâ.

Íàéäåì ñíà÷àëà ðåøåíèå óðàâíåíèé (13) è ïðèâåäåì íà åãî îñíîâå ãàìèëüòî-

íèàíû èãðû ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ôîðìóëèðîâêè ëîêàëüíîé èãðû. Ïîñêîëüêó ãà-

ìèëüòîíèàíû  èìåþò  âèä

H p x p u u p u u1
0
1

1 1
1

1 2 2
1

1 2= + ( ) + ( + )2 2- ,

H p x p u u p u u2
0
2

2 1
2

1 2 2 1 2= + ( ) + ( + )2 2 2- ,
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Ðèñ.  2

f1 0=
f2 4=

f1 1=

f1 1=

f2 0=

H

E F

O

K
L

M



óðàâíåíèÿ  (13)  ñ  ó÷åòîì  êðàåâûõ  óñëîâèé  (14)  ïðèâîäèì  ê  âèäó

& &p p p p p
1
1

0
1

1
1

2
1

2
1= , (1) = 0, = 0, (1) = 0- ,

& &p p p p p
2
2

0
2

2
2

1
2

1
2= , (1) = 0, = 0, (0) = 0- .

Ýòè  óðàâíåíèÿ  èìåþò  ñëåäóþùèå  î÷åâèäíûå  ðåøåíèÿ:

p p t t p
1
1

0
1

2
1= (1 ) = (1 ), = 0,- -

p p t t p
2
2

0
2

1
2= (1 ) = (1 ), = 0- - ,

ïîäñòàíîâêà  êîòîðûõ  â  ãàìèëüòîíèàíû  ïðèâîäèò  ïîñëåäíèå  ê  âèäó

H x t u u H x t u u1
1 1 2

2
2 1 2= + (1 )( ) , = + (1 )( + )2 2- - - .

Ïîñêîëüêó ( )1 0- ³t íà âñåé òðàåêòîðèè, òî èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ

èãðà ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ âñåãî ê åäèíñòâåííîé ñòàòè÷åñêîé ëîêàëüíîé èãðå

â êëàññå ñòðàòåãèé u1 è u2 , ðåøåíèå êîòîðîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t, ñî ñëåäó-

þùèìè ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè (ïàðàìåòðû â êîòîðîé (x x t1 2, , ) íå âëèÿþò íà åå

ðåøåíèå):

f u u f u u1 1 2 2 1 2= ( ) , = ( + )2 2- . (20)

Äëÿ  ýòîé  âñïîìîãàòåëüíîé  (ëîêàëüíîé)  èãðû  íàõîäèì  (ñì.  ðèñ.  2)

A W A EFH A A1 2 2= , = , = ;

B EF B EK LH1 2= [ ], = [ ] [ ],U

B E= ; B EP = ; D E D L D1 2= , = , = Æ.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñïîìîãàòåëüíîé ëîêàëüíîé èãðå (20) ìíîæåñòâî A1 ñî-

âïàäàåò ñ èñõîäíûì èãðîâûì ìíîæåñ-

òâîì W, ìíîæåñòâî A2 — çàìêíóòûé

òðåóãîëüíèê EFHE, A A= 2 , ìíîæåñò-

âî B1 — ýòî îòðåçîê [EF], ìíîæåñòâî

B2 ñîñòîèò èç ïàðû çàìêíóòûõ îòðåç-

êîâ: [EK] è [LH], à ìíîæåñòâî B

ñâîäèòñÿ ê îäíîé òî÷êå E. Îäíàêî

B-ðàâíîâåñèå äîâîëüíî ñëàáîå,

à ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíîå D -ðàâ-

íîâåñèå â ýòîé çàäà÷å îêàçàëîñü ïóñ-

òûì. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ïðåäëàãàåìîå

â ýòîé ðàáîòå D P' -ðàâíîâåñèå, êîòî-

ðîå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì

D -ðàâíîâåñèå, íî áîëåå ñèëüíûì, ÷åì

B-ðàâíîâåñèå. Äëÿ åãî ïîèñêà íåîáõî-

äèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü îòî-

áðàæåíèå ìíîæåñòâ W, A1, A2 è A íà

ïëîñêîñòü ( , )f f1 2 , ÷òî è âûïîëíåíî

íà ðèñ. 3. Çäåñü îòðåçîê SQ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå îòðåçêà EH

èç ðèñ. 2 íà ïëîñêîñòü ( , )f f1 2 , à îò-

ðåçêè OH è OE îòîáðàæàþòñÿ â îäèí
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Ðèñ.  3

S

R f F= =( ) 4

O

N P

Q f E f H= ={ ( ), ( )} 1



îòðåçîê OQ. Ìíîæåñòâî A2 îòîáðàæàåòñÿ â îáëàñòü SQNRS íà ðèñ. 3, à ìíîæåñòâî

D P' ñâîäèòñÿ ê òî÷êå Å.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D , óñèëèâàþùåå ìíîæåñòâî B, îêàçàëîñü ïóñòûì, òî

äëÿ ïîèñêà íåêîòîðîãî óñèëåíèÿ ïîíÿòèÿ B-ðàâíîâåñèÿ öåëåñîîáðàçíî èññëåäî-

âàòü  òàêæå  è  ïåðâóþ  èòåðàöèþ  èñõîäíîé  èãðû,  ò.å. W EFHE1 = .

Äëÿ  ýòîé  âñïîìîãàòåëüíîé  èãðû  (ïåðâàÿ  èòåðàöèÿ)  íàõîäèì

A EM MLHM A EFHE A A
1
1

2
1 1

1
1= [ ] , = , =U ;

B EM ML B EK LH B EK LN D D
1
1

2
1 1 1= [ ] [ ], = [ ] [ ], = [ ] [ ]; = =1

U U U
' Æ.

Êàê è ñëåäîâàòî îæèäàòü (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé (11)–(16)), ìíîæåñòâî

B 1-ðàâíîâåñèé, ÿâëÿþùååñÿ îñëàáëåíèåì B-ðàâíîâåñèÿ, ðàñøèðèëîñü äî áîëåå

øèðîêîãî ìíîæåñòâà B EK L B1 = [ ]U Ê . Îäíàêî åãî óñèëåíèe D 1-ðàâíîâåñèå è

äàæå îñëàáëåíèå ïîñëåäíåãî, ò.å. D '1-ðàâíîâåñèå âñå æå îñòàëèñü ïóñòûìè. Ïî-

ýòîìó ïðåäëàãàåìîå â íàñòîÿùåé ñòàòüå íîâîå ïîíÿòèå ¢D P -ðàâíîâåñèÿ â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé  äèôôåðåíöèàëüíîé  èãðå  îêàçûâàåòñÿ  îñîáåííî  ñóùåñòâåííûì.

Òàêèì îáðàçîì, íàèñèëüíåéøèì (èç ñóùåñòâóþùèõ) ðàâíîâåñèåì â ýòîé èãðå

îêàçàëàñü D P' -ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ Å íà ðèñ. 2. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, ñèòóà-

öèÿ E íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ â ëîêàëüíîé èãðå (è åå èçîáðàæåíèå Q íà ðèñ. 3)

îïðåäåëÿåò ïàðó ïîñòîÿííûõ ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé ó÷àñòíèêîâ ( , ) ( , )* *u u1 2 0 1= .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ïàðó â èñõîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó, ïîëó÷àåì

& * *x u u1
2= ( ) = 1,1 2-

& * *x u u2 1 2= ( + ) = 12

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì x t x t1 2= =, , à ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ

â ïëàòåæíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå âûèãðûøè ó÷àñòíèêîâ â ðàâ-

íîâåñíîé  ñèòóàöèè:

J x dt J x dt1 1 2 2= = 1/ 2, = = 1/ 2

0

1

0

1

ò ò .

Åñëè èãðîêè êîîïåðèðóþòñÿ, òî èìåþò âîçìîæíîñòü âûèãðàòü çíà÷èòåëüíî

áîëüøå, ÷åì â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå

äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå F (íà ðèñ. 2), â êîòîðîé èõ ñòðàòåãèè ðàâíû: u u1 2 1= = .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó &x1 0= ,

&x2 4= , à èõ ðåøåíèÿ — ê âèäó x1 0= , x t2 4= . Ïîäñ÷èòûâàÿ ñîâìåñòíûé âûèãðûø

ó÷àñòíèêîâ, ïîëó÷àåì J J J tdt1 2 2+ = = 4 = 2
0

1

ò , ÷òî âäâîå áîëüøå, ÷åì ñóììà èõ

âûèãðûøåé â íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè ( , )* *u u1 2 . Ñïðàâåäëèâûé äå-

ëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà ñîãëàñíî òåîðèè [11–16] äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ â çà-

âèñèìîñòè îò íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèé â èãðå. Â äàííîì ñëó÷àå âñëåäñòâèå

åäèíñòâåííîé íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè E îí îïðåäåëÿåòñÿ òåîðå-

ìîé 4.1 èç [14, ñ. 174], ñîãëàñíî êîòîðîé ââèäó ðàâåíñòâà äîõîäîâ ó÷àñòíèêîâ

â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè E ó÷àñòíèêè äîëæíû ïîëó÷èòü ïî îäèíàêîâîé äîëå îò

êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà, ðàâíîãî äâóì, ÷òî ñóùåñòâåííî áîëüøå äëÿ êàæäîãî èç

íèõ,  ÷åì  èõ  âûèãðûøè  â  ñèòóàöèè  ðàâíîâåñèÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåíû íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé, ïîçâîëÿþùèå, âî-ïåðâûõ, ðàñøèðèòü

âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ è ðåøåíèÿ â ëþáûõ

êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ; âî-âòîðûõ, íàõîäèòü íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå â ñëîæ-

íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èåðàðõè÷åñêàÿ öåïü èç ïîñëåäîâàòåëüíî óñèëèâàþùèõñÿ

èçâåñòíûõ ðàâíîâåñèé ïðåðûâàåòñÿ âñëåäñòâèå ïóñòîòû âñåõ èçâåñòíûõ áîëåå

ñèëüíûõ ðàâíîâåñèé; â-òðåòüèõ, ôîðìèðîâàòü áîëåå ïîëíóþ è ñòðîãóþ èåðàð-

õèþ ìåæäó âñåìè ðàâíîâåñèÿìè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò íàõîæäåíèå

ðåøåíèÿ â òàêèõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ êîîïåðàòèâíûõ, íåêîîïåðàòèâíûõ, áåñêîà-

ëèöèîííûõ, êîàëèöèîííûõ, àíòàãîíèñòè÷åñêèõ è äðóãèõ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê

â ñòàòè÷åñêîé, òàê è äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåìûõ

äèôôåðåíöèàëüíûìè  óðàâíåíèÿìè.
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