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Àííîòàöèÿ. Ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû â ðàçíîñòíîé, àääèòèâíîé è èíòåãðàëüíîé ôîðìàõ,
ñîäåðæàò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè ýòîì íå ïðåîáðàçóþò ôóíêöèé ïðà-
âîé ÷àñòè ñèñòåìû. Ïðèçíàêè îðèåíòèðîâàíû íà êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ, ÷àñòè÷íî —
íà  àíàëèòè÷åñêîå  èññëåäîâàíèå.  Íà  îñíîâå  ñðàâíåíèÿ  ïîäûíòåãðàëüíûõ  ôóíêöèé  óñòîé-
÷èâîñòü íåêîòîðûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àíàëèçèðóåòñÿ áåç àïðèîðíûõ ðåøåíèé.
Ïðîãðàììíî-ðåàëèçóåìûå ïðèçíàêè äàíû äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà, ïðèâåäåíû ïðèìåðû,
ðåçóëüòàòû  ïðîãðàììíûõ  è  ÷èñëåííûõ  ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíàëèç óñòîé÷èâîcòè ïî Ëÿïóíîâó, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåêóððåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ ðåøåíèé,
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè, ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
ñèñòåì,  êîìïüþòåðíûé  àíàëèç  óñòîé÷èâîñòè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó (íèæå óñòîé÷èâîñòè) òðàäèöèîííî ñòðîèòñÿ

íà îñíîâå êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÎÄÓ). Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìîæíî ÷èñëåííî ìîäåëè-

ðîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ ðåøåíèé ÎÄÓ. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàíèå íà

îñíîâå èõ ðåêóððåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â [1–3]. Òàêèå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê öèêëè÷åñêèì ïðèáëèæåíèÿì áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé;

áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Íèæå ïó-

òåì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â

áåñêîíå÷íûå ñóììû è èíòåãðàëû, êîòîðûå äîïóñêàþò êàê ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå, òàê è àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì èõ óäàåòñÿ âûïîëíèòü áåç àïðèîðíûõ ðåøåíèé. Âîçìîæíîñòü ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â îãðàíè÷åíèÿõ ïîäõîäà è ïðè óñëîâèè

óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûå ìåòîäû íàêàïëèâàþò ïîãðåøíîñòü íå áîëåå ÷åì ëè-

íåéíî ïî äëèíå ïðîìåæóòêà ðåøåíèÿ [2–4] (äîêàçàòåëüñòâà äàíû â [4–6]).

Äëÿ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî âèäà òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè,

îñíîâàííûå íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, àíàëèòè÷åñêèå ïðèìåðû è ðå-

çóëüòàòû  ÷èñëåííîãî  ìîäåëèðîâàíèÿ.

ÈÑÕÎÄÍÛÅ  ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ  çàäà÷à  Êîøè  äëÿ  ñèñòåìû

d Y

d t
F t Y Y t Y= =( , ) , ( ) ,0 0 (1)

ãäå F t Y f t Y f t Y f t Yn( , ) ( ( , ) , ( , ) , , ( , ))= 1 2 K , Y y t y t y tn= ( ( ) , ( ) , , ( ))1 2 K , Y0 =
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óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè âûïîëíåíû äëÿ íåâîçìóùåííîãî ðå-

øåíèÿ íà ïîëóïðÿìîé [ , )t0 ¥ è äëÿ êàæäîãî åãî âîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ
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0 0= , ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì èç îêðåñòíîñòè | |
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Çäåñü è íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ñîãëàñîâàííûå íîðìû ìàòðèöû
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è âåêòîðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â îáëàñòè R t t Y t0 0: { ; ( )£ < ¥ "
~

( )Y t :

||
~

|| }Y Y0 0 0- £ d ôóíêöèÿ F t Y( , ) âñþäó îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (â òî÷êå t0 — ñïðàâà). Êîì-

ïîíåíòû  ýòîé  ôóíêöèè  óäîâëåòâîðÿþò  íåðàâåíñòâó

| ( , ) ( ,
~

) | | ~ |f t Y f t Y L y yk k k k- £ - , L =const, " Î ¥ Ù " Ît t k n[ , ) ,0 1 . (2)

Â äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1). Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè [7] óïðîùåíî â ïðèíÿòûõ îãðàíè÷å-

íèÿõ: ðåøåíèå Y Y t= ( ) óñòîé÷èâî, åñëè " >e 0 íàéäåòñÿ D D, 0 0< £ d , òàêîå,

÷òî èç íåðàâåíñòâà ||
~

||Y Y0 0- £ D âûòåêàåò ||
~

( ) ( ) || [ , )Y t Y t t t- £ " Î ¥e 0 .

Ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è íàéäåòñÿ D D D0 00, < £ ,

òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî ||
~

||Y Y0 0 0- £ D îáóñëîâëèâàåò
~

( ) ( )Y t Y t- ®0 ïðè t ® ¥ .

Ìåòîä  Ýéëåðà  ðåøåíèÿ  çàäà÷è  (1)

Y Y F t Y hi i i i+ = +1 ( , ) , (3)

âêëþ÷àÿ çàïèñü ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì, âñþäó íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì ïðåäïîëîæåíèè: çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé t tÎ ¥[ , )0 îñòàåòñÿ äëÿ (3) ôèêñèðîâàííûì, ïðè ýòîì èíäåêñ i íåîãðàíè-

÷åííî  âîçðàñòàåò  ñ  óáûâàþùèì  íà  îòðåçêå [ , ]t t0 ðàâíîìåðíûì  øàãîì:
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1
, i =0 1, , K , t t hk k+ = +1 , 0 £ £k i . (4)

Èçìåíåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t ïîíèìàåòñÿ êàê èçìåíåíèå ïðàâîé ãðà-

íèöû  îòðåçêà [ , ]t t0 ,  íà  êîòîðîì  âûïîëíÿþòñÿ  ñîîòíîøåíèÿ  (4).

ÓÑËÎÂÈß  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  Â  ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÉ  ÔÎÐÌÅ

Ìåòîä  Ýéëåðà  ðàññìàòðèâàåòñÿ  â  âèäå

Y Y F t Y h Qi i i i i+ = + +1 ( , ) , Q q q qi i i n i= ( , , , )1 2 K , (5)
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ïîíåíòû ïðèáëèæåíèÿ: q f Y hki k ki ki= ¢
1

2

2( , ( ))x x , t ti ki i< < +x 1, k nÎ1, . Äëÿ âîç-
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Ñ  ó÷åòîì  (2)  ïðè  îãðàíè÷åíèè  (6)  âûïîëíÿåòñÿ  íåðàâåíñòâî
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l
, L =const , " =i 0 1, , K , " Î Ù " Îl 0 1, ,i k n . (9)

Èç (7), (8) ñëåäóåò òî÷íîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âîçìó-
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ èç [2, 3].

Ëåììà 1. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ âñåõ ðåøåíèé è èõ âîç-

ìóùåíèé  èç R 0 âûïîëíåíî  ðàâåíñòâî lim [ , ) ,( )
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Ñëåäñòâèå 1. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 1 íà îñíîâàíèè (10) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

~ ( ) ( ) lim ( ) (~ )
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y t y t D h y yk k
i i
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i

- = + -
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=
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l
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Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå D D
1 1 0

0, < £ d , òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ ðå-
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~
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0 1= " Î ¥ Ù " Îconst, . (12)

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå è ñóùåñòâîâàëî D D
2 1

£ òàêîå, ÷òî èç íåðà-

âåíñòâà ||
~

||Y Y0 0 2- £ D ñëåäóåò  ñîîòíîøåíèå

lim lim ( ) ,
( )

t i i
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i

D h k n
® ¥ ® ¥ -

=

+ = " ÎÕ 1 0 1

0
l

l

. (13)

×àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ( )
( )

1

0

+ -
=

Õ D h
i

k
i

l
l

èìååò òó îñîáåííîñòü, ÷òî ïðè èç-

ìåíåíèè ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé i â íåì ìåíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íå òîëüêî íîâûå,
íî è âñå ïðåäûäóùèå ñîìíîæèòåëè: èçìåíåíèå i íà îòðåçêå [ , ]t t0 ïðè t èç (4)
îáóñëîâëèâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå h â êàæäîì ñîìíîæèòåëå.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû 1 îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåð-
íóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ýéëåðà íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå ïîëóîñè (äîêàçà-
òåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì âîçìóùå-
íèè [6]). Êàê ñëåäñòâèå, óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ â óñëîâèÿõ
ðàâíîìåðíîé  ñõîäèìîñòè  ýòîãî  ìåòîäà.
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ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß  ÔÎÐÌÀ  ÓÑËÎÂÈÉ  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Â (11) ìîæíî èçáåæàòü ïîøàãîâîãî äåëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè (8) íà îñíîâå ýê-
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Îòñþäà  è  òåîðåìû  1  âûòåêàåò  óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2 [3]. Ïðè ~y yk k0 0¹ ôîðìóëèðîâêà è óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1

äîñëîâíî  ñîõðàíÿþòñÿ  ïðè  çàìåíå  ñîîòíîøåíèÿ  (12)  íà  ñîîòíîøåíèå  âèäà
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Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî (15) âûðàæàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü äðî-

áè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé íà ïîëóîñè,

à äðîáü — îòíîøåíèå âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ èìåííî ê âûçâàâøåìó åãî âîçìóùå-

íèþ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê åäèíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

ñóùåñòâóåò D 1 òàêîå, ÷òî â ãðàíèöàõ | ~ |y yk k0 0 1- £ D íà âñåé ïîëóîñè âûïîëíÿ-

åòñÿ  ñîîòíîøåíèå
~ ( ) ( )

~ ( )
y t y t

y y
Ok k

k k

-

-
=

0 0

1 .

Çàìå÷àíèå 2. Â óñëîâèè äîñòàòî÷íîñòè ñëåäñòâèÿ 2 ñîîòíîøåíèå (15) ìîæ-

íî çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì | ~ ( ) ( ) | | ~ |( )y t y t C y yk k k k- £ -1
0 0 , êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ

áåç òðåáîâàíèÿ (6). Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (16). Îäíàêî íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé íå èìååò ìåñòà:

(15)  âûâîäèòñÿ  èç  (11),  ÷òî  èñêëþ÷àåò  äåëåíèå  íà  íóëü  â  (8).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñèñòåìà (1) èìååò òî÷êó ïîêîÿ, òî â ðàññìàòðèâàå-

ìûõ óñëîâèÿõ äëÿ åå óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâà-

íèå D D
1 1 0

0, < £ d , òàêîãî, ÷òîáû äëÿ âñåõ ðåøåíèé Y Y t Y t Y= =
~

( ) , ( )
~

0 0 , ïðè

îãðàíè÷åíèè ||
~

||Y0 1£ D è ~yk0 0¹ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

~ ( )
~

( )y t

y
Ck

k0

1£ , C ( )1 = const, " Î ¥ Ù " Ît t k n[ , ) ,0 1 , (17)

òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíåíî ïðåäûäóùåå óòâåð-

æäåíèå, è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò D D
2 1

£ òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà

||
~

||Y0 2£ D âûòåêàåò

lim
~ ( )
~ ,

t

k

k

y t

y
k n

® ¥
= " Î

0

0 1 . (18)

Êàê èçâåñòíî [8], ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ ñâîäèòñÿ îáùèé ñëó-

÷àé  àíàëèçà  óñòîé÷èâîñòè  ðåøåíèÿ  çàäà÷è  (1).

Êîìïüþòåðíàÿ ïðîâåðêà (15)–(18) ñîâìåùàåòñÿ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì

ïðè âîçìóùåííûõ è íåâîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ è äåëåíèåì ðàçíîñòè

ïðèáëèæåíèé íà ðàçíîñòü íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîãðàììíûå

ïðèìåðû  äàíû  íèæå.
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Îãðàíè÷èìñÿ  ñëó÷àåì  îäíîðîäíîé  ëèíåéíîé  ñèñòåìû

d Y

d t
A t Y Y t Y= =( ) , ( )0 0 , (19)

ãäå ìàòðèöà A t n n( ) , ,´ ñîñòîèò èç ôóíêöèé a a tij ij= ( ) , êîòîðûå îïðåäåëåíû,

íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû (â òî÷êå t0 — ñïðàâà) íà ïîëó-

îñè t t i j nÎ ¥ " Î[ , ) , ,0 1 .

Ñëåäñòâèå 4. Ñëåäñòâèå 3 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé-

÷èâîñòè  è  àñèìïòîòè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè  âñåé  ñèñòåìû  (19).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû îäíîâðåìåííî [8] óñòîé-

÷èâû èëè íåóñòîé÷èâû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî àíàëèçèðîâàòü òî÷êó ïîêîÿ. Ñëåä-

ñòâèå 3 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå óñòîé÷èâîñòè. Âñå ðåøåíèÿ

ëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òî÷êà ïîêîÿ [8]. Óñëîâèåì ýòîãî ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ  3  ÿâëÿåòñÿ  âûðàæåíèå  (18)  ïðè  âûïîëíåíèè  (17).

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (19) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-

ïîëíåíèå (17) äëÿ êàêîãî-ëèáî îäíîãî ðåøåíèÿ
~
Y , èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî

âûáîðà  íà÷àëüíîãî  âåêòîðà
~
Y0 , ~ ,y k nk0 0 1¹ " Î .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî íà ïîëóîñè [8]. Èç (17) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ

Y Y t Y t Y= =
~

( ) , ( )
~

0 0 , ñëåäóåò | ~ ( ) | | ~ | [ , ) , ,( )y t C y t t k nk k£ = " Î ¥ Ù " Î1
0 0 1const

è ñèñòåìà óñòîé÷èâà. Åñëè ñèñòåìà óñòîé÷èâà, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 ñóùå-

ñòâóåò D D
1 1 0

0, < £ d , òàêîå, ÷òî
~ ( )
~

( )y t

y
Ck

k0

1£ , C ( )1 = const, " Î ¥ Ùt t[ , )0

Ù" Îk n1, , ëèøü òîëüêî 0 0 1
< £||

~
||Y D , ïðè ~yk0 0¹ . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî D
1

1£ . Åñëè | ~ |yk0 1
> D , òî âåðíû íåðàâåíñòâà

~ ( )
~
y t

y

k

k0

£

£ £
~ ( ) ( )y t Ck

D D
1

1

1

. Â ëþáîì ñëó÷àå
~ ( )
~ max ,( )

( ) ( )y t

y
C

C Ck

k0

1
1

1

1

1

£
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
D D

, ãäå

C ( )1

1
D

= const " Î ¥ Ù " Ît t k n[ , ) ,0 1 .

Óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 3 äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðîùàåòñÿ äî èíâàðèàíòíîãî

âûáîðà íà÷àëüíîãî âåêòîðà è îäíîãî ñîîòâåòñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Íàðÿäó ñ ýòèì

â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ íåçàâèñèìûé îò íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñïîñîá, ïðèâî-

äèìûé  íèæå  [2,  3].  Ìåòîä  Ýéëåðà  äëÿ  çàäà÷è  (19)  ïðåäñòàâëÿåòñÿ  â  âèäå

Y Y h A t Y h Q ti i i i i+ = + +1
2( ) ( ) , (20)

ãäå Q t Q t Q t Q ti i i n i( ) ( ( ) , ( ) , , ( ))= 1 2 K , ïðè êàæäîì j è êàæäîì i ýëåìåíò

h Q tj i
2 ( ) ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà. Äëÿ âîçìóùåíèÿ

àíàëîã (20) îáîçíà÷àåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà
~ ~

( )
~ ~

( )Y Y h A t Y h Q ti i i i i+ = + +1
2 .

Èç  ðåêóððåíòíîãî  ïðåîáðàçîâàíèÿ  ñëåäóåò  [2]

~
( ( ) ) (

~
)

~
Y Y E hA t Y Y Ri i i

i

i+ + -
=

- = + - +Õ1 1 0 0

0

l

l

,
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ãäå
~

( ( ))
~ ~

R E hA ti i k

i k

k

i

i= + +- -
=

-

=
Õå l

l

Q Q1

01

,
~

(
~

( ) ( )) , , ,Qr r rh Q t Q t r= - =2 0 1 K ,

E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 1 äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà  2. Â  ðàññìàòðèâàåìûõ  óñëîâèÿõ lim ||
~

||
i

iR
® ¥

=0 " Î ¥t t[ , )0 .

Ñëåäñòâèå  6. Ïðè  óñëîâèÿõ  ëåììû  2

~
( ) ( ) lim ( ( )) (

~
)Y t Y t E hA t Y Y

i
i

i

- = + -
® ¥

-
=

Õ l

l

0 0

0

.

Òåîðåìà  2. Ñèñòåìà  (19)  óñòîé÷èâà  òîãäà  è  òîëüêî  òîãäà,  êîãäà

lim ( ( )) , [ , )
i

i

i

E hA t C C t t
® ¥

-
=

+ £ = " Î ¥Õ l

l 0

0const, . (21)

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëèñü  óñëîâèå  (21)  è  ñîîòíîøåíèå

lim lim ( ( ))
t i

i

i

E hA t
® ¥ ® ¥

-
=

+ =Õ l

l 0

0 . (22)

Ýêâèâàëåíòíàÿ  çàïèñü  ñîîòíîøåíèé  (21),  (22):

lim ( ( ))
h

i

i

E hA t C
®

-
=

+ £Õ
0 0

l

l

, lim lim ( ( ))
t h

i

i

E hA t
® ¥ ®

-
=

+ =Õ
0 0

0l

l

.

Ñëåäñòâèå 7. Òåîðåìà 2 ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ìàòðèöà A ïîñòîÿííà. Â ýòîì ñëó-

÷àå  óñëîâèÿ  (21),  (22)  ñîîòâåòñòâåííî  ïðèìóò  âèä

|| lim ( ) ||
i

iE hA C
® ¥

+ £ , C =const ; lim || lim ( ) ||
t i

iE hA
® ¥ ® ¥

+ =0 .

Ñòåïåíü  ìàòðèöû ( )E hA i+ ìîæíî  çàìåíèòü  íà ( )E hA+ 2l
[1]:

lim ( ) ,
l

l

® ¥
+ £ =E hA C C2 const ; lim lim ( )

t
E hA

® ¥ ® ¥
+ =

l

l2 0 . (23)

Ñëåäñòâèå  7  íå  âêëþ÷àåò  îãðàíè÷åíèé  íà  âèä  ìàòðèöû.

ÓÑËÎÂÈß  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  Â  ÀÄÄÈÒÈÂÍÎÉ  ÔÎÐÌÅ

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî h äîñòàòî÷íî ìàëî è ñ ó÷åòîì (9) | |
( )

D h
i

k
- <

l
1 .

Òîãäà ( )
( )

ln ( )
( )

1

0

1
0+ =

Õ

-
=

+

Õ
-

=D h e
i

k
i D h

i
k

i

l
l

l
l è âîçìóùåíèå (11) ïðåîáðàçóåòñÿ ê

âèäó ~ ( ) ( ) ( ~ )

lim ln ( )
( )

y t y t e y yk k

D h

k k
i

i
k

i

- =
å

- "
® ¥ -

=
+1

0 0
0

l
l k nÎ1, . Òåîðåìà 1 ïå-

ðåéäåò  â  ñëåäóþùåå  óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñó-

ùåñòâîâàíèå D
1
, 0

1 0
< £D d , òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé Y Y t Y t Y= =

~
( ) , ( )

~
0 0 ,

ïðè îãðàíè÷åíèè 0 0 0 1
< - £||

~
||Y Y D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

e C C t t
i

i
k

i

D hlim ln ( )
( ) ( )

( )

, [ ,
® ¥ -

=
+å

£ = " Î
1

1 1
0

0
l

l const, ¥ Ù " Î) ,k n1 . (24)
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Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå è ñóùåñòâîâàëî D D
2 1

£ òàêîå, ÷òî èç íåðàâåí-

ñòâà ||
~

||Y Y0 0 2- £ D ñëåäóåò  ñîîòíîøåíèå

lim ,

lim ln ( )
( )

t

D h

e k n
i

i
k

i

® ¥

+
® ¥ -

=
å

= " Î
1

0 0 1
l

l . (25)

Óñëîâèå  (24)  âûïîëíÿåòñÿ  â  òîì  è  òîëüêî  â  òîì  ñëó÷àå,  åñëè

lim ln ( ) , [ , )
( )

i i
k

i

D h c c t t
® ¥ -

=

+ £ = " Î ¥ Ùå 1

0

11 11 0l
l

const, " Îk n1, , (26)

óñëîâèå  (25)  âûïîëíÿåòñÿ  òîãäà  è  òîëüêî  òîãäà,  êîãäà

lim lim ln ( ) ,
( )

t i i
k

i

D h k n
® ¥ ® ¥ -

=

+ = - ¥ " Îå 1 1

0
l

l

. (27)

Ñîãëàñíî (4) h
t t

i
=

-

+
®0

1
0 ïðè i ® ¥ , ñ ó÷åòîì (9) D h

i
k
- ®

l

( )
0, ïîýòîìó

ln ( )
,

( )

( )

1
1 1

+
® " £ Ù " Î

-

-

D h

D h
i k n

i
k

i
k

l

l

l . (28)

Â  ñèëó  (28)  äëÿ "e , 0 1< <e ,  ñïðàâåäëèâû  íåðàâåíñòâà

( ) lim lim ln ( ) (
( ) ( )

1 1 1

0

- < + < +
® ¥ - ® ¥ -

=
åe e

i i
k

i i
k

i

D h D h
l l

l

) lim
( )

i i
k

ii

D h
® ¥ -

==
åå l

ll 00

.

Ïðè e ® 0 âûïîëíÿåòñÿ  àíàëîã  èçâåñòíîãî  ñîîòíîøåíèÿ  äëÿ  ðÿäîâ  [9]:

lim ln ( ) lim [
( ) ( )

i i
k

i

i i
k

i

D h D h t t
® ¥ -

= ® ¥ -
=

+ = " Îå å1

0 0
l

l
l

l

0 1, ) ,¥ Ù " Îk n . (29)

Ñ  ó÷åòîì  (26),  (27),  (29)  èç  ëåììû  3  âûòåêàåò  óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8. Óñëîâèÿ, ôîðìóëèðîâêà è óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3 áóêâàëüíî ñî-

õðàíÿþòñÿ  ïðè  çàìåíå  ñîîòíîøåíèÿ  (24)  íà  ñîîòíîøåíèå  âèäà

lim , , [ , ) ,
( )

i i
k

i

D h c c t t k n
® ¥ -

=
å £ = " Î ¥ Ù " Î

l
l 0

11 11 0 1const , (30)

è  çàìåíå  (25)  íà  ñîîòíîøåíèå

lim lim ,
( )

t i i
k

i

D h k n
® ¥ ® ¥ -

=
å = - ¥ " Î

l
l 0

1 . (31)

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÀß  ÔÎÐÌÀ  ÓÑËÎÂÈÉ  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Â (30), (31) lim
( )

i i
k

i

D h
® ¥ -

=
å l

l 0

— ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû íà [ , ]t t0 , ñîãëàñ-

íî  (8)  ýëåìåíòàìè  èíòåãðàëüíîãî  ðàçáèåíèÿ  ÿâëÿþòñÿ

D
f t Y f t Y

y yi
k k i i k i i

k i k i
-

- - - -

- -
=

-

-l

l l l l

l l

l
( ) ( ,

~
) ( , )

~ , =0 1, , ,K i , (32)

ïðåäñòàâëÿþùèå  äèñêðåòíûå  çíà÷åíèÿ  ôóíêöèè

D t
f t Y f t Y

y t y t
k

k k

k k

(
~

)
(
~

,
~

) (
~

, )
~ (

~
) (

~
)

=
-

-
. (33)
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Ïðè âûïîëíåíèè (6) ôóíêöèÿ (33) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà " Î~
[ , ]t t t0 äëÿ

"k èç (1). Âûðàæåíèÿ èç (30), (31) îïðåäåëÿþò èíòåãðàëû, èñïîëüçîâàíèå êî-

òîðûõ  ïðèâîäèò  ê  ñëåäóþùåé  òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 3 îáà óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè çàìå-

íå  (24)  íà  ñîîòíîøåíèå  âèäà

D t dt c c t t k nk

t

t

(
~

)
~

, , [ , ) ,

0

11 11 0 1ò £ = " Î ¥ Ù " Îconst (34)

è  çàìåíå  (25)  íà  ñîîòíîøåíèå

lim (
~

)
~

,
t

k

t

t

D t dt k n
® ¥ ò = - ¥ " Î

0

1 . (35)

Âûðàæåíèå (33) âêëþ÷àåò ïðîèçâîäíóþ âîçìóùåíèÿ, êîòîðàÿ äåëèòñÿ íà ñàìî

âîçìóùåíèå; ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ D t dt
y t y t

y t y t
k

t

t
k k

k k

(
~

)
~

ln
~ ( ) ( )

~ ( ) ( )
0

0 0
ò =

-

-
.

Ñëåäñòâèå 9. Òåîðåìà 3 ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñîîòíîøåíèÿ (34), (35) çàìåíèòü

ñîîòâåòñòâåííî  ñîîòíîøåíèÿìè  âèäà

ln
~ ( ) ( )

~ ( ) ( )
, , [ ,

y t y t

y t y t
c c t tk k

k k

-

-
£ = " Î

0 0
11 11 0const ¥ Ù " Î) ,k n1 (36)

è

lim ln
~ ( ) ( )

~ ( ) ( )t

k k

k k

y t y t

y t y t® ¥

-

-
= - ¥

0 0

" Îk n1, , (37)

ãäå ~ ( ) ( )y t y tk k0 0¹ " Îk n1, .

Çàìå÷àíèå 3. Ñîîòíîøåíèÿ (36), (15) è (37), (16) ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ

äî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, ïðè ýòîì

óñëîâèè  ýêâèâàëåíòíû  ñëåäñòâèå  2,  òåîðåìà  3  è  ñëåäñòâèå  9.

ÓÑËÎÂÈß  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  ÒÎ×ÊÈ  ÏÎÊÎß

Ïóñòü ñèñòåìà (1) ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó, êîãäà àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ

ñâîäèòñÿ  ê  àíàëèçó  óñòîé÷èâîñòè  òî÷êè  ïîêîÿ  [8]:

dV

d t
U t V V t O= =( , ) , ( ) ,0 (38)

ãäå U t V u t V u t V u t Vn( , ) ( ( , ) , ( , ) , , ( , ))= 1 2 K , V t t tn= ( ( ), ( ) , , ( ))u u u1 2 K , O =

= ( , , , )0 0 0K
T . Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èòàåìûå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå (32), (33)

ñòàíîâÿòñÿ íóëÿìè. Äëÿ ïðîñòîòû âîçìóùåíèå íóëåâîãî ðåøåíèÿ (38) íå áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ  âîëíîé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (38) è

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî uk t t t k n( ) [ , ) ,¹ " Î ¥ Ù " Î0 10 . Òîãäà óñëîâèÿ è óòâåðæäå-

íèÿ òåîðåìû 3 ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè çàìåíå (34)

íà  ñîîòíîøåíèå  âèäà

u t V

t
dt c c t t kk

kt

t
( , )

( )
, , [ , )( ) ( )

u
0

11 11
0ò £ = " Î ¥ Ù " Îconst 1, n (39)

è  çàìåíå  (35)  íà  ñîîòíîøåíèå

u t V

t
dt k nk

kt

( , )

( )
,

u
0

1

¥

ò = - ¥ " Î . (40)



Èç  (40),  ñëåäñòâèÿ  9  è  çàìå÷àíèÿ  3  âûòåêàåò  óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10. Òåîðåìà 4 ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñîîòíîøåíèÿ (39), (40) çàìåíèòü

ñîîòâåòñòâåííî  ñîîòíîøåíèåì

u

u
k

k

t

t
c c t t k n

( )

( )
, , [ , ) ,

0
0 0 0 0 0 1£ = " Î ¥ Ù " Îconst , (41)

ãäå uk t( )0 0¹ ,  è  ñîîòíîøåíèåì

lim
( )

( )
,

t

k

k

t

t
k n

®¥
= " Î

u

u 0

0 1 . (42)

Ñ  òî÷íîñòüþ  äî  îáîçíà÷åíèé  ñëåäñòâèå  10  ýêâèâàëåíòíî  ñëåäñòâèþ  3.

×àñòíûé ñëó÷àé óñëîâèÿ (39): $ ³ Ù$ ³D
1 0 00 T t òàêèå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà

0 0 1
< £|| ||V D ñëåäóåò

u t V

t
t T k nk

k

( , )

( )
[ , ) ,

u
£ " Î ¥ Ù " Î0 10 . (43)

×àñòíûé ñëó÷àé (40): $ £ Ù$ ³ Ù$ >D D
2 1 1 0 0T t r òàêèå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà

0 0 2
< £|| ||V D ñëåäóåò

u t V

t
t T k nk

k

( , )

( )
, , , [ , ) ,

u
r r r£ - < = " Î ¥ Ù " Î0 11const . (44)

×àñòíûé ñëó÷àé óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè: $ > =r r1 10, const, òàêîå, ÷òî

" > $D
1 00 V , 0 0 1

< £|| ||V D , $ ³T t0 0 , $ Îk n1, ,  ïðè  êîòîðûõ

u t V

t

k

k

( , )

( )u
r³ 1 " Î ¥t T[ , )0 . (45)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü u — ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî

(44), (45) ëèíåéíîå óðàâíåíèå
d

d t

u
u= íåóñòîé÷èâî (

u

u
=1),

d

d t

u
u= - àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî (
u

u
= -1),

d

d t
t

u
u= íåóñòîé÷èâî (

u
t

u
= ® ¥),

d

d t
t

u
u= - àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî (
u

t
u

= - ® - ¥). Òî÷êà ïîêîÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

d

d t
a t b

p qu
u=

=

+

=
å ål

l

l

l
l

l0

2 1

0

íåóñòîé÷èâà, åñëè 0< a p è 0< bl , l K= 0 1, , , q; ïðè

p q³ ³0 0, :
u

a t b
p q

u
u=

= =
å ål

l

l

l
l

l0

2

0

, íàéäåòñÿ T t0 0³ òàêîå, ÷òî " ³t T0 âûïîëíå-

íî íåðàâåíñòâî a t a
p

l
l

l=
å ³

0

0| | ; ïîñêîëüêó b b
q

l
l

l

u2

0

0

=
å ³ , òî

u

u
r³ 1 , ãäå

r1 0 0 0= >| |a b ; íåóñòîé÷èâîñòü ñëåäóåò èç (45). Åñëè a p < 0 , òî a t a
p

l
l

l=
å £ -

0

0| |

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, è
u

u
r£ - , ãäå r = | |a b0 0 , òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè  óñòîé÷èâà  ñîãëàñíî  (44).

Èíîãäà äðîáü
u t V

t

k

k

( , )

( )u
ïîçâîëÿåò îöåíèòü óñòîé÷èâîñòü èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2. Äâóõâèäîâàÿ (äëÿ ðûá) ìîäåëü «õèùíèê–æåðòâà» Ëîòêè–Âîëüòåð-

ðû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé [10, 11]:
d

dt
a b

d

dt
c d

u
u u u

u
u u u1

1 1 2
2

2 1 2= - + = -, ,
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ãäå a b c d, , , — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû
u

a b1

1
2u

u= - + ,

u
c d2

2
1u

u= - . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðûá-õèùíèêîâ u2 òàêîì, ÷òî

- + ³ > =a b q qu2 0, const , òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà ñîãëàñíî (45). Ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëîì u2 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðûá-æåðòâ u1 íàéäåòñÿ r, 0< r,

r =const , òàêîå, ÷òî - + £ -a bu r2 è c d- £ -u r1 , ñîãëàñíî (44) òî÷êà ïîêîÿ àñèì-

ïòîòè÷åñêè  óñòîé÷èâà.

Èíîãäà íåóñòîé÷èâîñòü òî÷êè ïîêîÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðèíÿâ âîçìóùåíèå

íåêîòîðûõ  ïåðåìåííûõ  ðàâíûì  íóëþ.

Ïðèìåð  3. Â  [8]  ïîêàçàíî,  ÷òî  òðèâèàëüíîå  ðåøåíèå  ñèñòåìû

d

d t t
t

d

d t t

u u
u u

u u1 1 2
1 2

2 2 2= - = -, ; t t t0 1 0 2 01 0 0= = =, ( ) , ( )u u , (46)

íåóñòîé÷èâî, õîòÿ âñå ðåøåíèÿ u u1 1 2
22

2

= =-
c te

c

t

c t
, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåíèå íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì

u u2 10 0= ¹, . Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (46) ïðèìåò âèä
d

d t t

u u1 1= ;

ñëåäîâàòåëüíî,
u

t

1

1

1

u
= è

u t V

t
dt

t
dt t

t

t t
1

1 10

1( , )

( )
ln

uò ò= = ® ¥ ïðè t ® ¥, ÷òî íàðóøà-

åò  íåîáõîäèìîå  óñëîâèå  óñòîé÷èâîñòè  (39).

Çàìå÷àíèå 4. Îòíîøåíèå
u t V

t

k

k

( , )

( )u
â (43)–(45) íàãëÿäíî âûðàæàåò ñìûñë äàí-

íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè: îòðèöàòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíîé íà ïîëó-
îñè ôóíêöèè îçíà÷àåò åå óáûâàíèå, ïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè — âîçðàñòàíèå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî îçíà÷àåò ìîíîòîííîå óáûâàíèå
ôóíêöèè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíîå íà ïîëóîñè ðàñ-
ïîëîæåíèå ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ãðàíèöàõ âîçìóùåíèé íà÷àëüíîãî âåêòîðà. Óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîð-
ìå (39), (40) òðåáóþò àíàëîãè÷íîãî óáûâàíèÿ ìîäóëÿ êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ
â  ñóììå  áåñêîíå÷íî  ìàëûõ  ýëåìåíòîâ.

ÀÍÀËÈÇ  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  ÍÀ  ÎÑÍÎÂÅ  ÑÐÀÂÍÅÍÈß  ÏÎÄÛÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ  ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïóñòü  ðàññìàòðèâàþòñÿ  èçìåíåííûå  îòíîøåíèÿ  ïðèìåðà  3:

d

d t t
t

d

d t t

u u
u u

u u1 1 2
1 2

2 2 2= + = -, ; t t t0 1 0 2 01 0 0= = =, ( ) , ( )u u .

Âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4:

u

t
t

t

1

1

2
2
21 1

u
u= + ³ , ïîýòîìó

u t V

t
dt

t
dt

t t
1

11 1

1( , )

( )uò ò³ . Äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæ-

äåíèÿ  èç  ïðèìåðà  3.  Ýòîò  ïðèìåð  îáîáùàåò  ñëåäóþùåå  óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (38), ãäå 0 0< t è uk t( ) ¹0

" Î ¥ Ù " Ît t k n[ , ) ,0 1 . Åñëè " >D
1

0 $ < £ Ù$ ÎV V k n0 0 1
0 1: || || ,D Ù$ >r 0,

r =const , ïðè êîòîðûõ
u

t
t tk

ku
r³ " Î ¥

1
0[ , ) , òî òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (38) íå-

óñòîé÷èâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî íà÷àëüíîãî

âåêòîðà
u t V

t
dt

t
dt

t

t

k

kt

t

t

t
( , )

( )
ln

u
r r

0 0

1

0
ò ò³ = , ïîýòîìó

u t V

t
dtk

kt

t
( , )

( )u
0

ò ® ¥ ïðè t ® ¥ , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò  (39).

Ëåììà 5. Óñëîâèÿ è óòâåðæäåíèå ëåììû 4 ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè $ - <a a: 1 ,

a = const , Ù$ >r 0 , r =const, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
u

tk

ku
r a³

" Î ¥t t[ , )0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî íà÷àëüíîãî

âåêòîðà
u t V

t
dt t dt t tk

kt

t

t

t
( , )

( )
( )

u
r

r

a
a a a

0 0

1

1
0

1
ò ò³ =

+
- ® ¥+ +

ïðè t ® ¥, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò  (39).

Çàìå÷àíèå 5. Â ëåììàõ 4, 5 óñëîâèå " Î ¥t t[ , )0 ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþ-

ùåå: $ ³ " Î ¥T t t T0 0 0: [ , ) , ïîñêîëüêó
u t V

t
dt

u t V

t
dt

u t V

t

k

kt

t
k

kt

T
k

k

( , )

( )

( , )

( )

( , )

(u u u
0 0

0

ò ò= +
)

T

t

dt

0

ò ,

ïðè  ýòîì

t

T

ñ

0

0

ò £ =const,  à

T

t

0

ò ® ¥ .

Ïðèìåð 4. Ïðè a r, , t0 èç ëåììû 5 ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì  ëåììû:

d

d t
t

t
a t bk

k k r

p

r

qu
ru u u ua= +

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= =
å å1

2

2

0

2

0

l
l

l

l
l

l

,

u
u

k
r

rt k n
d

d t
u t V( ) , , , ( , )0 0 1= Î = , (47)

ur t r n r k( ) , , , , ,0 0 1 2= = ¹K ,

ãäå 0 0£ <p a p, è 0 0 0 1£ < =q b q, , , , ,l l K , à r-å óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèç-

âîëüíûìè â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü âûáðàíî T t0 0³

òàêîå, ÷òî " ³t T0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a t b a b
p

r

q

l
l

l

l
l

l= =
å å ³ >

0

2

0

0 0 0u | | ;

ñîîòâåòñòâåííî
u

tk

ku
r a³ . Òîãäà

u t V

t
dtk

kt

t
( , )

( )u
0

ò ³
u t V

t
dt

u t V

t
dtk

kT

t
k

kt

T
( , )

( )

( , )

( )u u
0 0

0

ò ò- ³

³ - ® ¥òr at dt ñ

T

t

0

ïðè t ® ¥ ,  ÷òî  ïðîòèâîðå÷èò  (39).

Ëåììà 6. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 $ >D
1

0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé

V t V t V( ) , ( )0 0= , ãäå 0 0 1
< £|| ||V D , ïðè íåêîòîðûõ b b< - =1, const , r =const, è

t0 0> âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
u

t t t k nk

ku
r b£ " Î ¥ Ù " Î[ , ) ,0 1 , òî òî÷êà ïîêîÿ

ñèñòåìû  (38)  óñòîé÷èâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííûõ óñëîâèÿõ b + <1 0 è t tb b+ +£1
0

1 , ïîýòîìó

t dt t t
t

t

t
b b b

b

b b
0

1

1 1

1
0

1 0
1

ò =
+

- £
+

+ +
+

( )
| |

. Äëÿ âñåõ ðåøåíèé V t( ) , 0 0 1
< £|| ( )||V t D ,

âåðíû íåðàâåíñòâà
u t V

t
dt t dt

t
k

kt

t

t

t
( , )

( ) | |u
r

r

b
b

b

0 0

0
1

1ò ò£ £
+

+

è (39) âûïîëíåíî ïðè

c
t

( )

| |

11 0
1

1
=

+

+r

b

b

.

Ïðèìåð 5. Ïðè r b, , t0 èç ëåììû 6 ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì  ëåììû:

d

d t
t

t
a t bk

k k r

p

r

qu
ru u u ub= -

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= =
å å1

2

2

0

2

0

l
l

l

l
l

l

, uk t k n( ) , , ,0 0 1= Î (48)

d

d t
tr

r
u

u b= , ur t r n r k( ) , , , , ,0 0 1 2= = ¹K ,

ãäå 0 £ p , 0< al , lÎ 0, p, è 0 £ q, 0< bl , l Î 0, q. Òàê êàê 0

0

2

0

£
= =
å åa t b
p

r

q

l
l

l

l
l

l

u , òî

u
tk

ku
r b£ . Êðîìå òîãî,

u
tr

ru
b£ , r k¹ . Â óñëîâèè ëåììû 6 êîýôôèöèåíò r ìîæíî

çàìåíèòü íà ~ max ( , )r r= 1 , ïîýòîìó òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (48) óñòîé÷èâà.

Îáîáùåíèåì  ëåìì  4–6  ÿâëÿåòñÿ  ñëåäóþùàÿ  òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü t 0 0> è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t t> 0 ïðè êàæäîì k nÎ1, ôóíê-

öèè f tk ( ) , g tk ( ) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [ , ]t t0 . Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4

$ >D
1

0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé V t( ) , 0 0 1
< £|| ( )||V t D , âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâo
u

f t t t k nk

k
ku

£ " Î ¥ Ù " Î( ) [ , ) ,0 1 , ãäå f t dt c ck

t

t

( ) ,

0

11 11ò £ = const , òî òî÷-

êà ïîêîÿ ñèñòåìû (38) óñòîé÷èâà. Â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ ëåììû 6

f t tk ( ) ,= < -r bb 1 . Åñëè " > $D
1

0 V t( ) , 0 0 1
< £|| ( )||V t D , òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòî-

ðîì k nÎ1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
u

g t t tk

k
ku

³ " Î ¥( ) [ , )0 , ãäå g t dtk

t

t

( )

0

ò ® ¥

ïðè t ® ¥ , òî òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (38) íåóñòîé÷èâà. Â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ

ëåììû  4 g t tk ( ) = r a , - £ <1 0a r, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
u

f tk

k
ku

£ ( ) " Î ¥t t[ , )0 , òî
u t V

t
dt f t dtk

kt

t

k

t

t
( , )

( )
( )

u
0 0

ò ò£ £

£ c11, c11 = const . Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 5 è íåðàâåíñòâó (39) ýòî îçíà÷àåò

óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ïîêîÿ. Åñëè
u

g tk

k
ku

³ ( ) " Î ¥t t[ , )0 , òî
u t V

t
dtk

kt

t
( , )

( )u
0

ò ³

³ ò g t dtk

t

t

( )

0

;  îòñþäà
u t V

t
dtk

kt

t
( , )

( )u
0

ò ® ¥ ïðè t ® ¥ ,  ÷òî  ïðîòèâîðå÷èò  (39).
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Ñëåäñòâèå 11. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (38) óñòîé÷èâà,

åñëè
u

t t t k nk

ku
bb£ < - " Î ¥ Ù " Î, [ , ) ,1 10 , è íåóñòîé÷èâà, åñëè õîòÿ áû ïðè îä-

íîì k âûïîëíåíî  íåðàâåíñòâî
u

tk

ku
bb³ ³ -, 1 " Î ¥t t[ , )0 .

Óñëîâèÿ  àñèìïòîòè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè  ñîäåðæèò  ñëåäóþùàÿ  òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Åñëè â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òåîðåìû 5 $ > £D D D
2 2 1

0, , òà-

êîå, ÷òî äëÿ âñåõ ðåøåíèé V t( ) , 0 0 2
< £|| ( )||V t D , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u
f tk

k
ku

£ ( ) " Î ¥t t[ , )0 , ïðè ýòîì f t dtk

t

( )

0

¥

ò = - ¥ " Îk n1, , òî òî÷êà ïîêîÿ ñèñòå-

ìû (38) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè ïðè

òåõ æå k è t äëÿ íåêîòîðûõ b b³ - =1, const , è r r> =0, const , âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî
u

tk

ku
r b£ - .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ " Îk n1, â óñëîâèÿõ òåîðåìû
u t V

t
dt f t dtk

kt

t

k

t

t
( , )

( )
( )

u
0 0

ò ò£

ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå ïîëó÷èì lim
( , )

( )t

k

kt

t
u t V

t
dt

® ¥ ò = - ¥
u

0

. Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 4 è ñîîòíîøåíèþ (40) ýòî îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-

âîñòü òî÷êè ïîêîÿ. Â ñëó÷àå b b³ - =1, const, r r> =0, const, âûïîëíåíî ñîîòíî-

øåíèå - ® - ¥òr bt dt

t

t

0

ïðè t ® ¥; ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà
u

tk

ku
r b£ - ñëåäóåò

àñèìïòîòè÷åñêàÿ  óñòîé÷èâîñòü  òî÷êè  ïîêîÿ  ñèñòåìû  (38).

Ïðèìåð 6. Ïðè r b, , t0 èç òåîðåìû 6 ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì  òåîðåìû:

d

d t
t

t
a t bk

k

p

r

q
k

r

u
ru u

u

u

b= - -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

= =
å å1

2
0

2

0

3

2l
l

l

l
l

l +1
, uk t( )0 0= " Îk n1, , (49)

d

d t
tr

r
u

u b= - , ur t r n r k( ) , , , , ,0 0 1 2= = ¹K ,

ãäå 0 0 0£ < " Îp a p, ,l l , è 0 0 0£ < " Îq b q, ,l l . Äëÿ k-ãî óðàâíåíèÿ

u
tk

ku
r r bb£ - < ³ -, ,0 1 , è

u
t

r

ru
b= - ïðè r k¹ . Ïóñòü f t tk ( ) ~= -r b ,

~ max ( , )r r= 1 , òîãäà
u

f t t t nl

l
l l

u
£ " Î ¥ Ù " Î( ) [ , ) ,0 0 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 òî÷-

êà  ïîêîÿ  àñèìïòîòè÷åñêè  óñòîé÷èâà.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àïðè-

îðíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè, îíè ìîãóò àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàòüñÿ àïîñòåðèî-

ðè, åñëè èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî âåêòîðà.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ  È  ÃÐÀÍÈÖÛ  ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ  ÌÅÒÎÄÀ

Ìàëàÿ ðàçìåðíîñòü ñèñòåì âûáðàíà äëÿ êðàòêîñòè îïèñàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè îíà

ìîæåò  áûòü  ïðîèçâîëüíîé.
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Ïóñòü
dy

dt
y

dy

dt
y y1

2
2

1 22 2= = - -, . Ñëåäóþùèå îïåðàòîðû (Delphi , íèæå

ïðîãðàììà 1) ðåàëèçóþò ïðîâåðêó (23) ïðè l, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò «äîñòàòî÷-

íî  áîëüøîìó»  (>10 9 )  ïðîìåæóòêó  èçìåíåíèÿ  íåçàâèñèìîé  ïåðåìåííîé.

Ïðîãðàììà  1
label  60,  111;  const  n=2;  h=1.1e-14;  a:  array  [1..n,1..n]  of  extended=((  0,  1),  (-2,  -2));
type  matr=array[1..n,1..n]  of  extended;  var  a1,  c:  matr;  s,  s0,  x:  extended;  i,  j,  l,  k,  k0:  integer;
begin

for  i:= 1  to  n  do  for  j:= 1  to  n  do
begin  a1[i,j]  :=  a[i,j]*h  ;  if  i=j  then  a1[i,j]  :=  a1[i,j]+1  end;

60: for  i  :=  1  to  n  do  for  j  :=  1  to  n  do  begin  s  :=  0;  for  l:=  1  to  n  do
s  :=  s  +  a1  [  i  ,  l  ]  *  a1  [  l  ,  j  ];  c  [i,  j]  :=  s  end;  k:=k+1;
x:=h*exp((k+1)*ln(2));  if  abs(x)  >=  1e9  then  goto  111;
for  i:=  1  to  n  do  for  j:=  1  to  n  do  a1  [i,j]  :=  c  [i,j];  s0  :=  0;
for  i:=  1  to  n  do  for  j:=  1  to  n  do  s0  :=  s0  +  sqr  (a1  [i,j]);  s0  :=  sqrt  (s0);
if  k  >=  1  then  write  ('  ':  2,  s0:  2,  '  ');  goto  60;

111: writeln (' ':2, 'h=', h, ' '); writeln (' ':2, 'k=', k, ' '); writeln (' ':2, 'x =', x:2, ' '); readln end.

Ðåçóëüòàò  ðàáîòû  ïðîãðàììû:

1.4, 1.4, … , 1.4, 1.3, 1.2, 1.1, 9.7´ -10 1, 5.6´ -10 1, 6.4´ -10 2, 2.9´ -10 3, 6.1´ -10 6, 2.8´ -10 11, 6.3´ -10 22,

2.5´ -10 43,  1.3´ -10 86,  1.3´ -10 172,  1.3´ -10 344,  8.6´ -10 689,  2.3´ -10 1377,  0,  0,  …  ,  0;

h  =  1.1´ -10 14,  k  =  76,  x  =  1.7´109.

Âûïîëíåíî 76 îïåðàöèé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ìàòðèöû A E hA1 = + , E —

åäèíè÷íàÿ, A — ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, h = ´ -11 10 14. . Äîñòèãíóòà ãðà-

íèöà èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé17 109. ´ , â ýòîì ïðèáëèæåíèè àñèìïòî-

òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íîðìà || ( ) ||E hA+ 2l

, óáûâàÿ, îáðàòèëàñü â íóëü, ÷òî ñîãëàñ-

íî  (23)  ñîîòâåòñòâóåò  àñèìïòîòè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè  ëèíåéíîé  ñèñòåìû.

Ê àíàëîãè÷íîìó ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò ïðîãðàììà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå

ñëåäñòâèÿ  3  è  óñëîâèÿ  (18).

Ïðîãðàììà  2
const  eps=0.0000000001;  h  =  0.000001;  tt=10000000;

var  x,y1,y2,z1,z2:  extended;k:  longint;

function  f1(x,y1,y2:extended):extended;

begin  f1:=y2;  end;

function  f2(x,y1,y2:extended):extended;

begin  f2:=-2*y1-2*y2;  end;

begin  k  :=  0;  y1:=  eps;  y2  :=  eps;  x:=0;  while  x<=1500  do  begin

y1  :=  y1  +  h  *  f1(x,y1,y2);  y2  :=  y2  +  h  *  f2(x,y1,y2);

z1:=y1/  eps;  z2:=y2/  eps;  k:=k+1;  if  k  =  tt  then  begin

writeln('x=',x:4,' '); writeln('abs (z1)=',abs(z1):4,' ','abs(z2)=',abs(z2):4,' ','norma=', sqrt(sqr(z1)+sqr(z2)):4);

k:=0  end;  x:=x+h;  end;  readln  end.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû: 9.5´ -10 5, 6.7´ -10 9, … , 5.8´ -10 174, … , 2.2 ´ -10 647.

Íîðìà z z
1
2

2
2+ âåêòîðà êîîðäèíàò ëåâîé ÷àñòè (18) óáûâàåò ê íóëþ íà îò-

ðåçêå [ , ]0 1500 ,  ÷òî  ñîîòâåòñòâóåò  ïðèçíàêó  àñèìïòîòè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ ñèñòåìû
dy

dt
y1

2= ,
dy

dt
y2
1= - ïðîãðàììà 1 ñ âõîäíîé ìàòðèöåé

A =
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 1

1 0
äàñò çíà÷åíèÿ || ( ) ||E hA+ 2l

: 1.4, 1.4, … , 1.4; h = 1.1´ -10 14 , k = 76 ,

x = ´17 109. . Ñîãëàñíî (23) ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì íåàñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè. Ðåçóëüòàò ïðîãðàììû 2 ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå ôóíêöèé f1, f2: 1.4,

1.4, … , 1.4. Íîðìà z z
1
2

2
2+ íà îòðåçêå [ , ]0 1500 íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû, ÷òî

ñîãëàñíî  (17)  ñîõðàíÿåò  ïðåäûäóùèé  âûâîä.

Âû÷èñëåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè îãðàíè÷å-

íî óñëîâèåì (6), íå äîïóñêàþùèì íóëåâîå çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ äðîáè (8). Îãðà-

120 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 3



íè÷åíèå îñëàáëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 2, 3, 10 äëÿ äîñòàòî÷íîñòè âû-

ïîëíåíèÿ (6) íå òðåáóåòñÿ. Åñëè æå ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, õàðàêòåð óñòîé-

÷èâîñòè àäåêâàòíî ìîäåëèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ïðîãðàììå 2, à òàêæå

öèêëè÷åñêèì  íàêîïëåíèåì  ñóìì  èç  ëåâûõ  ÷àñòåé  (30),  (31).

Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (46) ïðîãðàììà 2 ïðè f1:=y1/x-sqr(x)*y1*sqr(y2);

f2:=-y2/x; ñ èçìåíåíèåì x:=1; while x<=1500 do äàñò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íîðìû

z z
1
2

2
2+ : 1.1´101, 3.1´101, … , 4.1´102 , … , 4.1´102 , 1.5 ´103 . Íîðìà ìîíî-

òîííî ðàñòåò íà îòðåçêå [ . , . ]11 15 103´ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ óñòîé÷èâî-

ñòè (17). Äëÿ äàííîé çàäà÷è îãðàíè÷åíèå (6) íå íàðóøåíî, ìîæíî öèêëè÷åñêè íà-

êàïëèâàòü ñóììû z1:=z1+f1(x,y1,y2)/y1*h; z2:=z2+f2(x,y1,y2)/y2*h. Ñ ýòèì èçìå-

íåíèåì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íîðìû: z z
1
2

2
2+ : 3 4 100. ´ , 48 100. ´ ,

85 100. ´ , 10 101. ´ ; ðîñò íîðìû íàðóøàåò ñîîòíîøåíèå (39), ÷òî ÿâëÿåòñÿ

ïðèçíàêîì  íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (47) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ

a r= - = = =05 05 3. , . ; ;p q a b n u t V tl l= = = = -1 2 2; ; ( , ) . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè

t0 05= . ïðîãðàììà 2 âûäàåò ïåðåïîëíåíèå âñëåäñòâèå ðåçêîãî ðîñòà íîðìû — íà

îòðåçêå [ . , . ]05 25 (tt=100000): 55 108. ´ , 12 109. ´ , … , 15 1010. ´ , 29 1043. ´ , …

..., .20 10441´ , 56 10915. ´ , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì íåóñòîé÷èâîñòè ââèäó íàðóøå-

íèÿ  (39).

Ïóñòü â (48) b r u= - = = = = = = = -15 0 5 3 1 2 2 2
3 2. , . ; ; ; ; ( , ) /p q a b n u t V tl l .

Ïðè t0 05= . ïðîãðàììà 2 íà îòðåçêå [ . , ]05 3000 âûäàåò çíà÷åíèÿ 1 4 101. ´ , 1 4 101. , ...´

…, 1 4 101. ´ , 1 5 101. ´ , …, 15 101. ´ , 16 101. ´ , …, 16 101. ´ , 1 7 101. ´ , 1 7 101. ´ , …, 1 7 101. ´ ,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå17 101. ´ ïîâòîðÿåòñÿ íà îòðåçêå [ , ]1500 3000 , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè-

çíàêîì  óñòîé÷èâîñòè  (39).

Â ñèñòåìå (49) ïîëîæèì b = -0 5. , r =0 5. ; p q= = 3 ; a bl l= =1; n = 2 ;

u t V t2 2( , ) = - u b . Ïðè t0 05= . ïðîãðàììà 2 íà îòðåçêå [ . , ]05 1500 âûäàåò çíà÷åíèÿ

90 10 5. ´ - , 14 10 6. ´ - , 60 10 8. ´ - , …, 65 10 12. ´ - , 10 10 12. ´ - , …, 4 4 10 16. ´ - , 11 10 16. ´ - ,

ñîãëàñíî  (40)  ýòî  ÿâëÿåòñÿ  ïðèçíàêîì  àñèìïòîòè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò àíà-

ëèòè÷åñêèå  îöåíêè  ïðèìåðîâ  3–6.

Âîçìîæíîñòü îáõîäà îãðàíè÷åíèÿ (6) èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Â ñèñòåìå
dy

d t
y y y

d y

d t
y y y

1
2 1

2
2
2 2

1 1
2

2
2= - + = +, íóëåâîå ðåøåíèå

óñòîé÷èâî, âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû [7]. Ïðè f1:=-y2*sqrt(sqr(y1)+

+sqr(y2)); f2:=y1*sqrt(sqr(y1)+sqr(y2)); ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîãðàììà 2 èëëþñò-

ðèðóåò çíà÷åíèÿìè íîðìû z z
1
2

2
2+ : 1.4, 1.4, … , 1.4 íà îòðåçêå [ , ]0 1500 .

Ïðèçíàê íåóñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ýòà æå ïðîãðàììà âûðàæàåò

ïîñëå  ìîäèôèêàöèè  â  ñîîòâåòñòâèè  ñî  ñëåäñòâèåì  2:

y1:=  eps1;  y10  :=  y1+eps2;  y2  :=  eps1;  y20  :=  y2+eps2;

x:=0;  while  x<=1500  do  begin

y1:=y1+h*f1(x,y1,y2);  y2:=  y2+h*f2(x,y1,y2);  y10:=y10+h*f1(x,y10,y20);  y20:=y20+h*f2(x,y10,y20);

z1:=(y1-y10)/eps2;  z2:=(y2-y20)/eps2;  {äàëåå  áåç  èçìåíåíèé}
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çíà÷åíèÿ íîðìû z z
1
2

2
2+ : 1.4, 1.4, … , 1.6, … , 3.3 íà òîì æå ïðîìåæóòêå

ïðè  eps1=0.001;  eps2=0.000001;

Êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýòîãî ïðèìåðà y ñ ct d1 = +cos( ),

y ñ ct d2 = +sin( ), ãäå ñ d, — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå [7], íàðóøàþò óñëîâèå (6).

Íà äîñòàòî÷íîñòü ïðèçíàêà óñòîé÷èâîñòè ýòî íå âëèÿåò, ïðîâåðêà íåîáõîäèìîñòè

ôîðìàëüíî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (6). Îäíàêî ôàêòè÷åñêè (ââèäó ïîñòîÿí-

ñòâà â ïðîãðàììå eps2) îïåðàòîðû z1:=(y1-y10)/eps2; z2:=(y2-y20)/eps2; âûðàæà-

þò ïðîïîðöèþ ðàçíîñòè âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèé, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðîâåðêå óñòîé÷èâîñòè ïî îïðåäåëåíèþ. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçíîñòü âîç-

ðàñòàåò  íà  áîëüøîì  ïðîìåæóòêå.  Ýòî  ÿâëÿåòñÿ  ïðèçíàêîì  íåóñòîé÷èâîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïðîâåðèòü âñå îêðåñòíîñòè è âñå òî÷êè îêðåñòíîñòåé

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé â òðåáóåìûõ ãðàíèöàõ, ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé ìåòîä â ñëó-

÷àå íåëèíåéíûõ ñèñòåì äàåò ëèøü ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè, íåóñòîé÷èâîñòè èëè

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé, íå èñêëþ÷àÿ ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíî-

ñòè àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ýòî çàìå÷àíèå íå îòíîñèòñÿ ê êîìïüþòåðíîìó

àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ñëåäñòâèé 4, 5 è òåîðåìû 2.

Àíàëîãè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ìîæíî ñòðîèòü íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ ìåòî-

äîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà [4, 12], íî ýòî íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì óëó÷øåíèÿì.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòó äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå

ïðèåìëåìî ðàçíîñòíî-ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ÎÄÓ [13, 14]. Åãî ðåàëèçàöèÿ

äàåò ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ è ìåíüøèì âðåìåííûì èíòåð-

âàëîì, ÷åì ó ïðîãðàìì 1, 2. Ïðîãðàììíûé êîä ýòîãî ìåòîäà ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñ-

ïåðèìåíòà ïîëíîñòüþ ïðèâîäèòñÿ â [15]. Îñîáåííîñòü ìåòîäà ñâÿçàíà ñ îòíîøå-

íèåì ïðîèçâîäíîé ê ðåøåíèþ. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà îò-

ðåçêå [ , ]a b âûïîëíÿåòñÿ ðàçáèåíèå [ , ] [ , ]a b t ti i

i

P

= +
=

-

1

0

1

U . Ïðè êàæäîì i íà i-ì

ïîäûíòåðâàëå ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ïðèáëèæàåòñÿ ïîëèíîìîì ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíè-

ÿìè êîýôôèöèåíòîâ f t t a tk i km ik

m

( ) ( )» =
=
åY l

l

l 0

, ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ïîëèíî-

ìîì y t tk i km( ) ( )» j íà îñíîâå jik m ik

m

t a t dt c( ) = + =
=
åò l

l

l 0

a
t cik

m
l l

l
l +

++

=
å

1

1

0

,

ãäå k — íîìåð óðàâíåíèÿ. Êîíñòàíòà c ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ïîëèíîìû íà ãðàíè-

öàõ ïîäûíòåðâàëîâ ñîõðàíÿþò íåïðåðûâíîñòü è íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ñèñòåìû (38) àâòîìàòè÷åñêè îáðàçóþòñÿ

êîìïîíåíòû  îòíîøåíèÿ

u t V

t

t

t
t t t i Pk

k

i km

i km
i i

( , )

( )

( )

( )
, [ , ], , , ,

u j
» Î = -+

Y
1 0 1 K 1 1 2; , , ,k n= K . (50)

Ñîîòíîøåíèå (50) óäîáíî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (43)–(45),

à òàêæå (30), (31), ïðèáëèæåíèå u jk i kmt t( ) ( )» — äëÿ ïðîâåðêè óñëî-

âèé (41), (42). Ïðè àíàëèçå íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîñëåäíåãî ïðèìåðà

ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ íîðìû z z
1
2

2
2+ : 1.4142135623731, 1.4142135623731,…,

1.4142135623731 íà îòðåçêå [ , ]0 3000 [15]. Ñ ïðèâåäåííûìè â äàííîì ïðèìåðå

ïàðàìåòðàìè íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]0 1500 çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòû

z2 : 22 10 1. ´ - , 36 10 1. ´ - , …, 45 10 1. ´ - , 7 4 10 1. ´ - , …, 95 10 1. ´ - ñîîòâåòñòâóþò ïðè-
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çíàêó íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåðêà (39), (40) êàê çíà÷åíèÿ
u t V

t
dtk

kt

t
( , )

( )u
0

ò =

= ln
( )

( )

u

u
k

k

t

t0

äëÿ ñèñòåìû ïðåäïîñëåäíåãî ïðèìåðà íà îòðåçêå [ . , ]05 1500 ñ ðî-

ñòîì t äàñò äëÿ ln | |z1 : - ´93 100. , - ´13 101. , - ´17 101. , … , - ´35 101. , - ´3 7 101. ,

- ´38 101. ; äëÿ ln | |z2 : - ´19 101. , - ´2 7 101. , - ´33 101. , … , - ´71 101. , - ´73 101. ,

- ´76 101. . Ñîãëàñíî (40) ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåðíûå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïî õîäó

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Òðåáóåìûå ïðîãðàììû

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âèäà ñèñòåìû, ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè, ìåíÿþòñÿ

ëèøü ïðàâûå ÷àñòè âõîäíûõ ñèñòåì ÎÄÓ è èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå íå

ÿâëÿåòñÿ  íåîáõîäèìûì  äëÿ  ëèíåéíûõ  ñèñòåì.

Èçëîæåííûå ìåòîäû îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ [7, 8, 16] ïîñòðîåíèåì íà

îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ðåøåíèé è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé ÷èñ-

ëåííûõ ïðèçíàêîâ. Îòëè÷èÿ ñîõðàíÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ

èññëåäîâàíèé  [17–21],  âêëþ÷àÿ  êîìïüþòåðíûé  àíàëèç  óñòîé÷èâîñòè  [22].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçëîæåíû êîìïüþòåðíî-îðèåíòèðîâàííûå ìåòîäû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íà

îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåì ÎÄÓ. Äëÿ

ëèíåéíîé ñèñòåìû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíî-

ãî âåêòîðà èëè îò íåãî íå çàâèñÿò. Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû íåîáõîäèìûì

è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü

íà ïîëóîñè îòíîøåíèÿ âîçìóùåíèÿ ê âûçâàâøåìó åãî âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèé â âàðüèðóåìîé îêðåñòíîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò

ìåñòî ïðè ñòðåìëåíèè ýòîãî îòíîøåíèÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé. Íà ýòîé îñíîâå ðåàëèçóåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè.

Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêîìïîíåíòíîãî

îòíîøåíèÿ ôóíêöèé ïðàâîé ÷àñòè ê çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. ×èñëåííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî õîäó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ÷òî öåëåñî-

îáðàçíî ïðè âûïîëíåíèè ìîíèòîðèíãà óñòîé÷èâîñòè àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñ-

òåì  óïðàâëåíèÿ  â  ðåàëüíîì  âðåìåíè.
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