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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî è åå ðàçëè÷íûõ îáîáùå-
íèé, îñíîâàííûé íà åäèíîì ïîäõîäå: ôîðìóëèðîâàíèè íåïðåðûâíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðàçáèåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèì ñîîòâåòñòâóþùèé
âèä äèàãðàììû Âîðîíîãî, è ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòà ðå-
øåíèÿ äàííûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòîì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòðîèòü
íå òîëüêî óæå èçâåñòíûå äèàãðàììû Âîðîíîãî, íî è êîíñòðóèðîâàòü íîâûå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèàãðàììà Âîðîíîãî, íåïðåðûâíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ

ìíîæåñòâ  èç Ån , r-àëãîðèòì  Øîðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî, äèàãðàììà Âîðîíîãî  —  ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé íå-

ñòðîãî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äèàãðàììà Âîðîíîãî çàäàííîãî êî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà Ì òî÷åê ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) ïðåäñòàâëÿåò òàêîå åå

ðàçáèåíèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ îáëàñòü (ÿ÷åéêà Âîðîíîãî) äàííîãî ðàçáèåíèÿ

îáðàçóåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ áëèæå ê îäíîìó èç ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà Ì ,  ÷åì  ê  ëþáîìó  äðóãîìó  ýëåìåíòó  ýòîãî  ìíîæåñòâà.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì Âî-

ðîíîãî èìåþò ñëîæíîñòü O N N( log ( )) , à íåêîòîðûå èç íèõ äàæå ðàáîòàþò

â ñðåäíåì çà O N( ), âñå îíè âåñüìà òðóäîåìêè. Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî

äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè àëãîðèò-

ìè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè, òàê êàê ïðè çàäàííîì ÷èñëå òî÷åê N êîëè÷åñòâî ýëåìåí-

òîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïèñàíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî, ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî

â  çàâèñèìîñòè  îò  ðàçìåðíîñòè  ïðîñòðàíñòâà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàí åäèíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàììû Âîðî-

íîãî è ðàçëè÷íûõ åå îáîáùåíèé, îñíîâàííûé íà ôîðìóëèðîâêå íåïðåðûâíûõ çà-

äà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà

ïîäìíîæåñòâà ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, îáåñïå÷èâàþùèì ñîîòâåòñòâóþùèé âèä äè-

àãðàììû Âîðîíîãî, è ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè-

÷åñêîãî àïïàðàòà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Â îñíîâå ýòîãî àïïàðàòà ëåæèò ñëåäóþ-

ùàÿ îáùàÿ èäåÿ. Èñõîäíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, ìàòåìàòè-

÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííûå êàê áåñêîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ñâîäÿòñÿ

ïîñðåäñòâîì ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà ê âñïîìîãàòåëüíûì êîíå÷íîìåðíûì íåãëàä-

êèì çàäà÷àì ìàêñèìèçàöèè ëèáî ê íåãëàäêèì çàäà÷àì ìàêñèìèíà, äëÿ ÷èñëåííî-
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ãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåííûå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû íåäèôôå-

ðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìà

Øîðà. Îñîáåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíûõ

áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè â ÿâíîì

âèäå, ïðè÷åì â àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ìîãóò âõîäèòü ïàðàìåòðû, ïðåäñòàâëÿå-

ìûå êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îïèñàííûõ ðàíåå âñïîìîãàòåëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ

çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ íåãëàäêèìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ  ÏÐÈËÎÆÅÍÈß  ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ  ÂÎÐÎÍÎÃÎ

Íàçâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñâÿçàíî ñ èìåíåì Ãåîð-

ãèÿ Âîðîíîãî [1]. Îíà òàêæå èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ïîëèãîíîâ Òèññåíà [2]

èëè äâóõìåðíûõ ñîò Äèðèõëå [3]. Äèàãðàììû Âîðîíîãî â äâóõ- è òðåõìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíûõ íàóê: êðèñòàë-

ëîãðàôèè, ôèçèêå, àñòðîíîìèè, õèìèè, ìèêðîáèîëîãèè, êîìïüþòåðíîé ãðàôè-

êå, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ,

îôòàëüìîëîãèè. Â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä òàêèå ñòðóêòóðû òàêæå èç-

âåñòíû êàê áëîêè Âèãíåðà–Çåéòöà [4]. Äëÿ îáùèõ ðåøåòîê â ãðóïïàõ Ëè êëåò-

êè íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûìè îáëàñòÿìè [5], à â ñëó÷àå îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ — ìåòðè÷åñêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè. Ñóùåñò-

âóþò òàêæå è äðóãèå íàçâàíèÿ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû (èëè êîíêðåò-

íûõ âàæíûõ åå ïðèëîæåíèé): ìíîãîãðàííèêè è ïîëèãîíû Âîðîíîãî, äîìåíû

âëèÿíèÿ, ðàçëîæåíèÿ è ìîçàèêè Âîðîíîãî, òåññåëÿöèè Äèðèõëå, ðàçáèåíèÿ Âî-

ðîíîãî–Äèðèõëå  èëè  Äèðèõëå–Âîðîíîãî.

Ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Âîðîíîãî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâ-

íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [6–8], à èìåííî

çàäà÷ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî åâêëèäîâà äåðåâà; áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìíîæåñòâà Ì

òî÷åê ïëîñêîñòè; ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèè; ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè

ìíîæåñòâà èç N òî÷åê; êðóãà íàèáîëüøåãî ðàäèóñà, íå ñîäåðæàùåãî çàäàííûõ

òî÷åê, öåíòð êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò èõ âûïóêëîé îáîëî÷êå; k áëèæàéøèõ òî÷åê

èç ÷èñëà çàäàííûõ; êðóãà ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùåãî çàäàííûå N òî-

÷åê. Äèàãðàììû Âîðîíîãî ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùå-

íèÿ ïðåäïðèÿòèé â çàäàííîì ðàéîíå, îöåíêè èíòåãðàëîâ îò ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

íà çàäàííîì ìíîæåñòâå, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû óïàêîâêè øàðîâ â òðåõìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äèàãðàììû Âîðîíîãî ïîëîæåíû â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ

òåîðèè ïîëèýäðîâ è êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Âî-

ðîíîãî ïðè èçó÷åíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ìîëåêóëÿðíûõ

è èîííûõ ñîåäèíåíèé. Ïî âèäó äèàãðàììû Âîðîíîãî ñóäÿò î òåðìîäèíàìè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñîåäèíåíèé, îá èõ óñòîé÷èâîñòè, ôîðìå ýêâèïîòåíöèàëü-

íûõ ïîâåðõíîñòåé è îáëàñòåé «âëèÿíèÿ» èîíîâ. Â àðõåîëîãèè ìíîãîóãîëüíèêè

Âîðîíîãî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàíåñåíèÿ íà êàðòó àðåàëà ïðèìåíåíèÿ îðóäèé òðóäà

â äðåâíèõ êóëüòóðàõ è äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ñîïåðíè÷àþùèõ öåíòðîâ òîðãîâëè.

Èñïîëüçîâàíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî, îòðàæàþùåé êàðòó îáèòàíèÿ æèâîòíûõ è

ðàñïðåäåëåíèÿ æèçíåííî âàæíûõ ðåñóðñîâ, ïîìîãàåò èññëåäîâàòü ýôôåêò

ïåðåíàñåëåííîñòè.

Äèàãðàììû  Âîðîíîãî  èñïîëüçóþòñÿ:

— ïðè îòûñêàíèè îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è óçëîâ êâàäðàòóðíûõ ôîð-

ìóë  [9,  10];

— ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà øàðàìè ðàâíîãî

ðàäèóñà  [9,  11,  12];

— äëÿ çàäà÷ íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà åäèíè÷-

íûìè  øàðàìè  [9,  13];
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— ïðè ðàçìåùåíèè ñåíñîðíûõ äàò÷èêîâ íà áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïà-

ðàòàõ, âûïîëíÿþùèõ ïîëåòû íà ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ è íàáëþäåíèÿ çà áîëüøèìè

ïëîñêèìè  ãåîãðàôè÷åñêèìè  ðåãèîíàìè;

—  â  çàäà÷àõ  ðàçìåùåíèÿ  áàçîâûõ  ñòàíöèé  ñîòîâîé  ñåòè;

—  äëÿ  çàäà÷  îïòèìèçàöèè  ðàçìåùåíèÿ  ýëåêòðîñòàíöèé  [14].

Â ðàáîòå [15] ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü äèàãðàììû Âîðîíîãî â ãåîãðàôè÷åñêèõ

èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ. Ïîëèãîíû Òèññåíà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ

öèôðîâûõ ìîäåëåé ðåëüåôà. Ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð íàëè÷èÿ äèíàìèêè â äèàãðàììàõ

Âîðîíîãî îïèñàí â [16], ãäå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè äàííûõ Âîðîíîãî

ïåðñïåêòèâíû äëÿ ðàçðàáîòêè áóäóùèõ ãåîãðàôè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì.

Äèàãðàììû Âîðîíîãî ïðèìåíÿþòñÿ è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíî ñâîáîä-

íîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ êàêîé-ëèáî ñëóæ-

áû èëè ïðåäïðèÿòèÿ, êîãäà íóæíî âûáðàòü ðàñïîëîæåíèå îáúåêòà òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îí áûë ìàêñèìàëüíî óäàëåí îò äðóãèõ çàäàííûõ îáúåêòîâ. Ðàçìåùàåìûé

îáúåêò ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ëèáî èñòî÷íèêîì çàãðÿçíåíèÿ (àòîìíàÿ ýëåêòðîñòàíöèÿ,

ñêëàä îðãàíè÷åñêèõ (òîêñè÷íûõ) îòõîäîâ) è òîãäà åãî ñëåäóåò ðàñïîëàãàòü òàê,

÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îïàñíîñòü òàêîãî ñîñåäñòâà, ëèáî íîâûì ïðåäïðèÿòèåì,

è ïîýòîìó æåëàòåëüíî èçáåãàòü êîíêóðåíöèè çà îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîöèîëîãèè è ïîëè-

òîëîãèè. Â ôîðìàëèçîâàííûõ ìîäåëÿõ n-ìåðíîå ïîëèòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-

áèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè — ýëåêòîðàòû ðàçëè÷íûõ ïàðòèé. Ãåî-

ìåòðè÷åñêè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèýäðû Äèðèõëå–Âîðîíîãî: ñîâîêóïíîñ-

òè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ áëèæå ê òî÷êå ïëàòôîðìû äàííîé

ïàðòèè, ÷åì ê ëþáîé äðóãîé ïëàòôîðìå, è îòäåëåííûõ îò ñîñåäíåé ñîâîêóïíîñòè

òî÷åê ( )n -1 -ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. Â [17] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþ-

òåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ìîäåëÿõ ñ äâóìÿ òèïàìè àãåíòîâ: èçáèðàòåëÿìè è ïàð-

òèÿìè, ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè îðãàíèçàöèè è ëèêâèäàöèè ïîñëåäíèõ. Çäåñü òàêæå

îïèñàíî ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Âîðîíîãî è èõ âàðèàöèé ê ïðîáëåìå «íàðåçêè»

èçáèðàòåëüíûõ îêðóãîâ â ÑØÀ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç îáîáùåíèé ñòðóêòóðû ðàñ-

ñìîòðåíà äèàãðàììà â ñòèëå Âîðîíîãî (Voronoiesque Diagram) — èçìåíåíèå

äèàãðàììû  Âîðîíîãî  íà  îñíîâå  ðàâíûõ  ìàññ  ðåãèîíîâ.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçáèåíèé Äèðèõëå–Âîðîíîãî.

Â ðàáîòàõ [18, 19] ïðèâåäåíû îáçîðû ïðèëîæåíèé äèàãðàìì Âîðîíîãî â ðàçëè÷-

íûõ îáëàñòÿõ, à â [20] îïèñàíû ïîñëåäíèå òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ïðèëîæåíèÿ

ñ ìíîæåñòâîì ññûëîê íà ëèòåðàòóðó ïî âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Êðîìå ïî-

ëåçíîñòè äèàãðàìì Âîðîíîãî, â ïîñëåäíåå âðåìÿ êðàñîòó è ãàðìîíèþ èõ ãåîìåò-

ðèè  âñå  ÷àùå  çàìå÷àþò  àðõèòåêòîðû  è  äèçàéíåðû.

Äàëåå ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî è åå îáîáùåíèé.

Ïðåäñòàâèì åäèíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ òèïîâ äèàãðàìì Âîðîíîãî,

îñíîâàííûé íà ôîðìóëèðîâàíèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ

ìíîæåñòâ èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ïîäìíîæåñòâà ñ êðèòåðèåì

êà÷åñòâà, îáåñïå÷èâàþùèì ñîîòâåòñòâóþùèé âèä äèàãðàììû Âîðîíîãî, è ïðè-

ìåíåíèè ðàçðàáîòàííîãî â [18, 21] ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî

àïïàðàòà  ðåøåíèÿ  òàêèõ  çàäà÷.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ  ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ  ÂÎÐÎÍÎÃÎ  È  ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ  ÅÅ  ÎÁÎÁÙÅÍÈÉ

Ñòàíäàðòíîé (êëàññè÷åñêîé) äèàãðàììîé Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ì

òî÷åê t t1, ... , N â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E nn ( )³ 1 íàçûâàåòñÿ ñî-

âîêóïíîñòü  ìíîãîãðàííèêîâ  Âîðîíîãî Vor i Ni( ), , ,t =1 K ,  èñõîäíûõ  òî÷åê:

Vor x E r x r x j i j Ni n i j( ) : ( , ) ( , ), , , ,t t t= Î £ ¹ ={ }1 K .
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Çäåñü r x y( , ) —  îäíà  èç  ñëåäóþùèõ  ìåòðèê:

—  åâêëèäîâà r x x xi i
j

i
j

j

n

( , ) | | || ( )t t t= - = -
=
å2

2

1

;

—  ìàíõýòòåíñêàÿ r x x xi i
j

i
j

j

n

( , ) | | | | | |t t t= - = -
=
å1

1

;

—  ×åáûøåâà r x x xi i
j n

j
i
j( , ) | | | | max | |

, ... ,
t t t= - = -

=
0

1
{ } .

Äðóãèìè ñëîâàìè, äèàãðàììîé Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ì íàçûâàåò-

ñÿ  ìíîæåñòâî Vor M Vor

i M
i( ) ( )=

Î
U

t

t ,  ïðè÷åì mes Vor Vori j( ( ) ( ))t tÇ = 0 .

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé åâêëèäîâîé

ìåòðèêè.

Ìíîãîãðàííèêè Âîðîíîãî ôîðìèðóþò íîðìàëüíîå çàïîëíåíèå En (ò.å. çà-

ïîëíÿþò åãî ïîëíîñòüþ, áåç íàëîæåíèé è ïðèìûêàþò îäèí ê äðóãîìó öåëûìè

ãðàíÿìè), îáðàçîâàíû ïåðåñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, âûïóê-

ëû è ìîãóò áûòü íåîãðàíè÷åííûìè. Ðàçáèåíèå En íà ìíîãîãðàííèêè Âîðîíîãî

çàäàííîãî  ìíîæåñòâà  òî÷åê  îäíîçíà÷íî.

Ïðè îïðåäåëåíèè ñòðóêòóðû äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùåé ýôôåêòèâíîå ðåøå-

íèå çàäà÷è ïîèñêà k áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ìîæåò âîçíèêíóòü æåëàíèå îïðåäåëèòü

îáëàñòè, ñîäåðæàùèå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå áëèæå ê íåêîòîðîìó çàäàííîìó ïîä-

ìíîæåñòâó èç k ýëåìåíòîâ çàäàííîãî ìíîæåñòâà M , ÷åì ê ëþáîìó äðóãîìó ïîä-

ìíîæåñòâó ñ òàêèì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Åñëè ïîëîæèòü k M= -| | 1, òî ïîëó-

÷èòñÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî äàëüíåé òî÷êè (Furthest Point Voronoi Diagram). Ðàç-

ðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ äèàãðàìì è âîïðîñû èõ ïðàêòè÷åñêîãî

ïðèìåíåíèÿ  îïèñàíû  â  [8,  20,  22].

Îäíèì èç íàãëÿäíûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ âû-

ðàùèâàíèå êðèñòàëëîâ. Åñëè êðèñòàëëû íà÷èíàþò ðàñòè â îäíî è òî æå âðåìÿ

è ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, òî ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåííîå ÷èñëî ðàñòóùèõ êðóãîâ,

êîòîðûå, âñòðå÷àÿñü, îáðàçóþò ïðÿìûå. Â ðåçóëüòàòå âñÿ ïëîñêîñòü çàïîëíÿåòñÿ,

ïðè ýòîì êàæäûé êðèñòàëë òî÷íî çàíèìàåò ñâîþ îáëàñòü Âîðîíîãî. Â äåéñòâè-

òåëüíîñòè êðèñòàëëû íà÷èíàþò ðàñòè â ðàçíîå âðåìÿ, è ïðè ýòîì, äàæå åñëè îíè

ðàñòóò ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, ãðàíèöû ìåæäó íèìè óæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåãìåíòû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé àääè-

òèâíî âçâåøåííîé äèàãðàììå Âîðîíîãî (Additively Weighted Voronoi

Diagram) [20]. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî, íî êàæäàÿ

òî÷êà â íåé èìååò ñâîé âåñ wi , êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ê ôóíêöèè, çàäàþùåé ðàñ-

ñòîÿíèå,  ïðè  èçìåðåíèè  ïîñëåäíåãî:

AWVor x E r x w r x w j ii n i i j j( ) : ( , ) ( , )t t t= Î - £ - " ¹{ } , i N=1, ,K .

Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ôàêòîâ èñïîëüçîâàíèÿ àääèòèâíî âçâåøåí-

íîé äèàãðàììû Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ åå ïðèìåíåíèå â àíèìàöèè. Íàïðèìåð, â ðàáî-

òå [23] îïèñàíî ïðèìåíåíèå òàêèõ äèàãðàìì â êà÷åñòâå äèàãðàìì äåôîðìàöèè

äëÿ  êîððåêöèè  èñêàæåííûõ  èçîáðàæåíèé  â  ýëåêòðîííîé  àíèìàöèè  ECTS.

Ñëó÷àé, êîãäà âñå êðèñòàëëû íà÷èíàþò ðàñòè îäíîâðåìåííî, íî ñ ðàçíîé

ñêîðîñòüþ, ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé ìóëüòèïëèêàòèâíî âçâåøåííîé äèàã-

ðàììå Âîðîíîãî (Multiplicatively Weighted Voronoi Diagram) [23, 24]. Ïðèâåäåì

åå  îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü t t1, ,K N — òî÷êè â E nn ( )³ 1 , êîòîðûì ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå

ïîëîæèòåëüíûå  ÷èñëà  (âåñà) w wN1 0, ... , > .
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Âçâåøåííîé (ìóëüòèêàòèâíî âçâåøåííîé) îáëàñòüþ (ÿ÷åéêîé) Âîðîíîãî

òî÷êè t i íàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå îò êî-

òîðûõ äî òî÷êè t i íå ïðåâûøàåò âçâåøåííîãî ðàññòîÿíèÿ äî ëþáîé äðóãîé

èñõîäíîé  òî÷êè:

MWVor x E r x w r x w j i j Ni n i i j j( ) : ( , ) / ( , ) / , , ,t t t= Î £ " ¹ ={ }1 K , , ,i N=1 K .

Îáëàñòè MWVor i( )t , i N=1, ,K , îáðàçóþò âçâåøåííóþ (ìóëüòèêàòèâíî

âçâåøåííóþ)  äèàãðàììó  Âîðîíîãî  òî÷åê t t1, ... , N .

Ñóùåñòâóåò òàêæå îáîáùåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíè-

ÿìè êîìïëåêñû ÿ÷ååê Äèðèõëå, äèàãðàììà Ïàóýðà èëè äèàãðàììà Ëàãåððà (Power

Voronoi Diagram). Ïóñòü M — ìíîæåñòâî èç N òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå En . Ñ êàæ-

äîé òî÷êîé t i ìíîæåñòâà M ñâÿçàíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî wi . Äëÿ êàæäîé òî÷êè

t i MÎ îïðåäåëèì  ìíîæåñòâî

GVor M x E r x w r x w j i j Ni n i i j j( ) : ( , ) ( , ) , , ,= Î - £ - " ¹ ={ 2 2 1t t K },

, , ,i N= 1 K

íàçûâàåìîå îáîáùåííîé îáëàñòüþ Âîðîíîãî (General Voronoi Diagram) òî÷êè

t i (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M ). Äèàãðàììîé Ïàóýðà (Power Voronoi Diagram)

ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ  ìíîæåñòâî  âèäà GVor M GVor

i M
i( ) ( )=

Î
U

t

t .

Äèàãðàììû Âîðîíîãî äëÿ N òî÷åê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóþò

O N n( )[ / ]2 ìåñòà äëÿ õðàíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòî íåâîçìîæíî õðàíèòü äèàã-

ðàììû Âîðîíîãî äëÿ n > 2. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû èñïîëüçóþò  ïðèáëèæåííûå

(íå÷åòêèå) äèàãðàììû Âîðîíîãî [25], ãäå êëåòêè Âîðîíîãî èìåþò íå÷åòêèå ãðà-

íèöû. Ïðèáëèæåííûå äèàãðàììû Âîðîíîãî ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà

ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M èìååò íå÷åòêèå êîîðäèíàòû èëè âåñà ôóíêöèé äâóõ

òî÷åê,  îïðåäåëÿþùèõ  ÿ÷åéêè  Âîðîíîãî,  çàäàíû  íå÷åòêî.

Â ðàáîòå [26] èññëåäîâàíû äèàãðàììû Âîðîíîãî ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîù-

íîñòè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì ìîùíîñòüþ òî÷êè-ãåíåðàòîðà t i ìíîæåñòâà

M Ì W , W Ì En , ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííàÿ ïëîùàäü ÿ÷åéêè Âîðîíîãî, îïðåäåëÿåìàÿ

ôîðìóëîé

| ( ) | ( )

( )

Vor x dxi

x Vor i

t r
t

=
Î

ò ,

ãäå r( )x > 0, x ÎW ,  —  çàäàííàÿ  ôóíêöèÿ  ïëîòíîñòè.

Äèàãðàììîé Âîðîíîãî ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè | ( ) |Vor it òî÷åê

t i i N, , ,=1 K , íàçûâàþò äèàãðàììó Âîðîíîãî íà ìíîæåñòâå W , â êîòîðîé êàæ-

äàÿ òî÷êà t i MÎ èìååò ñâîþ ìîùíîñòü b Si Î èëè, ÷òî àíàëîãè÷íî, äèàãðàììó,

óäîâëåòâîðÿþùóþ  óñëîâèþ

x Vor

i

i

x dx b i N

Î
ò = =

( )

( ) , , ,

t

r 1 K ,

ïðè÷åì b bN1, ... , — çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåò-

ñÿ  óñëîâèå

S x dx b b S i N

x

i

i

N

i= = < £ =
Î =
ò å

W

r( ) , , , ,

1

0 1 K .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå äèàãðàììû ðàññìàòðèâàëèñü â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå

çàäîëãî äî îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû [26]. Òàê, â ðàáîòàõ [21, 27] ïðåäñòàâëåíû íå-

ïðåðûâíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ (ÎÐÌ) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâ, ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ âêëþ÷àþò ñ òî÷-
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íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ïðèâåäåííûå ðàíåå óñëîâèÿ äëÿ âçâåøåííûõ ïëîùàäåé

ÿ÷ååê Âîðîíîãî. Îïòèìàëüíûìè ðàçáèåíèÿìè â òàêèõ çàäà÷àõ è åñòü òàê íàçûâàå-

ìûå äèàãðàììû Âîðîíîãî ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ.

Îáîáùåíèåì òàêæå ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå äèàãðàììû Âîðîíîãî [28–30].

Òàê, íàïðèìåð, â [28] çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìàëûì ñàìîëåòîì ïðè íàëè÷èè âåòðîâ

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî

(ZVD-çàäà÷à). Óçëû äèàãðàììû (ãåíåðàòîðû) íå ôèêñèðîâàíû, à ÿâëÿþòñÿ ïîä-

âèæíûìè öåëÿìè, êîòîðûå íåîáõîäèìî äîñòè÷ü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Ýòà çàäà-

÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à íàâèãàöèè Öåðìåëî. Èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ äèàã-

ðàìì Âîðîíîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîîðäèíàöèè â îáëàñòè ðîáîòîòåõíèêè, êîíò-

ðîëÿ  è  áèîëîãèè  îïèñàíî  â  [31,  32].

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷êè-ãåíåðàòîðû äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ (âûáèðàòüñÿ)

â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå W Ì En , ìîæíî ââåñòè åùå îäèí âàðèàíò äèàãðàììû

Âîðîíîãî, à èìåííî äèàãðàììó Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, îïòèìàëüíî

ðàçìåùåííûõ  â  îãðàíè÷åííîì  ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äèàãðàììîé Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ

t i i N, , ,=1 K , îïòèìàëüíî ðàçìåùåííûõ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå W , áóäåì

íàçûâàòü òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà W íà N ïîäìíîæåñòâ, ïðè êîòîðîì ñóììàð-

íîå âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷åê ìíîæåñòâà W äî ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê-ãå-

íåðàòîðîâ  íàèìåíüøåå,  ò.å.  ôóíêöèîíàë

F r x w a x dxN

Vor

i i i

i

N

i

( , ... , ) ( ( , ) / ) ( )

( )

{ }t t t r
t

1

1

= +òå
=

ïðèíèìàåò  ìèíèìàëüíîå  çíà÷åíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a a N1, ... , , w wN1, ... , , âèä ôóíê-

öèé r x i( , )t è r( )x â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèîíàëà F N( , ... , ){ }t t1 , ìîæíî ïîëó-

÷èòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äèàãðàììû Âîðîíîãî ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåùåíèåì òî-

÷åê-ãåíåðàòîðîâ  (àääèòèâíî-,  ìóëüòèïëèêàòèâíî  âçâåøåííûå  è  äð.)

Ðàññìîòðèì åäèíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàììû Âîðîíîãî è ðàçëè÷íûõ

åå îáîáùåíèé, îñíîâàííûé íà àïïàðàòå òåîðèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ÎÐÌ [18, 21].

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÅ  ÇÀÄÀ×È  ÎÐÌ n-ÌÅÐÍÎÃÎ  ÅÂÊËÈÄÎÂÀ  ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ån

ÍÀ  ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Ñôîðìóëèðóåì íåïðåðûâíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó ÎÐÌ n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà Ån íà ïîäìíîæåñòâà ñ îãðàíè÷åíèÿìè è íåèçâåñòíûìè çàðàíåå êî-

îðäèíàòàìè íåêîòîðûõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà, òî÷åê, íàçû-

âàåìûõ  «öåíòðàìè»  ïîäìíîæåñòâ  [21].

Ïóñòü W — îãðàíè÷åííîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â n-ìåðíîì åâê-

ëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En . Ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ

W W1, ... , N ìíîæåñòâà W Ì En áóäåì íàçûâàòü âîçìîæíûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñ-

òâà W íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N , åñëè

i

N

i

=

=
1

U W W ,

mes i j( )W WÇ = 0 , i j i j N¹ =, , , ,1 K , ãäå mes ( )× — ìåðà Ëåáåãà. Îáîçíà÷èì SW
N

êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà W íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-

æåñòâà W W1, ... , N ,  ò.å.

S W W W W W WW
N

N

i

N

i i jmes i j i j= = Ç = ¹ =
=

( , ... , ) : , ( ) , , , ,1

1

0 1U K , N
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
.
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Ââåäåì  ôóíêöèîíàë

F c x a x dN N i i

i

N

i

( , ... , , ) ( ( , ) ) ( ){ } { }W W
W

1 1

1

t t t r, , = +òå
=

K x .

Íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷åé ÎÐÌ W èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå) ïðè îãðàíè÷åíè-
ÿõ â ôîðìå ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ îòûñêàíèåì êîîðäèíàò öåíòðîâ t t1, ,K N
ýòèõ  ïîäìíîæåñòâ  ñîîòâåòñòâåííî  íàçûâàåòñÿ  ñëåäóþùàÿ  çàäà÷à.

Çàäà÷à À. Íàéòè min ( , ... , , , ... ,
,... , , ,... ,{ } { }

{ } {
W W

W W
1 1

1 1
N N

F N N
t t

t t }) ïðè óñëî-

âèÿõ
r( ) , , ,x dx b i p

i

i

W
ò = =1 K , r( ) , , ,x dx b i p N

i

i

W
ò £ = + ¼1 ,

{ }W W S WW1 1, ... , , ( , ... , )N
N

N
NÎ = Ît t t ,

ãäå x x x n= Î( , ... , )( ) ( )1 W ; t t ti i i
n= , , Î( )( ) ( )1 K W ; ôóíêöèè c x i( , )t — îãðàíè-

÷åííûå, îïðåäåëåííûå íà W W´ , èçìåðèìûå ïî àðãóìåíòó õ ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì t t ti i i
n= ( , ... , )( ) ( )1 èç W äëÿ âñåõ i N= ¼1, , ; êîîðäèíàòû t ti i

n( ) ( ), ... ,1

öåíòðà t i , i N= ¼1, , , çàðàíåå íåèçâåñòíû; r( )x — îãðàíè÷åííàÿ, èçìåðèìàÿ,

íåîòðèöàòåëüíàÿ íà W ôóíêöèÿ; a a N1, ... , , b bN1, ... , — çàäàííûå íåîòðèöà-

òåëüíûå  ÷èñëà,  ïðè÷åì

S x dx bi

i

N

= £ò å
=

r( )

W 1

, 0 1£ £ =b S i Ni , , ,K .

Çäåñü è äàëåå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ìåðà  ìíîæåñòâà  ãðàíè÷íûõ  òî÷åê W i , i N= ¼1, , ,  ðàâíà  íóëþ.

Ðàçáèåíèå { }W W
* *

, ... ,1 N ,

ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è À,
íàçîâåì  îïòèìàëüíûì.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ðàç-

áèåíèå ìíîæåñòâà W Ì Å2 íà

òðè ïîäìíîæåñòâà: W W W1 2 3, , ,

ñ öåíòðàìè t t t1 2 3, , ýòèõ ïîä-

ìíîæåñòâ  ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

ôóíêöèè  ïîäìíîæåñòâ W i :

l i
i

i

x
x

x i N
( )

, ,

, \ , , , ,
=

Î

Î =

ì
í
î

1

0 1

W

W W K

è  ïåðåïèøåì  çàäà÷ó À â  ñëåäóþùåì  âèäå.

Çàäà÷à  Â. Íàéòè min ( ( ), )
( ( ), )l t

l t
× Î ´

×
G W2

N
I ,

G G2 1=
ì
í
î

Îl l( ) : ( )x x ïî÷òè  âñþäó  (ï.â.)  äëÿ x ÎW ;

r l( ) ( ) , , ,x x dx b i pi i

W
ò = =1 K , r l( ) ( ) , , ,x x dx b i p Ni i

W
ò £ = +

ü
ý
þ

1 K ;

G1 1 0 1=
ì
í
î

= = Úl l l l( ) ( ( ), ... , ( )) : ( )x x x xN i ï.â.  äëÿ x i NÎ =W, , ,1 K ,

l i

i

N

x

=
å =

1

1( ) ï.â.  äëÿ x Î
ü
ý
þ

W ; t t t= Î ´ ´ =( , ... , )1 N

N

NW W WK
1 24 34

.
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Ðèñ.  1

x x x= ( , )( ) ( )1 2

W1

W3

W2

t t t1 1
1

1
2= ( , )

( ) ( )

t t t3 3
1

3
2= ( , )

( ) ( )

t t t2 2
1

2
2= ( , )

( ) ( )



Çäåñü I c x a x x dxi i i

i

N

( ( ), ) ( ( , ) ) ( ) ( )l t t r l× = +
=
åò

1W

.

Êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [21], äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà t ÎW N

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî r( )x ³ 0 ï.â. äëÿ x ÎW ) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîçìîæíîå ðàçáèåíèå ( , ... , , , )
* * *

W W W SW1 i N
NK Î

ìíîæåñòâà W ÿâëÿëîñü îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è À, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñó-

ùåñòâîâàíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò y y y y1 1, ... , , , ... ,p p N+ (ñðåäè êîòîðûõ

y yp N+1, ... , íåîòðèöàòåëüíû)  òàêèõ,  ÷òî

c x a c x ai i i j j j( , ) ( , )t y t y+ + £ + + , i j¹ , ï.â.  äëÿ x i j NiÎ =W
*

, , , , .1 K (1)

Ñëåäñòâèå 1. Â òî÷êàõ õ, ïðèíàäëåæàùèõ îïòèìàëüíîé ãðàíèöå ïîäìíî-

æåñòâ W
*i è W

* j ,  â  íåðàâåíñòâå  (1)  äîñòèãàåòñÿ  çíàê  ðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 2. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Â èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ

i N=1, ,K è  ïî÷òè  âñåõ x ÎW :

l

t y t y

*

*
*

*
*

( )

, ( , ) ( , ) ,

,i

i i i j j j

x

c x a c x a

i j=

+ + £ + +

¹

1 åñëè

ï.â. äëÿ

â îñòàëüíûõ

x j N x iÎ = Î

ì

í
ï

î
ï

W W, , , , ,
*

1

0

K

â  êà÷åñòâå t t
* *

, ... ,1 N , y y1
* *, ... , N âûáèðàåòñÿ  îïòèìàëüíîå  ðåøåíèå  çàäà÷è

G G
N

( ) min ( , )y t y
t

= =
ÎW

1

=
ì
í
î

+ + -
Î =òmin min [ ( , ) ] ( )

, ,t
t y r y

W W
N i N

i i i i i

i

c x a x dx b
1 K =

å ü
ý
þ

®
1

N

max (2)

ïðè  óñëîâèÿõ

y i i p N³ = +0 1, , ,K , (3)

ãäå

G c x a x dx b
i N

i i i i i

i

1
1

( , ) min [ ( , ) ] ( )
,...,

t y t y r y= + + -
= =

ò
W 1

N

å . (4)

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è (2), (3) ñ íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-

öèåé (4) ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ïñåâäîãðàäèåíòîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà

â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãðàäèåíòîâ, áëèçêèé ê r-àëãî-

ðèòìó  Øîðà  [33–36].

Äàëåå ïðèâåäåì òðè ÷àñòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è À è èõ ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ. Âñå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ

â ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÎÐÌ, êîòîðûå áóäóò ïðèâåäåíû äàëåå, àíàëîãè÷íû çàäà÷å À.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó ÎÐÌ W èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå) áåç îãðàíè÷åíèé

ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ t t1, ... , N ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Çàäà÷à  À1. Íàéòè

min ( , ... , )
,... ,{ }

{ }
W W SW

W W
1

1
N

N
F N

Î
,

ãäå F c x a x dxN i i

i

N

i

( ,... , ) ( ( , ) ) ( ){ }W W
W

1

1

= +òå
=

t r ; x x x n= Î( ,... , )( ) ( )1 W ; t t= ( ,...1
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ñëó÷àÿõ,



K , , ... , )t ti N
NÎW ; a a N1, ... , — çàäàííûå ÷èñëà; êîîðäèíàòû t ti i

n( ) ( ), ... ,1

öåíòðà t i , i N=1, , ,K ôèêñèðîâàíû.

Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è À1, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è À,

èìåþò  ìåñòî  àíàëîãè  òåîðåì  1  è  2.

Àíàëîã òåîðåìû 1 äëÿ çàäà÷è À1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîçìîæíîå ðàçáèåíèå

( , ... , , ... , )
* * *

W W W SW1 i N
NÎ ìíîæåñòâà W äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ÎW

ÿâëÿëîñü  îïòèìàëüíûì  äëÿ  çàäà÷è À1,  íåîáõîäèìî  è  äîñòàòî÷íî,  ÷òîáû

c x a c x ai i j j( , ) ( , )t t+ £ + , i j¹ , ï.â.  äëÿ x i j NiÎ =W
*

, , , ...,1 .

Àíàëîã òåîðåìû 2 äëÿ çàäà÷è À1. Êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé âåê-

òîð-ôóíêöèè l l l l* * * *( ) ( ( ), ... , ( ), , ( ))x x x xi N= 1 K , ñîîòâåòñòâóþùåé îïòè-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ ( , ... , , ... , )* * *W W W1 i N çàäà÷è À1 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàí-

íîãî t ÎW è  ïî÷òè  âñåõ x ÎW ,  èìåþò  âèä:

l

t t

*

* *

( )

, ( , ) ( , ) ,

,i

i i j j

x

c x a c x a

i j=

+ £ +

¹

1 åñëè

ï.â. äëÿ òîãäàx j N x iÎ = Î

ì

í
ï

î
ï

W W, , , , ,
*

1

0

K

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó ÎÐÌ W èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå) áåç îãðàíè÷åíèé

ñ  ðàçìåùåíèåì  öåíòðîâ t t1, ... , N ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à À2. Íàéòè

min ( , ... , , , ... ,
,... , , ,... ,{ } { }

{ } {
W W

W W
1 1

1 1
N N

F N N
t t

t t }),

{ }W W S WW1 1, ... , , ( , ... , )N
N

N
NÎ = Ît t t ,

ãäå

F c x a xN N i i

i

N

i

( , ... , , , ... , ) ( ( , ) ) ({ } { }W W
W

1 1

1

t t t r= +òå
=

)dx ,

x x x n= Î( , ... , )( ) ( )1 W ; t t ti i i
n= , , Î( )( ) ( )1 K W ;

êîîðäèíàòû t ti i
n( ) ( ), ... ,1 öåíòðà t i , i N=1, ,K , çàðàíåå íåèçâåñòíû (ïîäëåæàò

îïðåäåëåíèþ).

Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è À2, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è À,

èìåþò  ìåñòî  àíàëîãè  òåîðåì  1  è  2.

Àíàëîã òåîðåìû 1 äëÿ çàäà÷è À2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîçìîæíîå ðàçáèåíèå

( , ... , , ... , )
* * *

W W W SW1 i N
NÎ ìíîæåñòâà W äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ÎW

ÿâëÿëîñü  îïòèìàëüíûì  äëÿ  çàäà÷è À2,  íåîáõîäèìî  è  äîñòàòî÷íî,  ÷òîáû

c x a c x ai i j j( , ) ( , )t t+ £ + , i j¹ ,  ï.â.  äëÿ x i j NiÎ =W
*

, , , ,1 K .

Àíàëîã òåîðåìû 2 äëÿ çàäà÷è À2. Êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé âåê-

òîð-ôóíêöèè l l l l* * * *( ) ( ( ), ... , ( ), ... , ( ))x x x xi N= 1 , ñîîòâåòñòâóþùåé îïòè-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ ( , ... , , ... , )
* * *

W W W1 i N çàäà÷è À2 äëÿ i N=1, ,K è ïî÷òè

âñåõ x ÎW ,  èìåþò  âèä:

l

t t

*

* *

( )

, ( , ) ( , ) ,

,i

i i j j

x

c x a c x a

i j x=

+ £ +

¹ Î

1 åñëè

ï.â. äëÿ W W, , ... , , ,
*

j N x i= Î

ì

í
ï

î
ï

1

0

òîãäà
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â  îñòàëüíûõ  ñëó÷àÿõ, i N=1, , .K

â  îñòàëüíûõ  ñëó÷àÿõ,



â  êà÷åñòâå t t
* *

, ... ,1 N âûáèðàåòñÿ  îïòèìàëüíîå  ðåøåíèå  çàäà÷è

G c x a x dx
i N

i i( ) min [ ( , ) ] ( ) min
, ,

t t r= + ®
=ò

1 K
W

, t ÎW N .

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó ÎÐÌ W èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå) ïðè îãðàíè÷åíè-

ÿõ â ôîðìå ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ t t1, ... , N

ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à  À3. Íàéòè

min ( , ... , ), , ... ,
,... ,{ }

{ } { }
W W WW W W W S

1

1 1
N

F N N
NÎ ,

ïðè  óñëîâèÿõ

r( ) , , ,x dx b i p

i

i

W
ò = =1 K , r( ) , , ,x dx b i p N

i

i

W
ò £ = + ¼1 ,

ãäå

F c x a xN N i i

i

N

i

( , ... , , , ... , ) ( ( , ) ) ({ } { }W W
W

1 1

1

t t t r= +òå
=

)dx ,

x x x n= Î( , ..., )( ) ( )1 W ; t t ti i i
n= , , Î( )( ) ( )1 K W ;

êîîðäèíàòû t ti i
n( ) ( )1 , ,K öåíòðà t i , i N= ¼1, , , ôèêñèðîâàíû; a a N1, ... , ,

b bN1, ... , —  çàäàííûå  íåîòðèöàòåëüíûå  ÷èñëà,  ïðè÷åì

S x dx b b S i Ni i

i

N

= £ £ £ =
=
åò r( ) , , , ,0 1

1

K

W

.

Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è À3, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è À,

èìåþò  ìåñòî  àíàëîãè  òåîðåì  1  è  2.

Àíàëîã òåîðåìû 1 äëÿ çàäà÷è À3. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîçìîæíîå ðàçáèåíèå

( , ... , , ... , )* * *W W W SW1 i N
NÎ ìíîæåñòâà W äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ÎW

ÿâëÿëîñü îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è À, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå

äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò y y y y1 1, ... , , , ... ,p p N+ (ñðåäè êîòîðûõ y yp N+1, ... ,

íåîòðèöàòåëüíû)  òàêèõ,  ÷òî

c x a c x ai i i j j j( , ) ( , )t y t y+ + £ + + , i j¹ , ï.â.  äëÿ x i j NiÎ =W
*

, , , ,1 K .

Àíàëîã òåîðåìû 2 äëÿ çàäà÷è À3. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è À3 â òåð-

ìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ ( , ... , , ... , )
* * *

W W W SW1 i N
NÎ

èìååò  ñëåäóþùèé  âèä  äëÿ i N=1, ,K è  ïî÷òè  âñåõ x ÎW :

l

t y t y

*

* *

( )

, ( , ) ( , ) ,

,i

i i i j j j

x

c x a c x a

i j=

+ + £ + +

¹

1 åñëè

ï.â. äëÿ òîãäàx j N x iÎ = Î

ì

í
ï

î
ï

W W, , , , ,
*

1

0

K

â  êà÷åñòâå y y1
* *, ... , N âûáèðàåòñÿ  îïòèìàëüíîå  ðåøåíèå  çàäà÷è

G c x a x dx b
i N

i i i i i

i

N

( ) min [ ( , ) ] ( )
, ... ,

y t y r y= + + -
= =

ò å
1 1W

® max

ïðè  óñëîâèÿõ y i i p N³ = +0 1, , ,K .
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â  îñòàëüíûõ  ñëó÷àÿõ,



Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâèå êîíêðåòíîãî âàðèàíòà äèàãðàììû Âîðîíî-

ãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåïðåðûâíîé çàäà÷è ÎÐÌ, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êî-

òîðîé  ìîæíî  ïîëó÷èòü  ñîîòâåòñòâóþùóþ  äèàãðàììó.

Òàáë. 1 ìîæíî ïðîäîëæèòü, èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû çàäà÷è À è ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì

íîâûå, íå ïðåäñòàâëåííûå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, îáîáùåíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû Âî-

ðîíîãî è ðàçëè÷íûõ åå îáîáùåíèé ïóòåì ôîðìóëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà

ïîäìíîæåñòâà ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, îáåñïå÷èâàþùèì ñîîòâåòñòâóþùèé âèä

äèàãðàììû Âîðîíîãî, à òàêæå äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è àë-

ãîðèòìè÷åñêîãî  àïïàðàòà  ðåøåíèÿ  òàêèõ  çàäà÷,  ðàçðàáîòàííûõ  â  [18,  21].
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Ò à á ë è ö à 1 . Ìîäåëè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ÎÐÌ è äèàãðàììû Âîðîíîãî, ÿâ-

ëÿþùèåñÿ  îïòèìàëüíûì  ðåøåíèåì  ñîîòâåòñâóþùèõ  çàäà÷

Ìîäåëü  íåïðåðûâíîé  çàäà÷è  ÎÐÌ Òèï  äèàãðàììû  Âîðîíîãî

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai = 0, i N= 1,

Ñòàíäàðòíàÿ

Çàäà÷à À1: r( )x x= " Î1 W ,

c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai ¹ 0 , i N= 1,
Àääèòèâíî  âçâåøåííàÿ

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W

c x r x wi i i( , ) ( , ) /t t= , wi >0 , ai = 0 , i N= 1,
Ìóëüòèïëèêàòèâíî  âçâåøåííàÿ

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W

c x r xi i i( , ) ( , )t b t= , b i ia, >0, i N= 1,
Ìóëüòèïëèêàòèâíî  è  àääèòèâíî  âçâåøåííàÿ

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W

c x r xi i( , ) ( , )t t= 2 , a Ai i= 2, i N= 1,

Äèàãðàììà  Ïàóýðà  èëè  Ëàãåððà

(Power  Voronoi  Diagram)  ñ  âåñàìè Ai
2

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= - , ai = 0, i N= 1,

Äàëüíåé  òî÷êè

Çàäà÷à À1: r( )x ïðîèçâîëüíàÿ

c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai i= Const , i N= 1,
Äðóãèå  âçâåøåííûå  äèàãðàììû

Çàäà÷à À1: r( ) ,x x= " Î1 W
c x f xi i i( , ) ( , )t t= , ai = 0 , i N= 1,

Îñíîâàííàÿ  íà  ýôôåêòèâíîñòè

Çàäà÷à À2: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai = 0, i N= 1,

Êîíå÷íîãî  ÷èñëà  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ,  îïòèìàëüíî

ðàçìåùåííûõ  â  îãðàíè÷åííîì  ìíîæåñòâå W

Çàäà÷à À2: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai ¹ 0, i N= 1,

Àääèòèâíî  âçâåøåííàÿ  êîíå÷íîãî  ÷èñëà

òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ,îïòèìàëüíî  ðàçìåùåííûõ

â  îãðàíè÷åííîì  ìíîæåñòâå W

Çàäà÷à À2: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r x wi i i( , ) ( , ) /t t= , wi >0, ai ¹ 0, i N= 1,

Ìóëüòèïëèêàòèâíî  âçâåøåííàÿ  êîíå÷íîãî  ÷èñëà

òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ,  îïòèìàëüíî  ðàçìåùåííûõ

â  îãðàíè÷åííîì  ìíîæåñòâå W

Çàäà÷à À3: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai = 0, i N= 1,

Ñ  îãðàíè÷åíèÿìè  íà  ìîùíîñòè  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ

Çàäà÷à À3: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r xi i( , ) ( , )t t= , ai ¹ 0, i N= 1,

Àääèòèâíî  âçâåøåííàÿ  ñ  îãðàíè÷åíèÿìè

íà  ìîùíîñòè  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ

Çàäà÷à À3: r( ) ,x x= " Î1 W
c x r x wi i i( , ) ( , ) /t t= , wi >0, ai ¹ 0, i N= 1,

Ìóëüòèïëèêàòèâíî  è  àääèòèâíî  âçâåøåííàÿ

ñ  îãðàíè÷åíèÿìè  íà  ìîùíîñòè  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ
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