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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðà-
æåíèåì ñ íàèìåíüøåé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ è óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òàêîãî ïðè-
áëèæåíèÿ. Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì.  Ïðèâåäåí  ÷èñëåííûé  ïðèìåð,  ïîäòâåðæäàþùèé  òåîðåòè÷åñêèå  ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åáûøåâñêîå (ðàâíîìåðíîå) ïðèáëèæåíèå, òî÷êè àëüòåðíàíñà, îòíîñè-
òåëüíàÿ  ïîãðåøíîñòü,  ÿäðî  ïîãðåøíîñòè  ïðèáëèæåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
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îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A c p, , è a i ( , )i n=1 . Ïðèáëèæåíèå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñ-

êèõ çàâèñèìîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 0 è n =1 äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåòðè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê ãåðìàíèåâîãî ñåíñîðà [1], à òàêæå êîíñòàíò ñêîðîñòè õèìè-

÷åñêèõ ðåàêöèé [2]. Âûðàæåíèå (1) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õààðà [3,  4],

ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

òàêèì  âûðàæåíèåì.

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ  ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÃÎ  ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß  ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ
ÂÛÐÀÆÅÍÈÅÌ  Ñ  ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÉ  ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÜÞ

Êëàññ ôóíêöèé f x( ), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÷åáûøåâñêîå ïðèáëèæåíèå âû-

ðàæåíèåì  (1)  ñ  îòíîñèòåëüíîé  ïîãðåøíîñòüþ,  óñòàíàâëèâàåò  òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëè-

æåíèÿ âûðàæåíèåì (1) äëÿ ïîëîæèòåëüíîé è íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [ , ]a b ,

a ³ 0 , ôóíêöèè f x( ) ( ( ) [ , ], ( ) )f x C f xÎ >a b 0 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íà

[ , ]a b ÿâëÿåòñÿ  âûïîëíåíèå  íåðàâåíñòâ
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k( ) = ; l x x xk

k( ) ln ( )= ; f x f x( ) ln ( ( ))= ,

à z j ( , )j n= +1 4 — ëþáûå óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà èç îòðåç-

êà [ , ]a b .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ îòíî-

ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]a b äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé
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èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A c, , p, a i

( , )i n=1 è ïîãðåøíîñòè m , ãäå z j ( , )j n= +1 4 — ëþáûå óïîðÿäî÷åííûå ïî âîç-

ðàñòàíèþ ÷èñëà èç îòðåçêà [ , ]a b . Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèÿ  (2)  ñèñòåìà  óðàâíåíèé  (4)  èìååò  åäèíñòâåííîå  ðåøåíèå.

Èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) íåèçâåñòíûå A è m , ïîëó÷èì îòíîñè-

òåëüíî c, p è a i ( , )i n=1 ñèñòåìó  óðàâíåíèé
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ f x( ) ïîëîæèòåëüíà, òî ñèñòåìà óðàâíå-

íèé  (8)  ýêâèâàëåíòíà:
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Ñ  ó÷åòîì  (5)  ñèñòåìó  óðàâíåíèé  (9)  ìîæíî  çàïèñàòü  òàê:
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ãäå j( ; )p x x p= , f x f x( ) ln ( ( ))= .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a i ( , )i n=1 ÷åáûøåâ-

ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (1) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóììîé ïîëèíîìà è ñòåïåííîé
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[3]. Â ðàáîòå [3] ïðè èññëåäîâàíèè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëè-

æåíèÿ ñóììîé ïîëèíîìà è ñòåïåííîé ôóíêöèè äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíè-
åì (1) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]a b , a ³ 0 , äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ  óñëîâèÿ  (2).

Òåîðåìà  äîêàçàíà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæå-

íèåì  (1)  ìîæíî  èñïîëüçîâàòü  àëãîðèòì  Ðåìåçà  [4,  5].
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Èññëåäóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (2) ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëè-

æåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1). Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ W n( ) ñîâïàäàåò

ñ Wr
n( ) , r n= 0 1, , ..., ,  (6),  äëÿ  ôóíêöèé,  èìåþùèõ  âèä

Bx
b xr

0 , x > 0 , (11)

ãäå b0 è B —  ëþáûå  äåéñòâèòåëüíûå  ÷èñëà.

Â [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâó W n( ) > 0 óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè, n-ÿ

ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [ , ]a b . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî-

ìó óñëîâèþ (2) ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì

âûðàæåíèåì (1) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]a b óäîâëåòâîðÿþò,

â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå äî n-ãî ïîðÿäêà, n-ÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ëîãàðèôìà êîòîðûõ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà [ , ]a b , çà èñêëþ÷åíèåì

ôóíêöèé,  ñîâïàäàþùèõ  ñ  (11  )  äëÿ r n= 0, .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíè-

åì (1) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Åå âûïîëíåíèå íåîáõîäèìî ëèøü â òî÷-

êàõ ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà Ðåìåçà äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åáûøåâñêîé àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèåì (1) óñëîâèå (2)

äîëæíî èñïîëíÿòüñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðèáëèæåíèé ê òî÷êàì

àëüòåðíàíñà.
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ãäå j( ; )p x x p= . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê àëüòåðíàíñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòå-

ðàöèîííóþ ñõåìó Ðåìåçà, à äëÿ óòî÷íåíèÿ òî÷åê àëüòåðíàíñà — àëãîðèòì Âà-

ëå–Ïóññåíà  [4].
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Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, èçëîæåííûì â [3], âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (15) ïðîâîäÿò ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû W n( ) , à èìåííî, åñëè çíà÷åíèå âå-

ëè÷èíû W n( )+1 óäîâëåòâîðÿåò  îäíîìó  èç  íåðàâåíñòâ
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ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè êîðåíü óðàâíåíèÿ (15) îäíîìó èç èíòåðâàëîâ
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èç ýòèõ èíòåðâàëîâ, òî åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ìåòîäó õîðä èëè äåëåíèÿ ïî-

ïîëàì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

( , )-¥ 0 èëè ( , )n ¥ .

Ïîñêîëüêó â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15) äëÿ
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( ) ( )

( ) ( )

åñëè

åñëè
(19)

p
W

z z z z

n

n n

*

+ +
=

+ - +

| ln |

ln ( ) ln ( )

( )

4 2 3 1

.

Âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ p0 (19) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê ðåøå-

íèþ óðàâíåíèÿ (17) è îáåñïå÷èâàåò ñîâïàäåíèå èõ çíàêîâ, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ

ñîáëþäåíèÿ óñòîé÷èâîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (18). Ôóíêöèÿ g pn ( ) ïðè

j( ; )p x x p= èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ p n= 0 1, , ..., , è ïåðåõîä ïðîìåæóòî÷íûõ

çíà÷åíèé pi ÷åðåç îäíó èç ýòèõ òî÷åê ìîæåò íàðóøèòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííî-

ãî ìåòîäà (18). Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ (16) è âûáîð íà÷àëüíîãî çíà-

÷åíèÿ p0 ïî ôîðìóëå (19) îáåñïå÷èâàþò îáõîä óïîìÿíóòûõ òî÷åê ðàçðûâà ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) ïðè íàõîæäåíèè åãî ðåøåíèÿ ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå (18).

Ïðåäëîæåííîå ïðèìåíåíèå êîìáèíàöèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ðåøåíèÿ  óðàâíåíèÿ  (17)  îáåñïå÷èâàåò  äîñòàòî÷íî  áûñòðóþ  èõ  ñõîäèìîñòü.

ÎÖÅÍÊÀ  ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ  ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÃÎ  ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ  ÂÛÐÀÆÅÍÈÅÌ

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

f x( ) íåëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèåì F a x( ; ) íà ïðîìåæóò-

êå [ , ]a b ñ âåñîâîé ôóíêöèåé w x( ) ( ( ) , [ , ])w x x> Î0 a b èìååò ìåñòî ôîðìóëà [5]
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min ( , )

( )! ( )

max
[ , ] [ , ]x

n

n x
f F

n w x
x

Î

+
+ Î

+
£ £

a b a b
h

m

h

2 32 5

3D

( , )

( )! ( )

f F

n w x
x

n

n

2 32 5

3

+
+

+
D , (20)

ãäå Dx = -b a, à n +3 — êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â âûðàæåíèè F a x( ; ). Ôóíê-

öèþ h( , )f F íàçûâàþò ÿäðîì ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðà-

æåíèåì F a x( ; ) . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ôîðìóëó (20), íåîáõîäèìî çíàòü

àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ êîíêðåòíûì íå-

ëèíåéíûì  âûðàæåíèåì F a x( ; ) .

Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ ýêñïîíåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (1), ïîëó÷èì âûðàæåíèå

â  âèäå  ñóììû  ìíîãî÷ëåíà  è  ñòåïåíè

C a x E a x a x cxn n i
i p

i

n

( ; ) ln ( ; )= = +
=
å

0

, (21)

ãäå a A0 = ln ( ) . ßäðî ïîãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( )

âûðàæåíèåì  (21)  èìååò  âèä  [5,  6]

h( , ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

(
f C f x f x

xf x f x

xf

n n
n n

n
= -

-+ +
+ +

3 2
2 1

+1) ( )x
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèîíèðîâàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ÿäåð ïîãðåø-

íîñòåé  [5,  7]

h h( , exp ) ( ) (ln , )f F f x f F= ,

ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ïîãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðè-

áëèæåíèÿ  ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì  (1)

h h( , ) ( ) (ln , )f E f x f C= =

= -
-+ +

+ +

+
f x f x f x

xf x f x

xf

n n
n n

n
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

(

3 2
2 1

1) ( )x

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

, (22)

ãäå f x f x( ) ln ( ( ))= .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (20) è ÿäðî (22), âû÷èñëèì îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïî-

ãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ãàììà-ôóíêöèè G( )x e t dtt x= - -
¥

ò
1

0

ýêñïî-

íåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) äëÿ n =1 3, , íà èíòåðâàëàõ [ , ]2 4 è [ , ]2 10 . (Ïîëó÷åí-

íûå  ðåçóëüòàòû  ñì.  â  òàáë.  1.)
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Ò à á ë è ö à 1. Ïîãðåøíîñòü ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ãàììà-ôóíêöèè ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûì  âûðàæåíèåì

[ , ]a b n mmin mmax r

[2,  4]

1 0 119 10 4. × - 0 201 10 3. × - 0 449 10 4. × -

2 0 591 10 6. × - 0 185 10 4. × - 0 321 10 5. × -

3 0 364 10 7. × - 0 207 10 5. × - 0 373 10 6. × -

[2,  10]

1 0 719 10 4. × - 0 515 10 1. × - 0 128 10 2. × -

2 0 580 10 5. × - 0 190 10 1. × - 0 201 10 3. × -

3 0 594 10 6. × - 0 851 10 2. × - 0 381 10 4. × -



Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå (mmin ) è ìàêñèìàëüíîå

( )maxm çíà÷åíèÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæå-

íèÿ ãàììà-ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1), à òàêæå çíà÷åíèå ðåàëü-

íîé  îòíîñèòåëüíîé  ïîãðåøíîñòè  ÷åáûøåâñêîãî  ïðèáëèæåíèÿ (r) :

r
a b

=
-

Î
max

( ) ( , )

( )[ , ]x

nx E a x

x

G

G
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâ (2). Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïàðàìåòðû ÷åáûøåâñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñ-

òüþ îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëàì (12)–(14). Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p íàõîäÿò êàê ðå-

øåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (15) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äåëåíèÿ ïî-

ïîëàì èëè ìåòîäà Íüþòîíà (18). Ïîãðåøíîñòü ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (20), à àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ïîãðåø-

íîñòè  —  ïî  ôîðìóëå  (22).
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