
ÓÄÊ 519.21

Í.Ï. ÄÎÍÅÖ, È.Â. ÞÐ×ÅÍÊÎ, Â.Ê. ßÑÈÍÑÊÈÉ

Î ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÌ
ÑÈËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÎÃÎ
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ×ÀÑÒÍÛÕ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ Ñ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè íåàâòîíîìíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåïðåðûâíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äîêàçàíî ñóùåñò-
âîâàíèå âòîðîãî ìîìåíòà ñèëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ìàðêîâñêèé ïàðàìåòð, óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äåòåðìè-
íèðîâàííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðà-
áîò, ññûëêè íà êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [1–3]. Ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèé ñòîõàñòè-
÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà è èíòåãðàëà, çàìåíû ïåðåìåííûõ Èòî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî äèôôåðåíöèàëà, ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ) êàê
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëîì Èòî–Ñêîðîõîäà òàêèìè èçâåñòíûìè ó÷å-
íûìè êàê È.È. Ãèõìàí, À.Â. Ñêîðîõîä, Ð.Ç. Õàñüìèíñêèé, Â.Á. Êîëìàíîâñêèé,
Å.Ô. Öàðüêîâ (ñì. [4–9]) ñòàëî âîçìîæíûì èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÑÄÓ â ×Ï) [10–14] è äð.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ÑÄÓ â ×Ï â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ðàññìàòðèâàëèñü
ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿëè áû áîëåå òî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ðåàëüíûõ ñëîæíûõ ñèñòåì [4, 5, 14, 22, 23 è äð.].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî ÑÄÓ â ×Ï ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà [14, 15].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íà âåðîÿòíîñòíîì áàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ( , , , , )� � �� �� �{ }t t 0 [3] ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ËÑÄÓ â ×Ï) [14]:
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� ,

ãäå A B C( ), ( ), ( )� � � — ìàòðèöû ðàçìåðà n m� , ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâóþ-
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ùèå áåðîâñêèå ôóíêöèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò t è � � �( ) ( , )t t� ��, äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî t t� 0 , � �� — ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûé ôåëëåðîâñêèé ìàðêîâ-
ñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà ðåàëèçàöèÿìè íà êîìïàêòíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå � [15, 16].

Ïóñòü w t w t T( ) ( , ) :[ , ]� � �� 0 1� � — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ,

T � 0 [8], à
dw t

dt

( , )�
— «áåëûé øóì» (ïðîèçâîäíàÿ îò w t( , )� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-

íèöà íå ñóùåñòâóåò [16, 17]).
Äàëåå, MT — ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u t x T( , , ) : [ , ]� 0 1 1� � �� �� , èçìå-

ðèìûõ ïî t è x c âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà �([ , ], )0 1T � , è äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íå-
ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
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��

��

� � �{ }| ( , , ) |u t x dx� 2
(3)

ïðè ëþáîì t T�[ , ]0 , �{ }� — çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ââåäåì íîðìû, ñâîéñòâà êîòîðûõ ëåãêî ïðî-

âåðèòü [18]:
|| ( , , ) || | ( , , ) |u t x u t x dx
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Ïîä L R2 , L T2 áóäåì ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé u t x( , , )� , èìåþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû (4), (5).

Â ïðîñòðàíñòâå MT ââåäåì íîðìó ñîãëàñíî (6), à èìåííî:
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dt. (7)

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2) áóäåì ïîíèìàòü ñëó÷àé-
íóþ ôóíêöèþ u t x u t x T( , ) ( , , ) :[ , ]� � � �� 0 1 1

� �� , ñîãëàñîâàííóþ ñ ôèëüòðà-
öèåé { }�t t, � 0 [19], è òàêóþ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè êàæäîì ( , )t x
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ u t x( , ) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåïðåðûâíà ïî
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�, , è íåïðåðûâíîñòè ïî t èíòåãðàëà Èòî

è èíòåãðàëà Ðèìàíà êàê ôóíêöèé âåðõíåãî ïðåäåëà.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ËÑÄÓ Â ×Ï (1), (2)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè (1), (2)
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â ïðîñòðàíñòâå M M

T T
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Ëåììà 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
u t x u t x( , ) ( , , )� � , à èìåííî

� � � � �
�

��( , ) ( , , ) ( , , )t t e u t x dxi x� � �

��

��

�
1

2
, (9)

íå âûâîäèò åå èç ïðîñòðàíñòâà MT äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî 0� � �T
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå [20, 21] ñëåäóåò èç ïðèíàäëåæíîñòè u t x( , ) ïðîñòðàíñòâó L R2 äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî t T�[ , ]0 , ïîñêîëüêó âåðíî íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà [16]
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1
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� .

Çíà÷èò, || ( , ) || || ( , ) ||� �
�

t u t x
T TM M�

1

2
, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü:
1) âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1), (2) è óñëîâèÿ Ëèïøèöà íà

êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1);
2) áåðîâñêèå ôóíêöèè a t ykj ( , ), b t ykj ( , ) , c t ykj ( , ) , k n�1, ; j m�1, , óäîâëåòâî-

ðÿþò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè ìîäóëåé | ( , ) | | ( , ) |a t y b t ykj kj
2 2� �

� &| ( , ) |c t y Lkj
2 ' �y � ;

3) �{ }|| [ ] ||Qy K
T

l
0 M

& ; l�1.

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ñòîõàñòè-
÷åñêîé çàäà÷è Êîøè u t x u t x( , ) ( , , )� � , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò âòîðîé ìîìåíò
�{ }|| ( , ) ||u t x K

TM
2

1& , à äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè � � � � �( , ) ( , , )t t� (ñì. (9)) — l-é

ìîìåíò (l�1) êàê ðåøåíèå çàäà÷è ÑÄÓ (10), (11) (ñì. íèæå).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [20] ïî ïåðåìåííîé

x ��
1 ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2), ïîëó÷èì «ôîðìàëüíîå» ëè-

íåéíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè � � � � �( , ) ( , , )t t� :
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Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ËÑÄÓ (10), (11) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñòîõàñ-
òè÷åñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå [6, 19]

� � � � � � � �( , ) ( , ) ( ( , ( )), , ) ( , )t t Q B s s i s ds

t

� � � ��0
0

Q C s s i s dw s

t

( ( , ( )), , ) ( , ) ( )
0
� �� � � � (12)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (11).
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñèëüíîå íåïðåðûâ-

íîå ðåøåíèå � � � � �( , ) ( , , )t t� ïðè � ( 0 ËÑÄÓ (10), (11) ñ � { }|| ( , ) ||� �t
T

l

M
� � ,

l�1, [6, 9], à â ñèëó ëåììû 1 — ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñèëüíîå íåïðåðûâíîå ðå-
øåíèå u t x u t x( , ) ( , , )� � ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2) ñ �{ }|| ( , ) ||u t

T

�
M
2 � � .

3. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÒÐÈÂÈÀËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÐÀÑÑÌÀÒÐÈÂÀÅÌÛÕ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Âíà÷àëå îáñóäèì àñèìïòîòèêó ïîâåäåíèÿ ËÑÄÓ (12) òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
� �( , )t � 0 ïðè � ( 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (11). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå
çàäà÷è ðàçä. 1 áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [4]
äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì,
l-óñòîé÷èâîñòè (l�1), ýêñïîíåíöèàëüíîé l-óñòîé÷èâîñòè, ãëîáàëüíîé ýêñïîíåí-
öèàëüíîé l-óñòîé÷èâîñòè, ãëîáàëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé l-óñòîé÷èâîñòè â öå-
ëîì [16, ðàç. 8, ñ. 543–558].

Îïðåäåëèì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ � �( , )t � 0, � ( 0 ÑÄÓ (10), (11)
ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû:

Q B t y i t y t

Q C t y i t

( ( , ), ) ( , ) , [ , ),

( ( , ), ) (

� � ' � � � �

�

� � �

� �

0 �

, ) , [ , ).� � ' � � �0 0y t�
(13)

Îïðåäåëåíèå 1. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � �( , )t � 0 , � ( 0 çàäà÷è (10), (11) íàçîâåì:

) ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè ' ��1 0, �2 0� * �� 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà
| |Q� �0 � äëÿ t0 0� , y�� ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

�
�
 
"

� � #
$
%
�

�
� � � � � �:sup | ( ( , ), , ) ( , ) |

t

Q D t y i t
0

1 2 , (14)

ãäå D èìååò êîíñòðóêöèþ D t d tkj k j
n m( ( )) ( ( )) ,

,� ��
�

{ } 1
, dkj ( )� — áåðîâñêèå ôóíêöèè;

) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (14)
è ñóùåñòâóåò òàêîå �1 0� , ÷òî äëÿ t0 0� , y�� è | |Q� �0 1� èìååò ìåñòî

�
�
 
"

� � #
$
%
�

��
� � � �: lim | ( ( , ), , ) ( , ) |

t
Q D t y i t 0 1. (15)

Îïðåäåëåíèå 2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � �( , )t � 0 , � ( 0 çàäà÷è (10), (11) íàçîâåì:

) l-óñòîé÷èâûì, åñëè

lim sup | ( ( , ), , ) ( , ) |
| |Q t t

lQ D t y i t
�

� � �
0 0

0 0
0

� � �
� ��{ } , (16)

) àñèìïòîòè÷åñêè l-óñòîé÷èâûì, åñëè ðåøåíèå l-óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò òà-
êîå � � 0, ÷òî

lim | | ( ( , ), , ) ( , ) | |
t

lQ D y t i t
��

� ��{ }� � � 0 (17)

' �t0 0, y�� è | [ ] |Q t� �
0
� .

Îïðåäåëåíèå 3. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � �( , )t � 0 , � ( 0 çàäà÷è (10), (11) íàçîâåì:

) ýêñïîíåíöèàëüíî l-óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå �� 0, M � 0 è 	 � 0 ,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t t� �0 0, y�� è | [ ] |Q t� �

0
�

�{ }| ( ( , ), , ) ( , ) | ( ) |[ ] |
Q D t y i t Mel t t Q l

� & � �� � � 	 �0 0 ; (18)

) ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî l-óñòîé÷èâûì, åñëè (18) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ
t t� �0 0, y�� è [ ]Q� 0

1�� .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà [7, 16] ïî
âñåì ïåðåìåííûì:
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� � � � �: � � � �1 1, (19)

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

| ( , , ) ( , , ) | | |� �t y t y L� � � �1 2 1 2� & � (20)

äëÿ âñåõ � �1 2
1, �� è óñëîâèå ãëîáàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ' �y �

sup | ( , , ) ( , , ) | ( )
t

t y t y y
�

� � � �
0

1 2� �� � 
 . (21)

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð ( )( , , )�� s y� íàçîâåì ïðîèçâîäíîé Ëÿïóíîâà íà

ðåøåíèÿõ ÑÄÓ (10), (11), åñëè ôóíêöèÿ � � � �: � � �1 íåïðåðûâíà ïî s y, ,� ,

îãðàíè÷åíà íà êàæäîì ìíîæåñòâå [ , ] ( )t t U1 2 0� �� �, U t� � � �( ) | ( , ) |0 � � ; � ( 0
è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ' �s 0, y�� è � ��

1 íàéäåòñÿ òàêîå + � 0 , ÷òî ñóùåñòâóåò

sup | ( , ( , ), ( )) ( , ( , ), ( ))
0

1

& &
� � �

t t
s t s t t s s t

+
� � �{ � � � � � � }|& � �K

ðàâíîìåðíî ïî àðãóìåíòó �, à òàêæå ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim [ ( , ( , ), ( )) ( , , ) ] ( )( ,
t t

s t s t y s s y s
�

� � � �
0

1
� � � �{ }� � � � �, )y . (22)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4 ââåäåì îáîçíà÷åíèå � �� �( )1 . Åñëè íåïðåðûâíûé ôóíê-
öèîíàë � � � � �: � � � �1 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãó-

ìåíòó � è óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó t, òî îïå-
ðàòîð � ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ÑÄÓ (10) è ñëàáûì èíôèíèòåçè-
ìàëüíûì îïåðàòîðîì ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t [15, 16] � � �� � �� �

~ ~
1 2 , ãäå

(
~

)( , , ) ( )( , , ) ( ), ,�2� �s y s y Q B y
d

dt
i� � �� ,

�

�
�

	



��

� ,
�

�
�

	



�

1

2
2 2( )( , , ) ( ), ,� s y Q C y

d

dt
� �� . (23)

Çäåñü ,� — ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ , � ; , 2
� — âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �

�2

[16, c. 546–549].
Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð �( )( , , )� s y� íàçîâåì ïðîèçâîäíîé Ëÿïóíîâà íà ðå-

øåíèÿõ ÑÄÓ (10), (11), à çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 1 — è íà ðåøåíèÿõ ÑÄÓ (1), (2),
åñëè ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà � � � �( , , ) :s y� � � �1 íåïðåðûâíà ïî âñåì òðåì àðãó-

ìåíòàì, îãðàíè÷åíà íà êàæäîì ìíîæåñòâå [ , ] ( )t t r1 2 0� �� � è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 4, ãäå � �r r( ) : | | | |0 1� � �{ }� � , r � 0. Îáîçíà÷èì ýòî, êàê

è ðàíåå, � �� �( ) .
Îïðåäåëåíèå 6. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 5 âåðõíåé ïðîèçâîäíîé Ëÿïóíîâà [7]

íàçîâåì ñîîòíîøåíèå

lim sup [ ( , ( , ( ), ), ( )) ( ,
t t t

s t s t u s y s s
- � &

� � �
0 0

1

+
� � �{ }� � � �( ), )] ( )( , , )s y s y� �� , (24)

åñëè äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ + � 0 â êàæäîé îêðåñòíîñòè � �r ( )0 � âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1

+
+ + +| ( , ( ), ( )) ( , , ) | ( , , )� � �{ }s s s y g s yr� � � �� � � � , (25)

ãäå g s yr ( , , )� — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ è îãðàíè÷åíà ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó � â êàæäîé îêðåñòíîñòè � r ( )0 .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà � âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Äûíêèíà [15].

Ëåììà 2 [15]. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ïî âñåì àðãóìåíòàì ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
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�( , , )s y� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (20), (21), òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Äûíêèíà

� �{ ( ( ), ( ( ), ( , ( ), ( ( )))), ( ( ))s t s t s u s t tr r r r� �� � � � � � � � )} &

& � � �
�
 �� � �( , , ) ( )( , ( , ( ), ), ( ))

( )

s y s z s z u s y z dz
r t

� � �

�

�

0

!

"!

#
$
!

%!
. (26)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [16, c. 550, 551].
Èñõîäÿ èç âûøåóïîìÿíóòûõ æåñòêèõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà � ,

ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ðåøåíèÿ
� � �( , , )t çàäà÷è Êîøè äëÿ ÑÄÓ (10), (11), à çíà÷èò, è äëÿ ðåøåíèÿ u t x( , , )� çàäà-
÷è Êîøè (1), (2) äëÿ ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2) ñîãëàñíî ëåììå 1 [16]. Âîñïîëüçóåìñÿ
ýòèìè óñëîâèÿìè è íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà.

Ëåììà 3 [16, c. 552, 553]. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ëîêàëüíûå óñëîâèÿ Ëèïøèöà
íà êîýôôèöèåíòû äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ u t x( , , )� óðàâíåíèÿ (1), (2), à çíà÷èò,
è íà êîýôôèöèåíòû äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ � � �( , , )t óðàâíåíèÿ (10), (11). Òîãäà
ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11) ((1), (2)) äîïóñêàåò îöåíêó ' �T 0 , s � 0, y�� è
� 0

1�� (u0
1�� ):

sup | ( , , , ) | (| | || )
0

0 0
& &

� � �
t T

KTt s s y KT e� � � 
 , (27)

sup | ( , , , ) ( , , , ) |
, [ , ]t t s s T

t s y t s y

1 2

2 0 1 0
� �

� &� � � �

& � � �K KT e t tKT[( | | ) ] | |� 
 
0 2 1 , (28)

ãäå â ëåììàõ 2, 3 � �( , , , )t s y0 îáîçíà÷àåò ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11) â ìîìåíò
âðåìåíè t T�[ , ]0 , ñ÷èòàÿ íà÷àëüíûì ìîìåíò s, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ � 0 è çíà÷å-
íèå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y��.

Èñõîäÿ èç ñâÿçè u çàäà÷è (1), (2) è � çàäà÷è (10), (11), äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è
(1), (2) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà òèïà (27), (28).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü:
1) âûïîëíÿþòñÿ ëîêàëüíûå óñëîâèÿ Ëèïøèöà íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

(10), (11);
2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè íà êîýôôèöèåíòû òàê íàçûâàåìîãî

«ïîäëèíåéíîãî» ðîñòà;
3) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà �( , , )s y� ñ îöåíêîé ñíèçó è ñâåðõó

c s y c
l l

1 2
1 2| | ( , , ) | |� � �& &� (29)

äëÿ âñåõ c c1 2 0, � , l l2 1 0� � , âñåõ s � �� , y��, � ��
1;

4) äëÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà �( , , )s y� â ñèëó ÑÄÓ (10), (11) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

( )( , , ) | |�� s y c l� �& � 3 (30)

äëÿ âñåõ s � 0, y�� è � ��
1.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ÑÄÓ (10), (11) àñèìïòîòè÷åñ-
êè l-óñòîé÷èâî (l�1), à òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) äëÿ ËÑÄÓ â ×Ï àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â l.i.m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ÑÄÓ (10) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè
� � 0. Ïîýòîìó â òåîðåìå 2 è â ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèÿõ áóäåò èññëåäî-
âàòüñÿ íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � � 0.

Ïîñêîëüêó �
�
 
"

� #
$
%
�

�
� �: lim ( )

r
r t t

0
1 äëÿ âñåõ t � 0, â (26) âìåñòî �r t( ) ìîæíî

èñïîëüçîâàòü t.
Çíà÷èò, âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì Äûíêèíà (26) è íåðàâåíñòâîì (27) äëÿ t � �

ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî
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c t s s y s t s t y s
l

1 0 0
1� � �{ } {| ( , , , ) | | ( , ( , , ), ( )) |� � � � �� & � � } &

& � � � &�c s y c s z s y dz
l

t
l

2 0 3 0
2� �{ } { }| ( , ) | | ( , , , ) |,� � � � �

�

& � ��c l KT c s z s y dz
l

t
l

2 0 2 3 0
2| | exp | ( , , , ) |� � �

�

{ } { }� .

Îòñþäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3 ñëåäóåò l-óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ � � �( , , )t � 0 çàäà÷è (10), (11) äëÿ l l& 1 è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

�

�

� �
�

� � � �{ }| ( , , , ) |s z s y dzl
0 . (31)

Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (31) âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ
l-ñõîäèìîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (10), (11) ( )l�1 .

Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ñâÿçü (9) ìåæäó � �( , )t è u t x( , , )� ,
à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ [18, 20] ïðè l � 2 àñèìïòîòè÷åñêàÿ 2-óñ-
òîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) ' �t y0 , � è � ��� ( )0 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ñ l l l2 1 0� � � . Òîãäà òðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå � � �( , , )t � 0 çàäà÷è (10), (11), à òàêæå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
u t x( , , )� � 0 çàäà÷è Êîøè (1), (2) ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ðåøåíèÿõ ÑÄÓ (10), (11) è ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ
p t y dz( , , ) ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t ��

1 îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð [15]

( ( ) )( , , ) ( , ( , , ), ) ( , , )T t s y s t s t y z t y dz� � � �

�

� � �� � �� { }0 (32)

ñî ñâîéñòâàìè [15, 16], åñëè � íåïðåðûâíûé ïî âñåì ïåðåìåííûì.
) Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà T t( ) íà �( , , )t � � ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé ïî àðãóìåíòàì, ò.å. C C(
~

) (
~

)� �� , ãäå
~

[ , )� � �� � � �0 1 .
) Îïåðàòîð T t( ), t � 0, îáðàçóåò ïîëóãðóïïó

T t t T t T t t t( ) ( ) ( ) ,1 2 1 2 1 2 0� � ' � .

) Ñåìüÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
~
� îïðåäåëÿåò ñòîõàñ-

òè÷åñêè íåïðåðûâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ C íåïðåðûâíûìè ñïðàâà ðåàëèçàöèÿìè.
Îáîçíà÷èâ z t C t s y( ) ( ( ) ( , , ))� � � , ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî Äûíêèíà (26)

â âèäå
z t z t s t s t y t dt

t

t

( ) ( ) ( ( , ( , , ), ( )))2 1 0

1

2

& � � �� � �{ }� � � � . (33)

Åñëè � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, òî èç íåðàâåíñòâà (33) è î÷åâèä-
íûõ ñîîòíîøåíèé

( )( , , ) | ( ) | ( , , )�� �s y c
c

c
s yl� � �& � & �3

3

1
0

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
z t z t

c

c
z t dt

t

t

( ) ( ) ( )2 1
3

1
1

2

� & � � .

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî, áóäåì èìåòü öå-
ïî÷êó òðèâèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

� � �{ } { }| ( , , ) | ( , ( , , ), ( )),� � � � �s t s y
c

s t s t y tl� & � � &0
1

0
1

& � � �
�
 
"

#
$
%
&

1

1
0

3

1c
s s y t

c

c
t� �{ }( , ( , , ), ( )) exp ( )� � � � � �

& �
�
 
"

#
$
%

c

c

c

c
t p Kh l2

1
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äëÿ âñåõ � 0
1�� , s � 0, y�� è t � �.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 1 ïðè l � 2 èìååì ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷è-
âîñòü â l.i.m. òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÑÄÓ â ×Ï (1), (2).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü:
1) âûïîëíåíû ëîêàëüíûå óñëîâèÿ Ëèïøèöà íà êîýôôèöèåíòû ËÑÄÓ â ×Ï (1);
2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 3), 4)

òåîðåìû 2.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå � �( , , )t � � 0 çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2)

àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �r — ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ðåøåíèÿ � �( , , )t x

ËÑÄÓ (10) èç ñôåðû � r ( )0 . Òîãäà äëÿ ' �t 0 è ' �r 0 ïî ôîðìóëå Äûíêèíà [15]
è îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

c s t s y s t s t sr
l

r r1 0� � �{ } {| ( ( ), , , ) | ( ( ), ( ( ), ,� � � � � �� & � � � � �0 ), ( ( )))r t } &

& &�( , , ) | |s y c l� �0 1 0 .

Ïîñêîëüêó lim ( )
t

r t t
�

�
0

� , ñóùåñòâóåò � �{ }( , ( , , , ( )))s t s t s t� � � �� � �0 äëÿ

âñåõ t � 0, �  ��
1, s � 0 è y��.

Ïóñòü �t — ìèíèìàëüíàÿ �-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå
�( )s äëÿ s t�[ , ]0 . Òîãäà �( , ( , , , ), ( ))s t s t s y t� �� � �0 òîæå �t -èçìåðèìî, à â ñèëó
ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z t�[ , ]0 âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå ðà-
âåíñòâî â îïðåäåëåíèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

� �{ }( , ( , , ), ( )) |,s t s t s y t
z

� � �� � �0 �

� � � � � �� �{ }( ( ), ( ( ), , ), ( )),s t z s t z s h t z1 1 1� � � ,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü âû÷èñëåíà ïðè s s z1 � � , h z� �( ), �1 �
� �� �( , , , )s z s y0 .

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (30) ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

� � � �{ } {( , ( , , ), ( )) | ( , ( , ,,s t s t s y t s z s z s
z

� � & � �� � � � �0 0� , ), ( ))y t� },

à ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ñóïåðìàðòèíãàëà [16] îçíà÷àåò, ÷òî �( , ( , , , ( )))s t s t s t� �� � �0
— íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë äëÿ t � 0 . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim ( , ( , , , ), ( )) ( )
t

s t s t s y t
��

� � � �� � � � � �0 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâ (29), (30) òåîðåìû 2 ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà

� �{ }( , ( , , , ), ( ))s t s t s y t� � &� � �0
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� � �{ } { }� � � � �( ) lim ( , ( , , , ), ( ))� � � &
��t

s t s t s y t0 c
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò �{ }� � �: ( ) � �0 1.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ó÷åñòü îñíîâíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñó-

ïåðìàðòèíãàëîâ [16, 20], êîòîðîå äàåò íåðàâåíñòâà ' �� 0 :

�
�
 
"

� � #
$
%
&

�
� � � �:sup | ( , , , ) |

t T

s t s y0

& �
 
"

� � � #
$
%
&

�
� �� � � � �:sup ( , ( , , , ), ( ))

t T

l

T
s t s t s y t

1
0

& � � & �
1

1
0

2

1c
s T s T s y T

c

c

c

l

l

l�
� � �

�

�
� �{ }( , ( , , , ), ( ))

| |
exp 3

1c
T

�
 
"

#
$
%

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 6 129



äëÿ âñåõ T � 0, �� 0, � 0
1�� , s� 0, y��.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïðåäåë ïðè T � � è òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ËÑÄÓ Â ×Ï Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌÈ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Äèñêðåòíûé ìàðêîâñêèé ïàðàìåòð ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2) ìîæåò âûñòóïàòü â òà-
êèõ ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé ïðîöåññ �( )t ��, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé
öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé � � { }y y yk1 2, , ,� , ïðè÷åì èç-
âåñòíû ïàðàìåòðû qij ñ óñëîâèÿìè

q qi ij

j i

�
(
� ,

� { }� � �: ( ) | ( ) ( )t t y t y q t o ti i ij� � � � �+ + + ,

� { }� � � � �: ( ) , | ( ) ( )� & & � � � � �y t t t t y q t o ti i i+ + +1 .

Ïóñòü ýòà öåïü Ìàðêîâà �( )t �� ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è Êîøè äëÿ
ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2).

Äîïóñòèì, ÷òî â ìîìåíò �� 0 ñêà÷êîîáðàçíîé ñìåíû ñòðóêòóðû ôàçîâûé
âåêòîð u( )� ��

1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì íàõîäèëàñü äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ñìåíîé ñòðóêòóðû, âûçûâàåìîé ïå-
ðåõîäîì èç ñîñòîÿíèÿ � �( )� �0 yi â ñîñòîÿíèå � �( ) � (y yj i . Ýòî îçíà÷àåò
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

u u i jij( ) ( ( )),� � �� � (0 ,

ãäå � ij u( )��
1, ïðè÷åì � ij ( )0 0� .

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (23) â ñëó÷àå öåïè Ìàðêîâà ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé
îïåðàòîð íà ðåøåíèÿõ ËÑÄÓ â ×Ï (10), (11) èìååò âèä [15, 18]

( )( , , )
( , , )

( )( , , ) ( , ), ,��
�

�s y
s y

s
s y Q B s y

d

ds
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�
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�
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�

�
�

	



��

� ,
�

�
�

	



��

1

2
2 2( )( , , ) ( , ), ,� s y Q C s y

d

ds
i� �

� �
(
�[ ( , ( ), ) ( , , )]� �s y s y q

j i

k

ij j j ij� � � .

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 2–4 îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ËÑÄÓ (10), (11), à, çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 1 è óñòîé÷èâîñòè
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2).

Ïóñòü �( )t �� — ÷èñòî ðàçðûâíûé ñêàëÿðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
' �t t t[ , ]1 2 òàêîé, ÷òî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

� { }� � � � � � 
 � 
 �: ( ) ( , ) | ( ) ( , , ) ( )t t t p t t o t� � � � ( � �+ + + + ,

� { }� � � 
 � � 
 
: ( ) , ( , ) | ( ) ( , ) ( )� � � � � � �t t t p t t o t+ + +1 .

Òîãäà ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð íà ðåøåíèÿõ ËÑÄÓ â ×Ï (10), (11)
ïðèìåò âèä [15, 18]
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� �� [ ( , , ) ( , , )] ( , , )� �s s p t d







� � � 
 
 � �

1

2

.

Çàìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî òåîðåìû 2–4 îá óñòîé÷èâîñòè
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òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ � � �( , , )t � 0 ËÑÄÓ (10), (11). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåì-
ìû 1 ñïðàâåäëèâû òå æå óòâåðæäåíèÿ è äëÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ u t x( , , )� � 0
ËÑÄÓ â ×Ï (1), (2).
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