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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èç ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ ïðè íàëè-
÷èè ñîâìåñòíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçáèåíèå è ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ. Îïèñàí ìåòîä ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è, ñèíòåçèðóþùèé îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ðàçáèå-
íèÿ è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, óïðàâëÿåìàÿ
ñèñòåìà, ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà, ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîä äèíàìè÷åñêèìè çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ (ÎÐÌ) ïîíèìàþò
íåïðåðûâíûå çàäà÷è ÎÐÌ, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç âõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê çà-
âèñèò îò âðåìåíè, à ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ýòîé õàðàêòåðèñòèêè. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà äèíàìè÷åñ-
êèõ çàäà÷ ÎÐÌ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåíà â [1]. Êëàññ òàêèõ çàäà÷ äîñòà-
òî÷íî øèðîê. Â íåì, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî âûäåëèòü äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ÎÐÌ:

— îäíîïðîäóêòîâûå è ìíîãîïðîäóêòîâûå (ïî êîëè÷åñòâó ïðîäóêòîâ
ðàçáèåíèÿ);

— ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå (ïî ñïîñîáó çàäàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ
â êðèòåðèé ðàçáèåíèÿ è îãðàíè÷åíèÿ);

— äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõàñòè÷åñêèå (ïî õàðàêòåðó ïàðàìåòðîâ, âõîäÿ-
ùèõ â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è);

— ñî ñòàòè÷åñêèì ðàçáèåíèåì èëè ðàçáèåíèåì, â êîòîðîì ãðàíèöû ìåæäó
ïîäìíîæåñòâàìè ìîãóò áûòü ïîäâèæíûìè (ïî õàðàêòåðó ðàçáèåíèÿ);

— áåç îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ñ èíòåãðàëüíûìè èëè ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå (ïî íàëè÷èþ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé);

— ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè èëè ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ïî õàðàêòåðó
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé).

×àñòíûå ñëó÷àè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ÎÐÌ, ñâîéñòâà, ìåòîäû è àëãîðèòìû
èõ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåíû â [2–4].

Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ ÎÐÌ ñ ïîäìíîæåñòâàìè � � �1 2, , ,� N , ñîñòàâëÿþ-
ùèìè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà �, ñâÿçàíû ïàðàìåòðû � � �1 2, , ,� N — òàê íàçûâàå-
ìûå «öåíòðû» ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè ýòè ïàðàìåòðû çàðàíåå èçâåñòíû, òî òàêèå
çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè öåíòðàìè
ïîäìíîæåñòâ. Åñëè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü óêàçàííûå ïàðàìåòðû è ðàçáèåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ïîäðàçäåëÿþò íà äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ÎÐÌ ñ ðàçìåùåíè-
åì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ èëè çàäà÷è ÎÐÌ ñ óïðàâëÿåìûìè öåíòðàìè â çàâèñèìîñ-
òè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè êîîðäèíàòû öåíòðîâ ñòàòè÷íûìè èëè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñî
âðåìåíåì ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèå-

íèÿ ìíîæåñòâà � � R n , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé

â [2]. Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ íå òîëüêî íàéòè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � íà N ïîä-
ìíîæåñòâ � �1, ,� N (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå), íî è ðàçìåñòèòü
öåíòðû � �1, ,� N ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñîñòîÿ-
íèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âëèÿþò íåêîòîðûå âíåøíèå ôàêòîðû, êîòîðûå ìîæíî
îïèñàòü èçâåñòíîé ôóíêöèåé f x t L T( , ) ( [ , ])� �2 0� .
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü � — îãðàíè÷åííîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî èç ïðîñòðàíñòâà R n ,
PN ( )� — êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà � íà N ïîäìíîæåñòâ:
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ãäå mes( )� — ìåðà Ëåáåãà.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë
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ãäå � � � �� � � � �( , , ( , ), ( , ))u , � �PN ( )� , � �� N , u L T( , ) ( [ , ])� � � �2 0� , �( , )� � —

îïðåäåëåííàÿ íà �� [ , ]0 T ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî ïåðå-
ìåííîé t T�( , )0 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x �� ; T � 0 , � �0 1 0, � ,
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2 0� � — çàäàííûå ïàðàìåòðû; c x t c x q ti i( , , ) ( , ) ( )� �� , q t L T( ) ([ , ])� 2 0 ,

c x i( , )� — ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíûå, îãðàíè÷åííûå, îïðåäåëåííûå íà � ��
ôóíêöèè, èçìåðèìûå ïî x ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå

� i i N� ��, ,1 , ïàðàìåòðîâ; a i Ni , ,�1 , — çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷è-

íû; ôóíêöèÿ �( , )x t äëÿ êàæäîãî x �� ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

�
.
( , ) ( , ) ( , )x t u x t f x t� � , t T�[ , ]0 , (2)

� �( , ) ( )x x0 0� (3)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

�( , )x t dx bi

T

���
�0

, i N�1 2, , ,� . (4)

Ôóíêöèè f x t L T( , ) ( [ , ])� �2 0� è � 0 ( )x â çàäà÷å (2), (3) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Ïîä äèíàìè÷åñêîé çàäà÷åé ÎÐÌ � � R n íà ïîäìíîæåñòâà � �1, ,� N

ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçáèåíèå � * * *( , ... , ) ( )� �� � �1 N NP , íàáîð

òî÷åê � � � �* * * *( , , , )� �1 2 � N
N� , óïðàâëåíèå u x t L T* ( , ) ( [ , ])� �2 0� è ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ � * ( , )x t (óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (2)–(4)), ïðè

êîòîðûõ ôóíêöèîíàë (1) äîñòèãàë áû ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìóþ ÷åòâåðêó

� � � �* * * * *( , , ( , ), ( , ))� � � � �u , êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-

öèîíàëó J.
Â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ � �1, ,� N , ñîñòàâëÿþ-

ùèõ äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà, çàäà÷à 1 ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: íåîáõîäèìî íàé-

òè âåêòîð-ôóíêöèþ � � �( ) ( ( ), , ( ))� � � � �1 � N � , íàáîð � � �� �( , , )1 � N
N� ,

óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ u L T( , ) ( [ , ])� � � �2 0� è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàçîâóþ ïåðå-
ìåííóþ �( , )� � òàê, ÷òîáû ôóíêöèîíàë
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ÎÐÌ ïîãðóæàåì ìíîæåñòâî �
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Îïðåäåëåíèå [5]. Ïàðó (( ( ), , ( , ), ( , )), )* * * *� � � �� � � � �u áóäåì íàçûâàòü ñåä-

ëîâîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà h u(( ( ), , ( , ), ( , )), )� � � �� � � � � íà ìíîæåñòâå
V1 � $, åñëè äëÿ âñåõ ( ( ), , ( , ), ( , )) ,� � � �� � � � � � �u V1 $ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

h u h u(( ( ), , ( , ), ( , )), ) (( ( ), , ( ,* * * * * * *� � � � � �� � � � � � � � �), ( , )), )* *� �� � �

� � � � � �h u(( ( ), , ( , ), ( , )), )*� � � � .

Çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (9), (8), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

	 � � �
� � �

( ) min (( ( ), , ( , ),
( ( ), , ( , ), ( , ))

� � � �
� � � � � �u V

h u
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Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà (â ñìûñëå ââå-
äåííîãî îïðåäåëåíèÿ) çàäà÷è (8), (9) è (10) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè

I
*

*� 	 , ïðè÷åì âåðõíÿÿ ãðàíü öåëåâîé ôóíêöèè â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (10) äîñòèãà-

åòñÿ. Ðåøåíèå ïàðû óêàçàííûõ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ ñåäëî-
âîé òî÷êè ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà h u(( ( ), , ( , ), ( , )), )� � � �� � � � � íà ìíîæåñòâåV1 � $.

Ïóñòü � �$ — ïðîèçâîëüíûé, íî ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
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( ( ), , ( , ), ( ,

� � � �
� � �

� � � � � �
� � � � � �)) V1

. (11)

Ïóñòü â çàäà÷å (11) � � �� % % �( )1 � N
N� — ïðîèâîëüíûé, íî ôèêñèðîâàí-

íûé âåêòîð. Îáîçíà÷èìV
1
� ñå÷åíèå ìíîæåñòâàV1 ïðè çàäàííîì âåêòîðå � �� N .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ, íî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

� �$ è � � �� �( , , )1 � N
N� äîïóñòèìûé ïðîöåññ ( ( ), ( , ), ( , ))* * *� � �� � � � � �u V

1

áóäåò äîñòàâëÿòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó çàäà÷è (11) òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà ïî÷òè âñþäó äëÿ x �� áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
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Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (11), ñîîòâåòñòâóþ-
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Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)–(4). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (4) óäîâëåòâîðÿåò
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è îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (23) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (20) è òîãî, ÷òî � �$.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â çàäà÷å (1)–(4) ôóíêöèè c x ti i( , , ),� i N�1, , íåîòðèöàòåëü-

íû ïî÷òè âñþäó äëÿ x �� è t T�[ , ]0 , îöåíêó (22) ìîæíî îãðóáèòü äî ñëåäóþùåé:
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Òåîðåìà. Ïóñòü â çàäà÷å (1)–(4) ìíîæåñòâî � âûïóêëîå, çàìêíóòîå, îãðàíè-

÷åííîå, ôóíêöèè c x ti i( , , )� , i N�1, , íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííûì � i íà ìíîæåñ-

òâå � ïî÷òè âñþäó äëÿ x �� è t T�[ , ]0 . Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà çàäà÷à (1)–(4) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ î÷åâèä-
íà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññ äîïóñòèìûõ ðàçáèåíèé äëÿ çàäà÷è (1)–(4) ìî-
æåò áûòü ïóñòûì, âñëåäñòâèå ÷åãî äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ÎÐÌ ñòàíåò íåðàçðåøèìîé.

Ðàíåå óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à (1)–(4) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (10), à ðåøåíèå
ïîñëåäíåé ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(18)–(20). Ïîýòîìó âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ÎÐÌ
ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ (1)–(4) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è (10), ïðèâåäåííîé ê âèäó (21). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.

Ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé c x ti i( , , )� ïî ïåðåìåííûì � i íåïðå-

ðûâíûìè íà � N ïî ïàðàìåòðàì � i , i N�1, , òàêæå áóäóò ôóíêöèè u x t( , ; )� è

� �( , ; )x t , îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (13) è (14) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ x ��
è t T�[ , ]0 . Âìåñòå ñ ýòèìè ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíûìè íà � ïî ïàðàìåòðàì � i

îêàçûâàþòñÿ è ôóíêöèè Q x ti i i( , ; , )� � , G x ti i i( , ; , )� � , B xi i i( , , )� � , i N�1, .

Äåéñòâèòåëüíî, èç òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }� ( )k �

� { }� �
1
k

N
k, ..., , ñõîäÿùåéñÿ ê ïðîèçâîëüíîé, íî ôèêñèðîâàííîé òî÷êå � � �� �( , , )1 � N

�� N , ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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Äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (21) ïðè ïðîèçâîëüíîì, ôèêñèðîâàííîì âåêòî-
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÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè 	 � �1 ( , ) ïî ïåðåìåííûì � i , i N�1, , íà

ìíîæåñòâå � N .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà íåïðåðûâíàÿ ïî ïåðåìåííîé �

ôóíêöèÿ 	 � �1 ( , ) íà âûïóêëîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå � N äîñòèãàåò ñâîåãî

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà � �$. Òàêèì
îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ çàäà÷à (21) ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 	 � �1 ( , ) ïî ïåðåìåííîé �
ðàçðåøèìà. Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà � �$, äîñòàâëÿþùåãî ìàêñèìóì ôóíêöèè
	 �( ), ñëåäóåò èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû çàäà÷à (21)
ðàçðåøèìà, âñëåäñòâèå ÷åãî äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ÎÐÌ (1)–(4) òàêæå èìååò ðåøåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè íåãëàäêîé âîãíóòîé íà ìíîæåñòâå $

ôóíêöèè (17) ìîæíî ïðèìåíèòü êàêîé-ëèáî èçâåñòíûé ìåòîä, íàïðèìåð, ìåòîä

òèïà ñóáãðàäèåíòíîãî, ýëëèïñîèäîâ [6–8] è äð.

Äàëåå ïðèâåäåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (21), îñíîâàííûé íà ìå-

òîäå îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëå-

íèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãðàäèåíòîâ — r-àëãîðèòì Øîðà. Ïðè ýòîì îò

çàäà÷è (21) ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ
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ââåäåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ íåãëàäêîé øòðàôíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà Ã

	 � � 	 � � �
� �

( , ) ( , ) ( , ( )) max min� � � �
� � �
�1

1

0S i

i

N

E N N
max

�
, (24)

ãäå S — äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (çíà÷èòåëüíî áîëüøåå
ìàêñèìàëüíîãî ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà). Âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà îò çàäà÷è (21)
ê çàäà÷å (24) îïèñàíà â [5].

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 2. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî � ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì - , ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì
äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Øàã 1. Ïàðàëëåëåïèïåä - ïîêðûâàåì ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé è çàäàåì íà-

÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ( , ) ( , )( ) ( )� � � �� 0 0 . Ïóñòü �- — ìíîæåñòâî óçëîâ ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ñåòêè.

Øàã 2. Ïîêðûâàåì îòðåçîê [ , ]0 T ñåòêîé ñ øàãîì ht , îáîçíà÷èì

� : , ,T t t lh l nt T� � �{ }1 ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé.

Øàã 3. Ðåøàåì çàäà÷ó (21):

3.1. Äëÿ êàæäîãî óçëà x � �- âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé ïîäìíîæåñòâ � i x i N( ) ( ), ,0 1� , ïî ôîðìóëàì (15), (16) ïðè çíà÷åíèÿõ

� � � �i i i i i N� � �( ) ( ), , ,0 0 1 . Âû÷èñëÿåì óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ u x t( ) ( , )0 è ôàçî-

âóþ òðàåêòîðèþ � ( ) ( , )0 x t â êàæäîé òî÷êå t T� � ïî ôîðìóëàì (13) è (14) ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðè � �� �( ) ( )0 , � � � �� �( ) ( ),0 0 .

3.2. Âû÷èñëÿåì êîìïîíåíòû ( , ..., ; , , )g g g gN N
	
�

	
�

	
�

	
�1 1 � îáîáùåííîãî ãðàäèåí-

òà ôóíêöèè 	 � �( , ) â òî÷êå ( , ) ( , , ; , , )( ) ( ) ( ) ( )� � � � � ��
1
0 0

1
0 0

� �
N N

ïðè � �( ) ( )( )� � �0 ,

� � � �i i i i i N� � �( ) ( ), , ,0 0 1 ; u ( ) ( , )0 � � , � ( ) ( , )0 � � .

3.3. Âûáèðàåì íà÷àëüíûé øàã h0 0� r-àëãîðèòìà è íàõîäèì

� � �	
�

i i h g i( ) ( ) ( )( );1 0
0

0� �

� � � � �	
�

i i g i Ni( ) ( ) ( ) ( )[ ( , )], ,1 0
0

0 0 1� � �Pr� ,

ãäå Pr� — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî � .
Ïåðåõîä ê øàãó 2 r-àëãîðèòìà.
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëå k k, , ,�1 2 � , øàãîâ àëãîðèòìà ïîëó÷å-

íû îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ � � �( ) ( ) ( ), , ( )k k k� �1 , u k( ) ( , )� � �1 , � ( ) ( , )k� � �1 .

3.4. Âû÷èñëÿåì ( )k �1 -é øàã:

à) äëÿ êàæäîãî óçëà x � �- âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

�( ) ( )k x ïî ôîðìóëàì (15), (16) ïðè � � � �� �( ) ( );k k ; çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè u x tk( ) ( , ) è ôàçîâîé òðàåêòîðèè � ( ) ( , )k x t â òî÷êàõ t T� � ïî ôîðìóëàì

(13) è (14) ñîîòâåòñòâåííî ïðè � � � � � �� � � �( ) ( ) ( ); ; ( )k k k ;

á) âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííî êîìïîíåíòû âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà

( ( , ), ( , ))( ) ( ) ( ) ( )g gk k k k
	
�

	
�� � � � ïðè � �( ) ( )( )� � �k , u k( ) ( , )� � , � ( ) ( , )k � � ;

â) îñóùåñòâëÿåì ( )k �1 -é øàã r-àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21), êðàòêàÿ
ñõåìà êîòîðîãî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � ��
	
�( ) ( ) ( ) ( )~ ( , )k k

k k
k kh B g�

�� �1
1

,

� � � ��
	
�( ) ( ) ( ) ( )[ ~ ( , )]k k

k k
k k

N h B g�
�� �1

1
Pr

�
,

ãäå B B
k k� �1 1
� �, — îïåðàòîðû îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

â îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî E N , ïåðåñ÷åò êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì
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B I N0
� � , B I N0

� � (I N — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà),

B B R
r

r
r g g

k k
k

k
k

k k
� �

�

�
  

!

"
## � �

1
� �

� 	
�

	
�� �

| | | |
, ( , ) (( ) ( ) � �( ) ( ), )k k� �1 1 ,

B B R
r

r
r g g

k k
k

k
k

k k
� �

�

�
  

!

"
## � �

1
� �

� 	
�

	
�� �

| | | |
, ( , ) (( ) ( ) � �( ) ( ), )k k� �1 1 ,

R� �( ) — îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè � ñ êîýôôèöèåí-
òîì ðàñòÿæåíèÿ �, ìàòðè÷íàÿ ôîðìà êîòîðîãî èìååò âèä

R I N� � � ��( ) ( )� � �1 T , ~ ( ) ( , )( ) ( )g B g
k

k k
	
� �

	
� � ��

�1
T ,

~ ( ) ( , )( ) ( )g B g
k

k k
	
� �

	
� � ��

�1
T ,

hk — øàãîâûé ìíîæèòåëü, âûáîð êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ îïòè-
ìóìà ôóíêöèè ïî ðàññìàòðèâàåìîìó íàïðàâëåíèþ;

ã) åñëè óñëîâèå

| | ( , ) ( , ) | | ,( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �k k k k� � �� �1 1 0 , (25)

íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïåðåõîäèì ê ( )k �2 -ìó øàãó r-àëãîðèòìà, èíà÷å ê øàãó 4.

Øàã 4. Ïîëàãàåì � � � �* ( ) * ( ),� �l l , � �* ( )( ) ( )x xl� , u x t u x tl* ( )( , ) ( , )� ,

� �* ( )( , ) ( , )x t x tl� , x � �-, t T� �, ãäå l — íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé âåêòîð

( , )( ) ( )� �k k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (25) îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Âû-

÷èñëÿåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà I u1 ( ( ), , ( , ), ( , ))* * * *� � �� � � � �

è äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòà çíà÷åíèå ôóíêöèè (21) ïðè ñëåäóþùèõ

ïàðàìåòðàõ: � �� * , u u� � �* ( , ) , � �� � �* ( , ) , � �( ) ( )*� � � , � �� * .

Àëãîðèòì îïèñàí.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ëåãêî àäàïòèðîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷å-

ñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ,

â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà (4). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ (17) íå ñîäåðæèò ñëà-

ãàåìûõ ñ äâîéñòâåííûìè ïåðåìåííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü

â ìàêñèìèçàöèè óêàçàííîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì � i , i N�1, , îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü

åå ìèíèìèçàöèÿ ïî êîîðäèíàòàì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ � i , i N�1, .

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (21) ïî ïåðåìåí-

íîé � �� N íå îáÿçàòåëüíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà. Ê òîìó æå
â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî � èìååò ñëîæíóþ ôîðìó èëè íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,
ïðîåêöèþ òî÷êè íà ìíîæåñòâî � íàéòè ñëîæíî èëè âîâñå íåâîçìîæíî. Òîãäà öå-
ëåñîîáðàçíî ââåñòè øòðàôíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà �:

P
R

N

nN N
( )

,

\ ,
�

�

� �
� � �

& � � �

	


�

��

0 �

�

ðàñøèðèòü åþ öåëåâóþ ôóíêöèþ (21) è ðåøàòü çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè

	 � � 	 � � � �
� �

( , ) ( , ) ( , ( )) ( ) max min� � � � �
� �
�1

1

0S Pi

i

N

R N
max

�R nN
.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×

Îáùèìè äëÿ òåñòîâ 1–5 (òàáë. 1) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû çàäà÷è

(1)–(4): � � �[ , ] [ , ]0 1 0 1 ; � �0 11 1� �, ; T � 2 5. ; c x t x xi i i( , , ) | | | |� �� � � �2 � ,

ãäå | | | |� — åâêëèäîâà ìåòðèêà; � i �� , i N�1, , — çàðàíåå íåèçâåñòíû;

f x t( , ) � 0 . Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîæåñòâî � ïîêðûâàëîñü ñåòêîé
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ñ øàãîì h hx y� � 002. , øàã ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ht � 0 1. . Äðóãèå ïàðàìåòðû
çàäà÷è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåñòîâ, à òàêæå ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ
è çíà÷åíèé äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îñóùåñòâëÿëîñü ñ òî÷íîñòüþ � � 00001. .

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ òåñòîâ 1 è 2, îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå öåíòðîâ ïîä-

ìíîæåñòâ çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ïîëó÷åí ëîêàëüíûé îïòèìóì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, ÷òî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ èñ-

ñëåäîâàíèé ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷ ÎÐÌ, ïðèâåäåííûõ â [1]. Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, ïî-

êàçàíî, ÷òî â çàäà÷å ÎÐÌ ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ, â êîòîðîé ôóíêöè-

åé c xi i( , )� ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà, à ëîêàëüíûì îïòèìàëüíûì ðàñïîëîæåíèåì

äâóõ öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå êâàäðàòà � � �[ , ] [ , ]0 1 0 1 , —

êîíöû äèàìåòðà îêðóæíîñòè Ñ x x x x� � � � �{ }( , ) : ( . ) ( . ) .1 2 1
2

2
20 5 0 5 0 25 . Çà-

ìåòèì, ÷òî â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ 1 è 2 îãðàíè÷åíèÿ (4) ïàññèâíû, ò.e. ôàêòè÷åñêè

ðåøàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ÎÐÌ ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ áåç îãðàíè÷åíèé

íà ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ.

Â òåñòàõ 3 è 4 ìîæíî ïðîñëåäèòü, êàê îãðàíè÷åíèÿ íà ìîùíîñòè ïîäìíî-

æåñòâ (4) âëèÿþò íà ðàñïîëîæåíèå öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ è íà ðàçáèåíèå. Ïîä-

ìíîæåñòâà, ñîñòàâëÿþùèå îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå â äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å ÎÐÌ,

ìîãóò áûòü íåñâÿçíûìè, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû òåñòà 5. Çäåñü ôîðìó

ãðàíèö ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåò ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, êîòîðàÿ â äàííîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Â ìîäåëüíûõ çàäà-

÷àõ 6 è 7 ôóíêöèè c x t( , , )� çàäàâàëèñü â âèäå c x x x( , ) | | | |� � �� � � �1 1 2 2 è

c x x x( , ) max ( | | , | | )� � �� � �1 1 2 2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî îïðåäåëåííûì îáðàçîì

ñêàçàëîñü è íà ãðàíèöàõ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè, ñîñòàâëÿþùèõ îïòèìàëüíîå

ðàçáèåíèå, è íà îïòèìàëüíîì ðàçìåùåíèè öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ â òåñòàõ 8 è 9 ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè

c x t( , , )� çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé: c x t e x xt( , , ) ( ) ( ).� � �� � � �0 3
1 1

2
2 2

2

è c x t e x xt( , , ) ( ) ( ).� � �� � � ��0 3
1 1

2
2 2

2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñóùåñòâåííî îòðàçèëîñü

è íà çíà÷åíèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, è íà ôîðìå ãðàíèö ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè.

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïî÷òè âî âñåõ çà-

äà÷àõ ñ òî÷íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé10 3� , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåí-

íîñòè I * *� 	 . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ðåçóëüòàò òåñòà 8, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ

ïîðÿäêîì èñõîäíûõ äàííûõ. Õîòÿ è â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü,
ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå ðàâåíñòâî, ñîñòàâëÿåò 2 %.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò

âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà ( ( , ), ( , ))( ) ( ) ( ) ( )g gk k k k
	
�

	
�� � � � ïðèìåíÿëèñü àíàëè-

òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò. Ïîãðåøíîñòü èõ âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿëà òîëüêî

èç ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàåìîé çà ñ÷åò ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ îïðåäå-

ëåííûõ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â óêàçàííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Ïðè ðåàëèçà-

öèè àëãîðèòìà êîìïîíåíòû âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà ìîæíî âû÷èñëÿòü

è ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íî ýòî ìîæåò

îêàçàòüñÿ åùå îäíèì ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïîãðåøíîñòü âû÷èñëå-

íèé, è âûçûâàòü çíà÷èòåëüíûå ðàñõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷,

÷òî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíê-

öèè (16) ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ è íà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïðîöåññà ðåøåíèÿ äèíà-

ìè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðè ýòîì â íåñêîëüêî

ðàç ïðåâûøàåò âðåìÿ, çà êîòîðîå íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå,

êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà âû÷èñëÿþòñÿ õîòÿ è ïðèáëèæåí-

íî, íî íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ èõ âûðàæåíèé.
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Ò à á ë è ö à 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Íîìåð
òåñòà Èñõîäíûå äàííûå

Çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëîâ

	 è I1

Îïòèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ

êîîðäèíàò
öåíòðîâ

ïîäìíîæåñòâ

Îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå

1 2 3 4 5

1

�0 4( , )x y �

b1 50�

b2 50�

�1 0 0 0 25� ( . , . )

� 2 0 0 0 79� ( . , . )

	* .� 2 31560

I1 2 3159* .�

�1 0 443 0 251� ( . , . )

� 2 0 504 0 75� ( . , . )

2

�0 1( , )x y �

b0 50�

b1 50�

�
1

0
0 3 0 3

( )
( . , . )�

�
2

0
0 8 0 2

( )
( . , . )�

	* .� 0 59771

I1 0 59820* .�

�1 0 265 0 509� ( . , . )

� 2 0 767 0 519� ( . , . )

3

�0 3( , )x y �

b1 20�

b2 0 7� .

b3 2 0� .

�
1

0
0 3 0 3

( )
( . , . )�

�
2

0
0 8 0 2

( )
( . , . )�

�
3

0
0 0 0 0

( )
( . , . )�

	* .� 1 8772

I1 1 8753* .�

�1 0 497 0 335� ( . , . )

� 2 0 911 0 641� ( . , . )

� 3 0 299 0 811� ( . , . )

4

�0 3( , )x y �

b1 0 6� .

b2 10�

b3 0 4� .

b4 10�

	* .� 0 56505

I1 0 56523* .�

�1 0178 0169� ( . , . )

� 2 0 704 0 324� ( . , . )

� 3 0 844 0 772� ( . , . )

� 4 0 295 0 724� ( . , . )

5

�0 0 5 1� �sin( . )xy

b1 50�

b2 50�

�
1

0
0 3 0 3

( )
( . , . )�

�
2

0
0 8 0 2

( )
( . , . )�

	* .� 0 49994

I1 0 50014* .�
�1 0197 0 523� ( . , . )

� 2 0 876 0 432� ( . , . )

6

�0 10( , )x y �

b1 50�

b2 50�

b3 100�

b4 20�

	* .� 12 495

I1 12 491* .�

�1 0 296 0 242� ( . , . )

� 2 0 709 0 226� ( . , . )

� 3 0 225 0 678� ( . , . )

� 4 0 710 0 768� ( . , . )

�1

� 2

� 2
�1

� 2

�1

� 3

�1
� 2

� 3

� 4

�1

� 2



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà äèíàìè÷åñêîé

çàäà÷è ÎÐÌ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ, êî-

òîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôàçîâóþ òðàåê-

òîðèþ. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé

çàäà÷è. Ïðèâåäåí ìåòîä è ÷èñëåííûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâà-

íû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷.
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Ïðîäîëæåíèå òàáë. 1

1 2 3 4 5

7

�0 3( , )x y �
b1 0 8� .

b2 10�
b3 4�

b4 0�

�
1

0
0 3 0 3

( )
( . , . )�

�
2

0
0 8 0 2

( )
( . , . )�

�
3

0
0 1 0 5

( )
( . , . )�

�
4

0
0 245 0 235

( )
( . , . )�

	* .� 2 45119

I1 2 44955* .�

�1 0153 0174� ( . , . )

� 2 0 614 0 565� ( . , . )

� 3 0 321 0 330� ( . , . )

� 4 0 245 0 235� ( . , . )

8

�0 500( , )x y �

b0 300�

b1 400�

�
1

0
0 3 0 3

( )
( . , . )�

�
2

0
0 8 0 2

( )
( . , . )�

	* .� 827301

I1 80584 5* .�

�1 � (0.238, 0.374)

� 2 0 550 0 733� ( . , . )

9

�0 1( , )x y �

b0 0 9� .

b1 0 5� .

b2 0 2� .

b3 1�

b4 2 2� .

b5 1 5� .

	* .� 0 04618

I1 0 04626* .�

�1 0 514 0 510� ( . , . )

� 2 0184 0 267� ( . , . )

� 3 0 506 0138� ( . , . )

� 4 0 836 0 271� ( . , . )

� 5 0 786 0 804� ( . , . )

� 6 0 242 0 803� ( . , . )


