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Анотацiя. Нехай F — невiд’ємна, неспадна, необмежена i неперерв-
на справа на [0, +∞) функцiя, а функцiя f невiд’ємна на [0, +∞).
Отримано асимптотичнi оцiнки ln

∫∞

0
f(x)exσdF (x) через ln µ(σ) =

sup{ln f(x) + xσ : x ≥ 0}, σ ∈ R.
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Ключовi слова та фрази. Iнтеграл Лапласа-Стiльтьєса, ряди Дi-
рiхле, максимальний член.

Нехай F — невiд’ємна, неспадна, необмежена i неперервна спра-
ва на [0,+∞) функцiя, а f — така невiд’ємна на [0,+∞) функцiя,
що для кожних σ ∈ R i A > 0 iснує iнтеграл Лебега–Стiльтьєса∫ A
0 f(x)exσdF (x). Iнтегралом Лапласа–Стiльтьєса будемо називати

I(σ) =

∞∫

0

f(x)exσdF (x). (1)

Нехай σµ — абсциса максимуму пiдiнтегральної функцiї µ(σ) =
= sup{f(x)exσ : x ≥ 0}, σ ∈ R, тобто σµ — таке дiйсне число,
що µ(σ) < +∞ для всiх σ < σµ i µ(σ) = +∞ для всiх σ > σµ.
Якщо µ(σ) = +∞ для всiх σ, то приймаємо σµ = −∞, а якщо
µ(σ) < ∞ для всiх σ, то вважаємо σµ = +∞. Неважко показати,
що σµ = lim x→+∞

1
x ln 1

f(x) . Надалi будемо вважати, що σµ = +∞,

але f(x) 6≡ 0 на кожному промiжку [x0,+∞).

Якщо (λn) — зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел
(λ0 = 0), F (x) = n(x), де n(t) =

∑
λn≤t

1 — лiчильна функцiя цiєї
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послiдовностi, а f — така невiд’ємна на [0,+∞) функцiя, що f(λn) =
an ≥ 0 для всiх n ≥ 0, то

I(σ) =
∞∑

n=0

ane
λnσ (2)

є рядом Дiрiхле з невiд’ємними показниками та коефiцiєнтами, а
µ(σ) = max{|an|eλnσ : n ≥ 0} є його максимальним членом.

Через Ω(+∞) позначимо клас додатних, необмежених на (−∞,
+∞) функцiй Φ, для яких похiдна Φ′ є додатною, неперервно дифе-
ренцiйовною i зростаючою до +∞ на (−∞,+∞) функцiєю. Для Φ ∈
Ω(+∞) нехай ϕ — функцiя, обернена до Φ′, а Ψ(σ) = σ−Φ(σ)/Φ′(σ) —
функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном. Тодi [1, 2] функцiя Ψ є не-
перервно диференцiйовною i зростаючою до +∞ на (−∞,+∞), а
функцiя ϕ є неперервно диференцiйовною i зростаючою до +∞ на
(0,+∞).

Зв’язок мiж зростанням lnµ(σ) i поводженням f(x) як для iнтег-
ралу (1), так i для ряду Дiрiхле (2) вивчений у статтях [1, 2], де,
зокрема, доведено таке твердження.

Твердження 1. Нехай σµ = +∞ i Φ ∈ Ω(+∞). Для того, щоб
lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0, необхiдно i досить, щоб ln f(x) ≤
−xΨ(ϕ(x)) для всiх x ≥ x0.

Для рядiв Дiрiхле (2) зв’язок мiж зростанням ln I(σ) i lnµ(σ) до-
слiджувався в працях багатьох авторiв; вкажемо тут тiльки на стат-
тi [3–5], присвяченi дослiдженню умов на (λn), за яких ψ(ln I(σ)) ∼
ψ(lnµ(σ)), σ → +∞, де ψ — додатна, неперервна i зростаюча до
+∞ на [x0, +∞) функцiя. У загальному випадку iнтегралiв Лапласа–
Стiльтьєса (1) зв’язок мiж зростанням ln I(σ) i lnµ(σ) дослiджувався
у статтi [6], де вказано достатню умову на F , за якої асимптотична не-
рiвнiсть ψ(ln I(σ)) ≤ (1 + o(1))ψ(lnµ(σ)) правильна при 0 ≤ σ → +∞
зовнi деякої виняткової множини скiнченної мiри.

Деякi оцiнки I(σ) через µ(σ) зверху отримано в [7]. Зокрема, до-
ведено, що якщо σµ = +∞ i limx→+∞(lnF (x))/x = τ < +∞, то для
кожного ε > 0 i всiх σ ≥ σ0(ε) правильна нерiвнiсть I(σ) ≤ µ(σ+τ+ε)
за умови limx→+∞(lnF (x))/x = τ < +∞, i I(σ) ≤ K(ε)(µ(σ/(1 −
h − ε)))1−h−ε для кожного ε ∈ (0, 1 − h) i всiх σ ≥ σ0(ε) за умови
limx→+∞(lnF (x))/ ln(1/f(x)) = h < 1. Якщо σµ = 0, то для кожного
ε > 0 i всiх σ ∈ [σ0(ε), 0) правильна нерiвнiсть I(σ) ≤ K(ε)(µ(σ/(1 +
h+ ε)))1+h+ε, за умови limx→+∞(lnF (x))/ ln f(x) = h < +∞ .
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Позначимо через S∞(Λ,Φ) — клас рядiв Дiрiхле (2) зi заданою
послiдовнiстю показникiв Λ = (λn), для яких σµ = +∞ i lnµ(σ) ≤
Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0. З теореми 1 з [4] i наведеного вище твердження
1 випливає наступне твердження.

Твердження 2. Нехай σµ = +∞ i Φ ∈ Ω(+∞). Для того, щоб для
кожного ряду Дiрiхле (2) з класу S∞(Λ,Φ) правильною була асимп-
тотична нерiвнiсть ln I(σ)) ≤ (1 + o(1)) lnµ(σ), σ → +∞, необхiдно
i досить, щоб lnn = O(Ψ(ϕ(λn))), n→ ∞.

Метою даної замiтки є узагальнення цього твердження на випадок
iнтегралiв (1).

Позначимо через V клас невiд’ємних, неспадних, необмежених
i неперервних справа на [0,+∞) функцiй, а через LS∞(F,Φ) клас
iнтегралiв (1) зi заданою функцiєю F ∈ V , для яких σµ = +∞ i
lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0.

Теорема 1. Нехай F ∈ V i Φ ∈ Ω(+∞). Для того, щоб для кожно-
го iнтегралу I ∈ LS∞(F,Φ) правильною була асимптотична нерiв-
нiсть ln I(σ)) ≤ (1 + o(1)) lnµ(σ), σ → +∞, необхiдно i досить, щоб
lnF (x) = O(Ψ(ϕ(x))), x→ ∞.

Доведення. Почнемо з достатностi. За твердженням 1 ln f(x) ≤
−xΨ(ϕ(x)) для всiх x ≥ x0. Позначимо x(σ) = Φ′(Ψ−1(2σ)). Тодi
x(σ) ≥ x0 для σ ≥ σ0 i з огляду на умову lnF (x) = O(Ψ(ϕ(x))), x →
∞, маємо

I(σ) =

( x(σ)∫

0

+

∞∫

x(σ)

)
f(x)exσ dF (x) ≤

≤ µ(σ)F (x(σ)) +

∞∫

x(σ)

exp{−x(Ψ(ϕ(x)) − σ)} dF (x) ≤

≤ µ(σ)F (x(σ)) +

∞∫

x(σ)

exp
{
− xΨ(ϕ(x))

2

}
dF (x) ≤

≤ µ(σ)F (x(σ)) +

∞∫

x(σ)

F (x) exp
{
− xΨ(ϕ(x))

2

}ϕ(x)

2
dx ≤
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≤ µ(σ)F (x(σ)) +

∞∫

x(σ)

exp
{
− xΨ(ϕ(x))

3

}ϕ(x)

2
dx ≤

≤ µ(σ)F (x(σ)) + o(1), σ → +∞,

тобто
ln I(σ) ≤ lnµ(σ) + lnF (x(σ)) + o(1), σ → +∞. (3)

Але, з одного боку, з огляду на умову lnF (x) = O(Ψ(ϕ(x))), x→ ∞,

lim
σ→+∞

lnF (x(σ))

σ
= lim

σ→+∞

lnF (Φ′(Ψ−1(2σ)))

σ
= 2 lim

x→+∞

ln(x)

Ψ(ϕ(x))
<+∞.

А з iншого боку, оскiльки f(x) 6≡ 0 на кожному промiжку [x0,+∞),
тобто f(xk) > 0 для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (xk),
то µ(σ) ≥ f(xk)e

σxk для кожного фiксованого k i всiх σ, звiд-

ки lim σ→+∞
lnµ(σ)
σ ≥ xk i, отже, lim σ→+∞

lnµ(σ)
σ = +∞. Тому з

нерiвностi (3) отримуємо асимптотичну нерiвнiсть ln I(σ)) ≤ (1 +
o(1)) lnµ(σ), σ → +∞. Достатнiсть умови lnF (x) = O(Ψ(ϕ(x))), x→
∞, доведено.

Припустимо тепер, що ця умова не виконується, тобто iснують
повiльно зростаюча до +∞ функцiя α i послiдовнiсть (xk) такi, що
lnF (xk) ≥ α(xk)Ψ(ϕ(xk))). Зрозумiло, ми можемо вважати, що по-
слiдовнiсть (xk) зростає досить швидко (швидкiсть її зростання буде
описана нижче). Нам треба побудувати невiд’ємну функцiю f так,
щоб σµ = +∞, lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 i асимптотична нерiв-
нiсть ln I(σ)) ≤ (1 + o(1)) lnµ(σ), σ → +∞, була неправильною.

Крiм послiдовностi (xk) розглянемо ще двi послiдовностi (tk) i (τk)
такi, що xk < tk+1 < τk+1 < xk+1, i приймемо

f(x) =





exp{−xΨ(ϕ(x))}, xk ≤ x ≤ tk+1,

0, tk+1 < x < τk+1,

f(xk+1) exp{κk(xk+1 − x)}, τk+1 ≤ x ≤ xk+1,

де

κk :=
ln f(tk+1) − ln f(xk+1)

xk+1 − tk+1
=

=
xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − tk+1Ψ(ϕ(tk+1))

xk+1 − tk+1
=

=
1

xk+1 − tk+1

xk+1∫

tk+1

ϕ(t) dt ↑ +∞, k → ∞.
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Покажемо спочатку, що σµ = +∞ i lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0.
Для цього за твердженням 1 досить показати, що

f(xk+1) exp{κk(xk+1 − x)} ≤ exp{−Ψ(ϕ(x))}, τk+1 ≤ x ≤ xk+1,

тобто нерiвнiсть

xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − xΨ(ϕ(x))

xk+1 − x
≥ κk, τk+1 ≤ x ≤ xk+1,

яка еквiвалентна нерiвностi

s(x) :=
1

xk+1 − x

xk+1∫

x

ϕ(t) dt ≥ κk =

=
1

xk+1 − tk+1

xk+1∫

tk+1

ϕ(t) dt = s(tk+1), τk+1 ≤ x ≤ xk+1. (4)

Але для x ≤ xk+1

s′(x) =
1

(xk+1 − x)2

( xk+1∫

x

ϕ(t) dt− ϕ(x)(xk+1 − x)

)
≥ 0,

тобто функцiя s(x) неспадна i, оскiльки x ≥ τk+1 > tk+1, то нерiвнiсть
(4) правильна i, отже, σµ = +∞ i lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0.

Покажемо тепер, що для всiх x 6∈ [τk+1, xk+1]

f(x) exp{κkx} ≤ f(xk+1) exp{κkxk+1}. (5)

Справдi, якщо x ∈ [xj , tj+1] i j ≥ k + 1, то x ≥ xk+1 i нерiвнiсть
(5) еквiвалентна нерiвностi

xΨ(ϕ(x)) − xk+1Ψ(ϕ(xk+1))

x− xk+1
≥ κk =

=
xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − tk+1Ψ(ϕ(tk+1))

xk+1 − tk+1
,

тобто

1

x− xk+1

x∫

xk+1

ϕ(t) dt ≥ 1

xk+1 − tk+1

xk+1∫

tk+1

ϕ(t) dt.
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Оскiльки функцiя ϕ зростає i x ≥ xk+1 > tk+1, то остання нерiвнiсть
очевидна, i отже, оцiнка (5) правильна.

Якщо x ∈ [xj , tj+1] i j ≤ k, то x ≤ tk+1 < xk+1 i нерiвнiсть (5)
еквiвалентна нерiвностi

xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − xΨ(ϕ(x))

xk+1 − x
≤ κk =

=
xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − tk+1Ψ(ϕ(tk+1))

xk+1 − tk+1
, (6)

тобто доведенiй вище нерiвностi (4). Тому в цьому випадку оцiнка (5)
є правильною.

Якщо ж x ∈ [τj+1, xj+1] i j ≥ k + 1, то x > xk+1 i нерiвнiсть (5)
еквiвалентна нерiвностi

f(xj+1) exp{κj(xj+1 − x)} exp{κkx} ≤ f(xk+1) exp{κkxk+1},

тобто

xj+1Ψ(ϕ(xj+1) − xk+1Ψ(ϕ(xk+1) ≥ κj(xj+1 − x) + κk(x− xk+1).

Але κj(xj+1 − x) + κk(x − xk+1) ≤ κj(xj+1 − xk+1). Тому нерiвнiсть
(5) є правильною, якщо

xj+1Ψ(ϕ(xj+1)) − xk+1Ψ(ϕ(xk+1))

xj+1 − xk+1
≤ κj =

=
xj+1Ψ(ϕ(xj+1)) − tj+1Ψ(ϕ(tj+1))

xj+1 − tj+1
,

тобто

1

xj+1 − xk+1

xj+1∫

xk+1

ϕ(t) dt ≥ 1

xj+1 − tj+1

xj+1∫

tj+1

ϕ(t) dt.

Оскiльки tj+1 > xk+1, то, як видно з доведення нерiвностi (4), остання
нерiвнiсть правильна i, отже, правильною є оцiнка (5).

Нарештi, якщо x ∈ [τj+1, xj+1] i j ≤ k−1, то x < xk+1, а нерiвнiсть
(5) еквiвалентна нерiвностi

xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − xj+1Ψ(ϕ(xj+1)) ≤ κk(xk+1 − x) − κj(xj+1 − x).

Але κk(xk+1 − x) − κj(xj+1 − x) ≥ κk(xk+1 − xj+1). Тому нерiвнiсть
(5) є правильною, якщо

xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − xj+1Ψ(ϕ(xj+1))

xk+1 − xj+1
≤ κk.
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Остання нерiвнiсть збiгається з нерiвнiстю (6) x = xj+1 i, отже, є
правильною. Нерiвнiсть (5) доведено.

Зауважимо, що для x ∈ [τk+1, xk+1]

f(x) exp{κkx} =

= f(xk+1) exp{κk(xk+1 − x)} exp{κkx} =

= f(xk+1) exp{κkxk+1}.

Тому з огляду на (5) маємо рiвнiсть

µ(κk) = f(xk+1) exp{κkxk+1}, (7)

якi б не були послiдовностi (xk), (tk) i (τk) такi, що xk < tk+1 < τk+1 <
xk+1.

З iншого боку,

I(κk) ≥
xk+1∫

τk+1

f(x)exκk dF (x) =

=

xk+1∫

τk+1

f(xk+1) exp{κk(xk+1 − x)}exκk dF (x) =

= f(xk+1) exp{κkxk+1}(F (xk+1) − F (τk+1)).

Тому, якщо τk+1 таке, що F (xk+1) ≥ 2F (τk+1), то

ln I(κk) ≥ lnµ(κk) + lnF (xk+1) − 1/2 ≥
≥ lnµ(κk) + α(xk+1)Ψ(ϕ(xk+1)) − 1/2. (8)

Зрозумiло, що ми можемо вибрати послiдовностi (xk), (tk) i (τk) так,
що крiм нерiвностi F (xk+1) ≥ 2F (τk+1), правильними були також
наступнi спiввiдношення

Ψ(ϕ(tk+1))

Ψ(ϕ(xk+1))
→ 0 (k → ∞),

tk+1

xk+1
→ 0 (k → ∞),

tk+1 ≤ α(xk+1) (k ≥ k0).

Тодi

lnµ(κk) = ln f(xk+1) + κkxk+1 = −xk+1Ψ(ϕ(xk+1))+
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+
xk+1Ψ(ϕ(xk+1)) − tk+1Ψ(ϕ(tk+1))

xk+1 − tk+1
xk+1 =

=
xk+1tk+1(Ψ(ϕ(xk+1)) − Ψ(ϕ(tk+1)))

xk+1 − tk+1
=

= (1 + o(1))tk+1Ψ(ϕ(xk+1)) ≤
≤ (1 + o(1))α(xk+1)Ψ(ϕ(xk+1)), k → ∞.

Звiдси i з (8) випливає, що ln I(κk) ≥ 2(1 + o(1)) lnµ(κk), k → ∞, i
отже, теорему 1 повнiстю доведено.

Перейдемо до оцiнки iнтегралу Лапласа–Стiльтьєса знизу. Оскi-
льки для ряду Дiрiхле (2) ane

σλn ≤ I(σ) для всiх n i σ < σµ, то у цьо-
му випадку µ(σ) ≤ I(σ) для всiх σ < σµ. Для iнтегралу (1) у загально-
му така нерiвнiсть не є правильною. Справдi, якщо вiзьмемо f(x) = 0
для x 6= n i f(x) = bn > 0 для x = n, то I(σ) =

∫∞
0 f(x)exσdx = 0, а

µ(σ) = sup{f(x)exσ : x ≥ 0} = sup{bneσλn : n ≥ 0} > 0 i, отже, жод-
ної оцiнки I(σ) знизу через µ(σ) подати не можна. Проте за певних
умов на функцiї f та F оцiнити I(σ) знизу через µ(σ) можна.

Нехай F ∈ V . Будемо говорити, що додатна функцiя f має регу-
лярну змiну вiдносно F , якщо iснують числа a ≥ 0, b ≥ 0 i h > 0 такi,
що для всiх x ≥ a

x+b∫

x−a

f(t) dF (t) ≥ hf(x). (9)

Якщо функцiя f неперервна i 0 < λ1(ξ) ≤ f(x+ ξ)/f(x) ≤ λ2(ξ) <
+∞ для всiх x ≥ 0 та ξ ≥ 0, то f має регулярну змiну вiдносно
F (x) ≡ x.

Зауважимо також, що оскiльки ряд Дiрiхле (2) можна записати у
виглядi iнтегралу (1) з f(x) = an для x = λn та f(x) = 0 для x 6= λn
i F (x) = n(x), де n(x) — лiчильна функцiя послiдовностi (λn), то
виконання умови (9) для рядiв Дiрiхле (2) є очевидним.

Теорема 2. Нехай F ∈ V , а функцiя f має регулярну змiну вiдносно
F i σµ = +∞. Тодi lnµ(σ) ≤ (1 + o(1)) ln I(σ), σ → σµ.

Доведення. Для σ ≥ 0 маємо

I(σ) ≥
x+b∫

x−a

f(t)eσt dF (t) ≥ exσ−aσ
x+b∫

x−a

f(t) dF (t) ≥ he−aσf(x)exσ,

тобто f(x)exσ ≤ eaσI(σ)/h, x ≥ a, звiдки випливає нерiвнiсть µ(σ) ≤
eaσI(σ)/h +K1, K1 = const > 0. Але, як було зауважено у доведеннi
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теореми 1, σ/ lnµ(σ) → 0, σ → +∞. Тому звiдси отримуємо спiввiдно-
шення lnµ(σ) ≤ (1 + o(1)) ln I(σ), σ → +∞. Теорему 2 доведено.

З теорем 1 i 2 випливає наступне твердження.

Наслiдок. Нехай F ∈ V , Φ ∈ Ω(+∞), а функцiя f має регуляр-
ну змiну вiдносно F . Якщо lnF (x) = O(Ψ(ϕ(x)), x → +∞, то для
кожного iнтегралу I ∈ LS∞(F,Φ) є правильною асимптотична рiв-
нiсть ln I(σ)) = (1 + o(1)) lnµ(σ), σ → +∞.
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