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Анотацiя. Дослiджено нерiвнiсть

∫

Qτ

(
ut +

l∑

i=1

Ai(x, t)uxi
+ C(x, t)u + g(u) − f(x, t), v − u

)
dx dt ≥ 0,

τ ∈ (0, T ], з початковою умовою u(x, 0) = u0(x), де (·, ·) — ска-
лярний добуток у просторi R

m, Ai, C — квадратнi матрицi поряд-
ку m, g = col(g1, . . . , gm), u = col(u1, . . . , um), f = col(f1, . . . , fm),
v = col(v1, . . . , vm), в обмеженiй областi Q = Ω × (0, T ).
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Ключовi слова та фрази. Гiперболiчна варiацiйна нерiвнiсть.

Варiацiйнi нерiвностi для гiперболiчних диференцiальних опера-
торiв другого порядку дослiджували багато авторiв [1–13]. Зокрема,
у працях [2–6] розглянуто деякi одностороннi задачi для строго гi-
перболiчних операторiв

L1u ≡ a0(u)utt −
n∑

i=1

(ai(uxi))xi + f(x, t, u, ut), a0 > 0,

L2u ≡ utt − a(u)∆u+ f(x, t, u, ut), a(s) > 0

в обмеженiй областi QT = Ω×(0, T ), а в [7,8] в областi такого ж вигля-
ду одностороннi задачi дослiджено для нелокального квазiлiнiйного
гiперболiчного оператора

L3u ≡ utt − (−1)ma

(∫

Ω

|∇xu|2 dx
)

∆m
x u+ f(x, t), m ≥ 1.
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У працi [9] вивчено односторонню задачу в обмеженiй областi для
системи квазiлiнiйних гiперболiчних нерiвностей вигляду

utt −M(‖∇u‖2
L2(Ω))∆u+ δ |ut|ρ ut ≥ µ |u|ρ u,

M(s) = a+ bs, a+ b ≥ 0, b ≥ 0, α ≥ 0, ρ ≥ 0, δ > 0, µ ∈ R.
У [10] доведено однозначну розв’язнiсть односторонньої задачi в

обмеженiй областi для так званого сильно збуреного нелiнiйного гi-
перболiчного оператора третього порядку

Lu ≡ k(u)utt − ∆u−
n∑

i=1

(ωi(∇ut))xi + f(ut) − g(x, t),

де ωi — нелiнiйнi функцiї, i розв’язнiсть односторонньої задачi для
нелiнiйного рiвняння k(ut)utt−∆u−∑n

i=1 (ωi(∇ut))xi + f(ut) = g(x, t).
Аналогiчнi проблеми вивчено для одностороннiх задач з виродженим
гiперболiчним оператором k(ut)utt−uxx = f(x, t) вQT = (0, T )×(0, 1),
k(s) ≥ 0 у працi [11].

Деякi результати iснування та єдиностi розв’язкiв гiперболiчних
варiацiйних нерiвностей одержано i для необмежених областей. Так
у працi [12] в необмеженому за t цилiндрi (0,∞) × Ω розглянуто
односторонню задачу з обмеженням |u(x, t)| ≤ ϕ(t) для рiвняння
utt − ∆u + a(u) = f , а в [5] — одностороння задача з обмеженням
|uxt| ≤ θ(t) для рiвняння utt − uxx + αut + f(x, t, u) = 0. Лiнiйнi гi-
перболiчнi варiацiйнi нерiвностi у пiвпросторi (x, t) ∈ Rn

+ × R i їхню
фiзичну iнтерпретацiю вивчено в [13].

У цiй працi дослiджено систему гiперболiчних варiацiйних нерiв-
ностей першого порядку. Зазначимо, що задачу для вiдповiдної гi-
перболiчної системи розглянуто, зокрема, у монографiї [1].

Нехай Ω — обмежена область в R
l з межею ∂Ω ∈ C1, Qτ = {(x, t) :

x ∈ Ω, 0 < t < τ}, τ ∈ (0, T ], Ωτ = QT ∩ {t = τ}.
Розглянемо нерiвнiсть

∫

Qτ

(
ut +

l∑

i=1

Ai(x, t)uxi +C(x, t)u+ g(u)− f(x, t), v− u

)
dx dt ≥ 0, (1)

τ ∈ (0, T ], з початковою умовою

u(x, 0) = u0(x), (2)

де (·, ·) — скалярний добуток у просторi R
m, Ai(x, t) = [aiks(x, t)]m×m,

C(x, t) = [cks(x, t)]m×m, g = col(g1, . . . , gm), u = col(u1, . . . , um), f =
col(f1, . . . , fm), v = col(v1, . . . , vm).
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Припустимо, що виконуються вiдповiдно умови:
(A): елементи матриць Ai належать до простору C(QT ), елемен-
ти матриць Aixj , Ait належать до простору L∞(QT ) для всiх i, j =
1, . . . , l;
Ai(x, t) = A∗

i (x, t), i = 1, . . . , l для всiх (x, t) ∈ QT (* позначає транс-
понування матрицi);
(C): елементи матрицi C належать до простору L∞(QT );
(G): функцiї g є неперервними в R

m й iснує така невiд’ємна стала
g1, що для довiльних ξ ∈ R

m виконуються нерiвностi

|gi(ξ)| ≤ g1

m∑

j=1

|ξj |p−1, i = 1, . . . ,m, p > 1,

(g(ξ), ξ) ≥ 0;

елементи матрицi G є неперервними в R
m\{0} i (G(η)ξ, ξ) ≥ 0 для

всiх η, ξ ⊂ R
m, де

G(η) =




∂g1(η)
∂η1

. . . ∂g1(η)
∂ηm

. . . . . . . . .
∂gm(η)
∂η1

. . . ∂gm(η)
∂ηm


 .

Позначимо через S1
τ множину точок поверхнi Sτ = ∂Ω×(0, τ), τ ∈

(0, T ], для яких
l∑

i=1

(Ai(x, t) cos(ν, xi)ξ, ξ) < 0

для всiх ξ ∈ R
m\{0}, через S2

τ множину тих точок поверхнi Sτ , для
яких

l∑

i=1

(Ai(x, t) cos(ν, xi)ξ, ξ) ≥ 0

для всiх ξ ∈ R
m, де ν є зовнiшньою нормаллю до ∂Ω.

Введемо простiр

V1(QT ) = {u : u ∈ H1(QT ), u|S1
T

= 0}.

Нехай K = {u : u ∈ (L2(Ω))m, B(u) = 0}, де оператор B : (L2(Ω))m →
(L2(Ω))m, B(u) = col(α1u

−
1 , . . . , αmu

−
m), αi = 0 або 1, i = 1, . . . ,m

й iснує принаймнi одне таке j ∈ {1, . . . ,m}, що αj = 1,

u−(x) =

{
0, u(x) ≥ 0,

−u(x), u(x) < 0.

Нехай q = max {2, p}, q′ = q/(q−1), p′ = p/(p−1), J — множина чисел
j ∈ {1, . . . ,m}, для яких αj = 1.
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Позначимо через K1 множину тих елементiв u ∈ K, для яких
uj = 0 при j ∈ J.

Означення 1. Функцiю u, яка задовольняє включення u ∈ (V1(QT )∩
Lp(QT ))m, u ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), нерiвнiсть (1) для всiх
τ ∈ (0, T ] та для всiх v ∈ (Lq(QT ))m, v ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T )
i початкову умову (2), називатимемо сильним розв’язком задачi (1),
(2).

Говоритимемо, що поверхня ST задовольняє умову (S), якщо
(S): S1

T = Γ1 × (0, T ), S2
T = Γ2 × (0, T ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), (G), (S), елементи
матриць Ct, Cxi , i = 1, . . . , l належать до простору L∞(QT ), u0 ∈
(L2p−2(Ω) ∩ V1(Ω))m ∩ K1, f ∈ (V1(QT ))m, 1 < p ≤ 2l

l−2 для l > 2 i
p > 1 для l = 1, 2. Тодi iснує єдиний сильний розв’язок задачi (1), (2)
в областi QT .

Доведення. Розглянемо допомiжну задачу в областi QT , тобто систе-
му

ut +
l∑

i=1

Ai(x, t)uxi + C(x, t)u+ g(u) − 1

ε
B(u) = f(x, t), ε > 0 (3)

з крайовими умовами
u|S1

T
= 0 (4)

i початковими умовами (2). Знайдемо розв’язок цiєї задачi. Нехай
{ϕk} — система узагальнених власних функцiй задачi

∆u = λu,

u |Γ1= 0,
∂u

∂ν
|Γ2= 0,

причому функцiя ϕk вiдповiдає власному значенню λk. Цiлком анало-
гiчно, як у [15, c. 184–188], можна довести, що система узагальнених
власних функцiй цiєї задачi утворює базу простору V1(Ω). Крiм того,
зазначимо, що ∂u/∂ν має сенс (див. [16, c. 182]). Позначимо через ϕsk,
s = 1, . . . ,m вектор-функцiю, s-тою координатою якої є ϕk, а решта
m − 1 координат — нулi. Тодi, очевидно, система функцiй {ϕsk} бу-
де базою простору (V1(Ω))m. Зазначимо також, що згiдно з умовою
теореми на p простiр V1(Ω) вкладений у Lp(Ω).

Побудуємо послiдовнiсть функцiй

uN (x, t) =
N∑

k=1

m∑

s=1

cNks(t)ϕ
s
k(x), N ∈ N,

де cNks шукаємо як розв’язок такої задачi Кошi:
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∫

Ω

[
(uNt , ϕ

s
k) +

l∑

j=1

(Aj(x, t)u
N
xj , ϕ

s
k) + (C(x, t)uN , ϕsk)+

+ (g(uN ), ϕsk) −
1

ε
(B(uN ), ϕsk) − (f(x, t), ϕsk)

]
dx = 0, (5)

cNks(0) = uN0ks, k = 1, . . . , N, s = 1, . . . ,m, (6)

причому

uN0 (x) =
N∑

k=1

m∑

s=1

uN0ksϕ
s
k(x), lim

N→∞
‖uN0 − u0‖(V1(Ω))m = 0.

Згiдно з теоремою Каратеодорi [14] iснує абсолютно неперервний
розв’язок задачi (5), (6), визначений на деякому промiжку [0, t0]. На
пiдставi оцiнок, одержаних нижче, можемо стверджувати, що t0 = T.
Крiм того, умови теореми забезпечують можливiсть диференцiюван-
ня системи (5) за змiнною t.

Помножимо кожне рiвняння системи (5) на cNks, додамо їх за k вiд
1 до N та за s вiд 1 до m i проiнтегруємо по промiжку [0, τ ], τ ∈ (0, T ].
Пiсля виконання цих операцiй одержимо рiвнiсть

∫

Qτ

[
(uNt , u

N ) +
l∑

j=1

(Aj(x, t)u
N
xj , u

N ) + (C(x, t)uN , uN )+

+ (g(uN ), uN ) − 1

ε
(B(uN ), uN ) − (f(x, t), uN )

]
dx dt = 0. (7)

Перетворимо i оцiнимо кожний доданок рiвностi (7) окремо, врахо-
вуючи вiдповiднi умови теореми. Очевидно,

I1 ≡
∫

Qτ

(uNt , u
N ) dx dt =

1

2

∫

Ωτ

|uN |2dx− 1

2

∫

Ω0

|uN0 |2 dx.

На пiдставi умови (A) iснує така стала a1, що
l∑

i=1
(Axi(x, t)ξ, ξ) ≤ a1|ξ|2

майже для всiх (x, t) ∈ QT i для всiх ξ ∈ R
m. Тому

I2 ≡
∫

Qτ

l∑

j=1

(Aj(x, t)u
N
xj , u

N ) dx dt ≥ −a1

2

∫

Qτ

|uN |2 dx dt.
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Згiдно з умовою (C) iснує така стала c0, що (C(x, t)ξ, ξ) ≥ c0|ξ|2 май-
же для всiх (x, t) ∈ QT i для всiх ξ ∈ R

m. Отже,

I3 ≡
∫

Qτ

(C(x, t)uN , uN ) dx dt ≥ c0

∫

Qτ

|uN |2 dx dt.

На пiдставi умови (G)

I4 ≡
∫

Qτ

(g(uN ), uN ) dx dt ≥ 0.

Крiм того, враховуючи вкладення V1(Ω) у простiр Lp(Ω), одержимо

∫

Qτ

|g(uN )|p′ dx dt ≤ µ0‖uN‖(V1(QT )m , (8)

де стала µ0 не залежить вiд N i ε.

Далi,

I5 ≡ −1

ε

∫

Qτ

(B(uN ), uN ) dx dt = −1

ε

∫

Qτ

m∑

i=1

αi(u
N
i )−uNi dx dt =

=
1

ε

∫

Qτ

m∑

i=1

αi[(u
N
i )−]2 dx dt,

I6 ≡ −
∫

Qτ

(f(x, t), uN ) dx dt ≥ −1

2

∫

Qτ

|uN |2 dx dt− 1

2

∫

Qτ

|f(x, t)|2 dx dt.

Враховуючи оцiнки iнтегралiв I1–I6, з рiвностi (7) одержимо

∫

Ωτ

|uN |2 dx+
1

ε

∫

Qτ

m∑

i=1

αi[(u
N
i )−]2 dx dt ≤

≤ (a1 − 2c0 + 1)

∫

Qτ

|uN |2dx dt+

∫

Qτ

|f(x, t)|2 dx dt, τ ∈ [0, T ]. (9)

Тодi, використовуючи лему Гронуолла–Беллмана, з (9) отримуємо
оцiнки: ∫

Ωτ

|uN |2 dx ≤ µ1, τ ∈ [0, T ], (10)
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∫

QT

|uN |2 dx dt ≤ µ2, (11)

де сталi µ1, µ2 не залежать вiд N i ε.
Помножимо кожне з рiвнянь (5) вiдповiдно на функцiю −λkcNks,

замiнимо λkϕ
s
k на ∆ϕsk, пiдсумуємо за k вiд 1 до N та за s вiд 1 до m

i проiнтегруємо по промiжку [0, τ ], τ ∈ (0, T ]. Пiсля виконання цих
операцiй одержимо рiвнiсть

−
∫

Qτ

[
(uNt ,∆u

N ) +
l∑

j=1

(Aj(x, t)u
N
xj ,∆u

N ) + (C(x, t)uN ,∆uN )+

+ (g(uN ),∆uN ) − 1

ε
(B(uN ),∆uN ) − (f(x, t),∆uN )

]
dx dt = 0. (12)

Перетворимо i оцiнимо кожний доданок (12) окремо. Одержимо:

I7 ≡ −
∫

Qτ

(uNt ,∆u
N ) dx dt =

1

2

l∑

j=1

∫

Ωτ

|uNxj |2 dx− 1

2

∫

Ω0

l∑

j=1

|uN0xj |2 dx;

I8 ≡ −
l∑

i,j=1

∫

Qτ

(Ai(x, t)u
N
xi , u

N
xjxj ) dx dt ≥ −3la0

2

∫

Qτ

l∑

i=1

|uNxi |2 dx dt,

де a0 = max
i,j

ess sup
QT

‖Aixj (x, t)‖, а ‖ · ‖ — евклiдова норма матрицi;

I9 ≡ −
∫

Qτ

l∑

i=1

(C(x, t)uN , uNxixi) dx dt ≥

≥ −1

2
c1

∫

Qτ

|uN |2 dx dt−
(

1

2
− c0

)∫

Qτ

l∑

i=1

|uNxi |2 dx dt,

c1 = ess sup
QT

l∑

i=1

‖Cxi(x, t)‖2;

I10 ≡ −
∫

Qτ

l∑

i=1

(g(uN ), uNxixi) dx dt ≥ 0;

I11 ≡ 1

ε

∫

Qτ

(B(uN ),∆uN ) dx dt =
1

ε

∫

Qτ

m∑

i=1

l∑

j=1

αi[((u
N
i )−)xj ]

2 dx dt ≥ 0;
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I12 ≡
∫

Qτ

(f(x, t),∆uN ) dx dt =

= −1

2

∫

Qτ

l∑

j=1

|fxj (x, t)|2 dx dt−
1

2

∫

Qτ

l∑

j=1

|uNxj |2 dx dt.

Враховуючи оцiнки iнтегралiв I7–I12, з рiвностi (12) одержимо нерiв-
нiсть

∫

Ωτ

l∑

j=1

|uNxj |2 dx ≤ (2 − 2c0 + 3a0l)

∫

Qτ

l∑

i=1

|uNxi |2 dx dt+

+ c1

∫

Qτ

|uN |2 dx dt+

∫

Qτ

l∑

i=1

|fxi(x, t)|2 dx dt. (13)

Використовуючи (10) i лему Гронуолла–Беллмaна, з (13) отримуємо
оцiнки

∫

Ωτ

l∑

j=1

|uNxj |2 dx ≤ µ3, τ ∈ [0, T ], (14)

∫

QT

l∑

j=1

|uNxj |2 dx dt ≤ µ4, (15)

де сталi µ3, µ4 не залежать вiд N i ε.

Продиференцiюємо (5) за t, домножимо на cNkst(t), пiдсумуємо за
k вiд 1 до N та за s вiд 1 до m i проiнтегруємо по промiжку [0, τ ], τ ∈
(0, T ]. Пiсля виконання цих операцiй одержимо рiвнiсть

∫

Qτ

[
(uNtt , u

N
t ) +

l∑

i=1

(Ai(x, t)u
N
xit, u

N
t ) +

l∑

i=1

(Ait(x, t)u
N
xi , u

N
t )+

+ (C(x, t)uN , uNt ) + (Ct(x, t)u
N , uNt ) + (G(uN )uNt , u

N
t )−

− 1

ε
((B(uN ))t, u

N
t ) − (ft(x, t), u

N
t )

]
dx dt = 0. (16)

Оцiнимо доданки рiвностi (16). Одержимо:

I13 ≡
∫

Qτ

(uNtt , u
N
t ) dx dt =

1

2

∫

Ωτ

|uNt |2 dx− 1

2

∫

Ω0

|uNt |2 dx;
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I14 ≡
∫

Qτ

l∑

i=1

(Aiu
N
xit, u

N
t ) dx dt ≥ −a1

2

∫

Qτ

|uNt |2 dx dt;

I15 ≡
∫

Qτ

l∑

i=1

(Ait(x, t)u
N
xi , u

N
t ) dx dt ≤

≤ a2

2

∫

Qτ

l∑

i=1

|uNxi |2 dx dt+
a2l

2

∫

Qτ

|uNt |2 dx dt,

де a2 = max
i

ess sup
QT

‖Ait(x, t)‖;

I16 ≡
∫

Qτ

(C(x, t)uNt , u
N
t )dx dt ≥ c0

∫

Qτ

|uNt |2dx dt;

I17 ≡
∫

Qτ

(Ct(x, t)u
N , uNt ) dx dt ≤ c2

2

∫

Qτ

[
|uN |2 + |uNt |2

]
dx dt,

де c2 = ess sup
QT

‖Ct(x, t)‖;

I18 ≡
∫

Qτ

(G(uN )uNt , u
N
t ) dx dt ≥ 0;

I19 ≡ −1

ε

∫

Qτ

((B(uN ))t, u
N
t ) dx dt ≥ 0;

I20 ≡ −
∫

Qτ

(ft(x, t), u
N
t ) dx dt ≥ −1

2

∫

Qτ

[|ft|2 + |uNt |2] dx dt.

Враховуючи оцiнки iнтегралiв I13–I20, з рiвностi (16) отримуємо не-
рiвнiсть

∫

Ωτ

|uNt |2 dx+ (2c0 − a1 − a2l − c2 − 1)

∫

Qτ

|uNt |2 dx dt ≤
∫

Ω0

|uNt |2 dx+

+ a2

∫

Qτ

l∑

i=1

|uNxi |2 dx dt+ c2

∫

Qτ

|uN |2 dx dt+

∫

Qτ

|ft|2 dx dt. (17)

Оскiльки u0 ∈ K1, то B(uN (x, 0)) = 0. Крiм того, uNxi(x, 0) = uN0xi ,
g(uN (x, 0)) = g(uN0 ).
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Розглянемо систему (5) при t = 0. Помножимо кожне рiвняння
(5) на cNkst(0), додамо їх за k вiд 1 до N та за s вiд 1 до m. Пiсля
виконання цих операцiй одержимо рiвнiсть

∫

Ω0

[
(uNt , u

N
t ) +

l∑

i=1

(Ai(x, t)u
N
xi , u

N
t ) + (C(x, t)uN , uNt )+

+ (g(uN ), uNt ) − 1

ε
(B(uN ), uNt ) − (f(x, 0), uNt )

]
dx = 0. (18)

Оцiнивши кожен доданок (18) i врахувавши умови теореми, отриму-
ємо ∫

Ω0

|uNt |2 dx ≤ µ5, (19)

де µ5 не залежить вiд N i ε.

Використовуючи (11), (15), (19) i лему Гронуолла–Беллмана, з
(17) отримуємо оцiнки

∫

Ωτ

|uNt |2 dx ≤ µ5, τ ∈ [0, T ], (20)

∫

Qτ

|uNt |2 dx ≤ µ6, (21)

де µ5, µ6 не залежить вiд N i ε.

На пiдставi оцiнок (8), (10), (11), (14), (15), (20), (21) iснує пiд-
послiдовнiсть {uNk} послiдовностi {uN}, така, що uNk → uε слабко в
(V1(QT ))m, g(uNk) → g(uε) слабко в (Lp

′
(QT ))m.

Помножимо рiвняння (5) (записанi для Nk) вiдповiдно на функцiї

z
Nk0
ks ∈ C1([0, T ]), додамо їх за k вiд 1 до Nk0 та за s вiд 1 до m i

проiнтегруємо по промiжку [0, τ ], τ ∈ (0, T ]. Одержимо рiвнiсть

∫

Qτ

(
uNkt +

l∑

j=1

Aj(x, t)u
Nk
xj + C(x, t)uNk + g(uNk)−

− 1

ε
B(uNk) − f(x, t), vNk0

)
dx dt = 0, (22)

де vNk0 (x, t) =
Nk0∑
k=1

m∑
s=1

z
Nk0
ks (t)ϕsk(x).
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Зазначимо, що множина функцiй {vNk0} є щiльною в (V1(QT ))m.
Тому перейшовши до границi в (22) спочатку при k → ∞, а потiм
при k0 → ∞, одержимо рiвнiсть

∫

Qτ

(
uεt+

l∑

j=1

Aj(x, t)u
ε
xj+C(x, t)uε+g(uε)− 1

ε
B(uε)−f(x, t), v

)
dx dt = 0,

(23)
правильну для довiльної v ∈ (V1(QT ))m. З (23) випливає, що uε є
розв’язком задачi (3), (2) майже всюди для кожного фiксованого ε та
на S1

T виконується рiвнiсть uε(x, t) = 0.
Отже, отримано множину {uε} розв’язкiв задач (2)–(4). Для цих

функцiй виконуються оцiнки (8), (11), (14), (15), (20), (21). Тому iснує
пiдпослiдовнiсть {uεk} ⊂ {uε}, така, що uεk → u слабко в (V1(QT ))m,
uεk → u сильно в (L2(QT ))m, g(uεk) → z слабко в (Lp

′
(QT ))m при

k → ∞. Згiдно з [1, лема 1.3, с. 25] g(uεk) → g(u) слабко в (Lp
′
(QT ))m.

Оскiльки функцiя uε є розв’язком майже всюди системи (3), то
‖B(uεk)‖(Lq

′
(QT ))m ≤ µ7ε i B(uε) → 0 слабко в (Lq

′
(QT ))m.

Оператор B монотонний i семiнеперервний. Тому B(u) = 0, звiдки
випливає, що u ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ).

Нехай v ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ). Тодi

∫

Qτ

(
uεkt +

l∑

i=1

Aiu
εk
xi + Cuεk + g(uεk) − f, v − uεk

)
dx dt−

− 1

ε

∫

Qτ

(B(uεk), v − uεk) dx dt = 0. (24)

Оскiльки B(v) = 0, то з (24) матимемо

∫

Qτ

(
uεkt +

l∑

i=1

Aiu
εk
xi + Cuεk + g(uεk) − f, v − uεk

)
dx dt ≥ 0. (25)

Спрямувавши k → ∞ у рiвностi (25), отримуємо

∫

Qτ

(
ut +

l∑

i=1

Aiuxi + Cu+ g(u) − f, v − u

)
dx dt ≥ 0

для всiх v ∈ (Lq(QT ))m, v ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ) та для всiх
τ, τ ∈ (0, T ]. Тобто, функцiя u є розв’язком задачi (1), (2).

Доведемо єдинiсть розв’язку. Припустимо, що iснують два сильнi
розв’язки u(1) i u(2) задачi (1), (2). Тодi для довiльного τ ∈ (0, T ] та
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всiх v ∈ (Lq(QT ))m, v ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ) виконується
нерiвнiсть

∫

Qτ

(
u

(k)
t +

l∑

i=1

Aiu
(k)
xi +Cu(k) + g(u(k))− f, v− u(k)

)
dx dt ≥ 0, k = 1, 2.

(26)
Приймемо, що v = (u(1) + u(2))/2. Додавши двi останнi нерiвностi i
позначивши u = u(1) − u(2), отримаємо

∫

Qτ

(
ut +

l∑

i=1

Aiuxi + Cu+ g(u(1)) − g(u(2)), u

)
dx dt ≤ 0. (27)

Оцiнивши кожен доданок рiвностi (27) (аналогiчно як (7)), отримаємо
нерiвнiсть

1

2

∫

Ωτ

|u|2 dx+

(
c0 −

a1

2

)∫

Qτ

|u|2 dx dt ≤ 0.

З цiєї нерiвностi, за лемою Гронуолла–Беллмана будемо мати, що∫
Ωτ

|u|2 dx ≤ 0. Тобто, u(x, t) = u(1)(x, t) − u(2)(x, t) = 0.
Теорему доведено.

Означення 2. Функцiю, яка належить до множини K майже для
всiх t ∈ (0, T ) i є границею у просторi (C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(QT ))m

послiдовностi функцiй {uk}, таких, що кожна uk є сильним розв’яз-
ком нерiвностi

∫

Qτ

(
ut+

l∑

i=1

Ai(x, t)uxi+C
k(x, t)u+g(u)−fk(x, t), v−u

)
dx dt ≥ 0, (28)

τ ∈ (0, T ] з початковою умовою

u(x, 0) = uk0(x), (29)

де елементи матриць Ck збiгаються до вiдповiдних елементiв ма-
трицi C у просторi L∞(QT ), послiдовнiсть функцiй fk збiгається до
f у просторi (Lq

′
(QT ))m, послiдовнiсть функцiй uk0 збiгається до u0

у просторi (L2(QT ))m при k → ∞, називатимемо слабким розв’яз-
ком задачi (1), (2).

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C), (G), (S), u0 ∈ K1,
f ∈ (Lq

′
(QT ))m, 1 < p ≤ 2l

l−2 для l > 2 i p > 1 для l = 1, 2. Тодi iснує
єдиний слабкий розв’язок задачi (1), (2) в областi QT .
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Доведення. Нехай елементи матриць Ck, Ckt , C
k
xi , i = 1, . . . , l нале-

жать до простору L∞(QT ), uk0 ∈ (L2p−2(Ω) ∩ V1(Ω))m ∩ K1, f
k ∈

(V1(QT ))m i елементи матриць Ck збiгаються до вiдповiдних елемен-
тiв матрицi C у просторi L∞(QT ), fk → f у просторi (Lq

′
(QT ))m,

uk0 → u0 у просторi (L2(QT ))m при k → ∞.

Тодi для кожного k ∈ N iснує uk, сильний розв’язок нерiвностi
(28), з початковою умовою (29). Доведемо фундаментальнiсть по-
слiдовностi {uk} у просторi (C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(QT ))m. Приймемо
v = (uk + us)/2. Розглянемо нерiвностi (28), записанi для uk i us,
додамо їх i позначимо uk,s = uk − us. Тодi отримаємо нерiвнiсть

∫

Qτ

(
uk,st +

l∑

i=1

Aiu
k,s
xi + Csuk,s + (Ck − Cs)uk+

+ g(uk) − g(us) − (fk − fs), uk,s
)
dx dt ≤ 0. (30)

Очевидно, що sup
k

ess sup
QT

‖Ck(x, t)‖= c0<∞, sup
k

‖fk‖(Lq
′
(QT ))m <∞,

sup
k

‖uk0‖(L2(Ω))m < ∞. Легко показати, що послiдовнiсть {uk} буде

обмежена у просторi (L2(QT ))m:

sup
k

‖uk‖(L2(QT ))m = µ8 <∞.

Оцiнивши кожен доданок у (30), аналогiчно як у випадку рiвностi
(7), i врахувавши умову (G), одержимо нерiвнiсть

∫

Ωτ

|uk,s|2 dx ≤ (2c0 + a1 + 2)

∫

Qτ

|uk,s|2 dx dt+

∫

Ω0

|uk0 − us0|2 dx+

+ µ9

∫

Qτ

|fk − fs|q′ dx dt+ µ8

(
ess sup
QT

‖Ck(x, t) − Cs(x, t)‖
)2
, (31)

τ ∈ (0, T ].

Використовуючи лему Гронуолла–Беллмана та збiжностi послi-
довностей {uk0} i {fk} вiдповiдно у просторах (L2(QT ))m i (Lq

′
(QT ))m,

з (31) отримуємо, що послiдовнiсть {uk} фундаментальна в просторi
(C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lp(QT ))m, а її границя на пiдставi означення буде
слабким розв’язком задачi (1), (2).

Доведемо єдинiсть розв’язку. Припустимо, що iснують два слабкi
розв’язки u(1) i u(2) задачi (1), (2). Тодi згiдно з означенням слабкого



458 Система гiперболiчних варiацiйних нерiвностей...

розв’язку iснують послiдовностi {f i,k}, {uk0,i}, i = 1, 2 збiжнi до функ-

цiй f i u0, вiдповiдно в просторах (Lq
′
(QT ))m i (L2(QT ))m, а також

матрицi Ci,k, елементи яких збiгаються до вiдповiдних елементiв мат-
рицi C у просторi L∞(QT ) i iснують послiдовностi функцiй {u(i),k},
якi є сильними розв’язками вiдповiдно задач

∫

Qτ

(
u

(i),k
t +

l∑

i=1

Ai(x, t)u
(i),k
xi + Ci,k(x, t)u(i),k+

+ g(u(i),k) − f i,k(x, t), v − u(i),k

)
dx dt ≥ 0,

u(i),k(x, 0) = uk0,i(x), x ∈ Ω, i = 1, 2, k ∈ N,

причому {u(i),k} збiжна до u(i), i = 1, 2 у просторi (C([0, T ];L2(Ω)) ∩
Lp(QT ))m при k → ∞.

Нехай v = (u(1),k +u(2),k)/2. Додавши останнi нерiвностi при i = 1
i при i = 2, отримаємо

∫

Qτ

(
u

(1),k
t − u

(2),k
t +

l∑

i=1

Ai(x, t)(u
(1),k
xi − u(2),k

xi )+

+ C1,k(x, t)u(1),k − C2,k(x, t)u(2),k + g(u(1),k) − g(u(2),k)−

− (f1,k(x, t) − f2,k(x, t)), u(1),k − u(2),k

)
dx dt ≤ 0. (32)

Легко бачити, що

max
i=1,2

sup
k

ess sup
QT

‖Ci,k(x, t)‖ = c1 <∞, max
i=1,2

sup
k

‖f i,k‖(Lq
′
(QT ))m <∞,

max
i=1,2

sup
k

‖uk0,i‖(L2(Ω))m <∞, max
i=1,2

sup
k

‖u(i),k‖(L2(QT ))m = µ10 <∞.

Тодi з (32), аналогiчно як з (30), одержуємо нерiвнiсть

∫

Ωτ

|u(1),k − u(2),k|2 dx ≤ (2c1 + a1 + 2)

∫

Qτ

|u(1),k − u(2),k|2 dx dt+

+

∫

Ω0

|uk0,1 − uk0,2|2 dx+ µ11

∫

Qτ

|f1,k − f2,k|q′ dx dt+

+ µ10

(
ess sup
QT

‖C1,k(x, t) − C2,k(x, t)‖
)2
. (33)
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Нехай ε > 0 — довiльне як завгодно мале фiксоване число. Ви-
користовуючи нерiвнiсть Мiнковського, збiжнiсть елементiв матриць
Ci,k до вiдповiдних елементiв матрицi C у просторi L∞(QT ), збiж-
нiсть послiдовностей {f i,k} до функцiї f у просторi (Lq

′
(QT ))m, збiж-

нiсть послiдовностей {uk0,i} до функцiї u0 у просторi (L2(Ω))m, i = 1, 2
i лему Гронуолла–Беллмана, з (33) одержимо iснування такого k0 ∈
N, що для всiх k > k0 виконуватиметься оцiнка

‖u(1),k − u(2),k‖(C([0,T ];L2(Ω)))m < ε. (34)

Але

‖u(1) − u(2)‖(C([0,T ];L2(Ω)))m ≤ ‖u(1),k − u(1)‖(C([0,T ];L2(Ω)))m+

+ ‖u(1),k − u(2),k‖(C([0,T ];L2(Ω)))m + ‖u(2),k − u(2)‖(C([0,T ];L2(Ω)))m . (35)

Оскiльки {u(i),k} збiгаються до u(i), i = 1, 2 у просторi (C([0, T ];
L2(Ω)))m, то iснує таке k1 ∈ N, k1 ≥ k0, що для всiх k > k1

‖u(i),k − u(i)‖(C([0,T ];L2(Ω)))m < ε, i = 1, 2. (36)

На пiдставi (34) i (36) з (35) одержуємо оцiнку

‖u(1) − u(2)‖(C([0,T ];L2(Ω)))m < 3ε.

Отже, u(1)(x, t) = u(2)(x, t) в QT . Теорему доведено.

Розглянемо iнтерпретацiю нерiвностi (1). Нехай αj = 1, j ∈ {1, . . . ,
m} i αk = 0 при k 6= j, u — розв’язок нерiвностi (1) з початковою
умовою (2). Виберемо в (1) vk = uk, якщо k 6= j i vj = uj + ϕ, де
ϕ ∈ Lq(QT ), ϕ ≥ 0 майже для всiх (x, t) ∈ QT . Тодi з (1) одержимо
нерiвнiсть

∫

QT

[
ujt+

l∑

i=1

m∑

s=1

aijs(x, t)us,xi+
m∑

s=1

cjs(x, t)us+gj(u)−fj(x, t)
]
ϕdx dt ≥ 0.

(37)
Вибравши в (1) vk = uk, якщо k 6= j i vj = 0, а потiм vk = uk, якщо
k 6= j i vj = 2uj , матимемо рiвнiсть

∫

QT

[
ujt+

l∑

i=1

m∑

s=1

aijs(x, t)us,xi+
m∑

s=1

cjs(x, t)us+gj(u)−fj(x, t)
]
uj dx dt=0.

(38)
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Тодi з (37), (38) випливає, що

ujt +
l∑

i=1

m∑

s=1

aijs(x, t)us,xi +
m∑

s=1

cjs(x, t)us + gj(u) = fj(x, t) (39)

майже всюди в областi

QjT = {(x, t) ∈ QT : uj(x, t) > 0}.
Аналогiчно для k ∈ {1, . . . ,m} \ {j} одержуємо, що

ukt +
l∑

i=1

m∑

s=1

aiks(x, t)us,xi +
m∑

s=1

cks(x, t)us + gk(u) = fk(x, t) (40)

майже всюди в областi QT . Зокрема, якщо fj(x, t) = 0 майже всюди
в QT , то u є розв’язком майже всюди системи рiвнянь

ut +
l∑

i=1

Ai(x, t)uxi + C(x, t)u+ g(u) = f(x, t) (41)

в областi QT , задовольняє початкову умову (2), крайову умову (4) i
uj(x, t) ≥ 0 майже всюди в QT .

Аналогiчно можна iнтерпретувати розв’язок нерiвностi (1) i у ви-
падку, коли αj = 1 при j ∈ J1 ⊂ {1, . . . ,m}. Зокрема, якщо J1 =
{1, . . . ,m} i f(x, t) = 0 майже всюди в QT , то u є невiд’ємним розв’яз-
ком однорiдної системи (41) з початковою умовою (2) i крайовою
умовою (4).

Зауваження 1. Нехай g(ξ) ≡ 0. Розглянемо множину

K = {v ∈ (L2(Ω))m : α1v1 ≥ ψ1, . . . , αmvm ≥ ψm},
де αi = 1 або αi = 0, ψi ∈ H2(Ω), i = 1, . . . ,m.

Якщо αj = 1 i αk = 0 при k 6= j, u — розв’язок (1), (2), то майже
всюди в областi

Q
ψj
T = {(x, t) ∈ QT : uj(x, t) ≥ ψj(x)}

правильна рiвнiсть (39) (при gj(ξ) ≡ 0) i майже всюди в QT правильнi
рiвностi (40) (при gk(ξ) ≡ 0) для k ∈ {1, . . . ,m} \ {j}.

Аналогiчно можна iнтерпретувати нерiвнiсть (1) i у випадку, коли
αj = 1 при j ∈ J1. Зокрема, якщо J1 = {1, . . . ,m} i

f(x, t) =
l∑

i=1

Ai(x, t)ψxi(x) + C(x, t)ψ(x),

то u є розв’язком задачi (41), (2), (4) (при g(ξ) ≡ 0), який задовольняє
нерiвнiсть u(x, t) ≥ ψ(x) майже для всiх (x, t) ∈ QT .
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Зауваження 2. Аналогiчнi результати можна одержати для нерiв-
ностi

∫

Qτ

(ut +
l∑

i=1

Ai(x, t)uxi + C(x, t)u+ g(u− ψ) − f(x, t), v − u) dx dt ≥ 0,

де ψ ∈ (H2(Ω))m,

K = {v ∈ (L2(Ω))m : v(x) ≥ ψ(x) майже всюди в Ω}.

Зауваження 3. Умова (G) виконується зокрема для функцiї

g(ξ) = (|ξ|p−2ξ1, . . . , |ξ|p−2ξm).
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