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1. Введение. Формулировка основных результатов

В данной работе изучаются целые функции, которые не имеют
нулей в открытой нижней полуплоскости Im z < 0. Результатом ис-
следований таких функций для алгебраических многочленов являет-
ся известная теорема Эрмита—Билера. Перенесение этой теоремы на
произвольные целые функции было сделано в работах М. Г. Крейна,
Б. Я. Левина и Н. Н. Меймана (более подробно см., например, [1–4]).

Целая функция f называется целой функцией экспоненциального
типа (в [1] такие функции называются функциями конечной степе-
ни), если существуют числа A > 0, B > 0 такие, что неравенство
|f(z)| ≤ AeB|z| выполняется для всех z ∈ C. Точная нижняя грань
таких чисел B обозначается через σ(f) ≥ 0 и называется типом фун-
кции f . Обозначим через Eσ, σ ≥ 0, класс целых функций f экспо-
ненциального типа σ(f) ≤ σ.

Целью данной работы является доказательство следующих тео-
рем 1.1, 1.2, 1.3 и 1.4.
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Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия: 1) ω(z)=P (z)+
iQ(z), где P, Q — вещественные1 функции класса Eσ, σ > 0, и на
вещественной оси ω(x) = o(x), x → ±∞; 2) при некотором τ ∈ R

выполняется неравенство

E(x) := P (x) cos(σx + τ) + Q(x) sin(σx + τ) ≥ 0, x ∈ R. (1.1)

Пусть d(x) := P (x)Q′(x) − P ′(x)Q(x). Тогда:

1) При всех x ∈ R выполняется неравенство

4σd(x) ≥
{
(σP (x) + Q′(x)) sin(σx + τ)

+ (P ′(x) − σQ(x)) cos(σx + τ)
}2

. (1.2)

2) Следующие условия эквивалентны:

i) неравенство (1.2) обращается в тождество;

ii) при некоторых c ≥ 0, β ∈ R выполняется тождество
E(x) ≡ c sin2(σx + τ + β);

iii) при некотором β ∈ R и для всех k ∈ Z выполняются ра-
венства E

(
kπ−β−τ

σ

)
= 0;

iv) при некоторых c ≥ 0 и β, γ ∈ R выполняются тождества

P (x) ≡ c sinβ sin(σx + τ + β) + γ sin(σx + τ),

Q(x) ≡ c cos β sin(σx + τ + β) − γ cos(σx + τ).
(1.3)

В этом случае d(x) ≡ γ2σ.

3) Если при любых α ∈ R и c ≥ 0 E(x) 6≡ c sin2(σx + τ + α), то
неравенство (1.2) обращается в равенство при некотором x =
x0 ∈ R ⇐⇒ E(x0) = 0.

Для целой функции ω(z) = P (z) + iQ(z), где P (z) и Q(z) — веще-
ственные целые функции, положим ω(z) := P (z) − iQ(z). Это целая
функция, которая получается из ω(z) заменой в её разложении по
степеням {zn−1}n∈N, всех коэффициентов на сопряжённые. Очевид-
но, ω(z) = ω(z).

Определение 1.1. Целая функция ω(z) называется функцией клас-
са HB, если она не имеет нулей в замкнутой нижней полуплоско-
сти Im z ≤ 0 и

∣∣ω(z)
ω(z)

∣∣ < 1 при Im z > 0.

1Мы называем функцию вещественной, если на вещественной оси она прини-
мает вещественные значения
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Определение 1.2. Целая функция ω(z) называется функцией клас-
са HB, если она не имеет нулей в открытой нижней полуплоскости
Im z < 0 и

∣∣ω(z)
ω(z)

∣∣ ≤ 1 при Im z > 0.

Знак равенства в определении 1.2 возможен только в том слу-
чае, когда ω(z) с точностью до постоянного множителя является ве-
щественной функцией. Такие функции называются тривиальными
функциями класса HB. Очевидно, ω ∈ HB ⇐⇒ функция ω ∈ HB,
не имеет вещественных нулей и не является тривиальной.

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и функция ω

не является вещественной с точностью до постоянного множите-
ля. Тогда:

1) Функция ω ∈ HB. Если у функции ω есть вещественные нули,
то они простые.

2) d(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ ω(x0) = 0. Если число
x0 ∈ R является нулём функции ω, то для функции d число x0

является нулём кратности 2.

3) При всех n ∈ N производная ω(n) ∈ HB.

В следствии 4.1 приведены примеры, когда выполняются условия
теорем 1.1 и 1.2. Отметим, что теоремы 1.1 и 1.2 перестают быть
верными, если условие ω(x) = o(x), x → ±∞ заменить на условие
ω(x) = O(x), x → ±∞ (см. замечание 3.2).

Для заданной функции µ, которая имеет ограниченную вариацию
на отрезке [0, σ], σ > 0, будем рассматривать следующие целые функ-
ции

F (z) :=

σ∫

0

eizt dµ(t); G(z) :=

σ∫

0

cos zt dµ(t);

H(z) :=

σ∫

0

sin zt dµ(t).

(1.4)

∆(z) := G(z)H ′(z) − G′(z)H(z);

hα(z) := G(z) cos α − H(z) sin α.
(1.5)

C(z) := −

σ∫

0

cos zt dµ(σ − t); S(z) := −

σ∫

0

sin zt dµ(σ − t). (1.6)

Функцию µ, очевидно, всегда можно считать непрерывной слева в
каждой точке интервала (0, σ). Если F (z) 6≡ ceiαz, то функция F име-
ет бесконечно много нулей (см., например, [5]). Функции вида (1.4)
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встречаются в различных задачах анализа, например, в спектральной
теории, в теории дифференциально-разностных уравнений, в теории
положительно определённых функций, в анализе Фурье и т.д. (см.,
например, [5–9]). Распределение нулей таких функций изучалось в
работах Харди [10], Пойа [11], Титчмарша [12], Картрайт [13,14], Се-
длецкого [15, 16] и др. В работе Пойа [11] исследован случай, когда
функция µ абсолютно непрерывна и dµ(t) = g(t)dt, где функция g

интегрируема, положительна и не убывает на интервале (0, σ). Им
доказано, что в этом случае все нули функции F лежат в замкнутой
верхней полуплоскости Im z ≥ 0, а если g не является кусочно посто-
янной с равностоящими узлами, то у функции F нет вещественных
нулей. Эти результаты Пойа были уточнены и дополнены в работах
автора [17,18].

Теорема 1.3. Пусть µ — вещественная функция ограниченной ва-
риации на отрезке [0, σ], C(x) ≥ 0 при всех x ∈ R и F (z) 6≡ 0. Тогда
функция F ∈ HB и не является тривиальной. Все вещественные
нули функции F (если они есть) простые.

Теорема 1.4. Пусть µ — вещественная функция ограниченной ва-
риации на отрезке [0, σ], S(x) ≥ 0 при всех x > 0 и F (z) 6≡ 0. То-
гда все отличные от нуля вещественные нули функции F (если они
есть) простые, а, если число x = 0 является нулём функции F , то
его кратность не более, чем 2. Кроме того, имеет место неравен-
ство µ(σ − 0) ≥ µ(0) и:

1) Если F (0) ∈ (−∞, 0]∪[µ(σ−0)−µ(0), +∞), то функция F ∈ HB

и не является тривиальной.

2) Если F (0) ∈ (0, µ(σ − 0) − µ(0)), то у функции F в открытой
нижней полуплоскости Im z < 0 имеется ровно один нуль и он
чисто мнимый.

В § 5 приведены примеры, когда выполняются условия теорем 1.3
и 1.4. Случай Пойа содержится в утверждении 1 теоремы 1.4 (см. при-
мер 5.1 в § 5). Отметим, что в теореме 1.4 реализуются оба случая
(если изменить величину µ(σ), то значения S(x) и µ(σ−0) не меняю-
тся, а значение F (0) = µ(σ) − µ(0) можно сделать любым). Отметим
также, что S(x) ≥ 0 при всех x > 0 ⇐⇒ µ(t) − µ(0) ≡ f(σ − t)
при 0 ≤ t < σ, где f — чётная, положительно определённая и непре-
рывная на R функция, равная нулю при |t| ≥ σ (лемма 2.2). Связь
между функциями класса HB вида (1.4) и положительно определён-
ными функциями содержится в предложении 5.1 (см. § 5).
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2. Вспомогательные утверждения

2.1. Утверждения о функциях (1.4), (1.5) и (1.6)

F (z) ≡ G(z) + iH(z);

F (z)e−iσz ≡ −

σ∫

0

e−izt dµ(σ − t) ≡ C(z) − iS(z).
(2.1)

G(z) ≡ C(z) cos σz + S(z) sin σz;

H(z) ≡ C(z) sin σz − S(z) cos σz.
(2.2)

G(z) cos(σz + τ) + H(z) sin(σz + τ) ≡ C(z) cos τ − S(z) sin τ . (2.3)

hα(z) ≡ C(z) cos(σz + α) + S(z) sin(σz + α);

hα(z)h′
β(z) − h′

α(z)hβ(z) ≡ ∆(z) sin(α − β).
(2.4)

∆(x) ≡ C ′(x)S(x) − C(x)S′(x) + σ
(
C2(x) + S2(x)

)
. (2.5)

Эти тождества непосредственно получаются из (1.4), (1.5) и (1.6).

Лемма 2.1. 1) i) G(z) ≡ 0 ⇐⇒ F (z) ≡ 0. ii) H(z) ≡ 0 ⇐⇒ F (z) ≡
c. iii) C(z) ≡ 0 ⇐⇒ F (z) ≡ 0. iv) S(z) ≡ 0 ⇐⇒ F (z) ≡ ceiσz. v)
hα(z) ≡ 0 при некотором α ⇐⇒ G(z) cos α ≡ H(z) sin α ≡ 0.

2) Функция F является вещественной с точностью до посто-
янного множителя ⇐⇒ F (z) ≡ c.

3) xn(C(x) cos τ − S(x) sin τ) ≡ c sin2(σx + τ + α) при некоторых
τ, α, c ∈ C, n ∈ Z ⇐⇒ C(x) cos τ − S(x) sin τ ≡ 0 ⇐⇒ C(x) cos τ ≡
S(x) sin τ ≡ 0.

4) Если F (z) ≡ ce(iα+β)z при некоторых α, β ∈ R, c 6= 0, то β = 0
и α ∈ [0, σ].

5) Если F (z) ≡ ceiαz при некоторых c 6= 0, α ∈ [0, σ] и при всех
x > 0 выполняется неравенство C(x) cos τ −S(x) sin τ ≥ 0, то α = σ.

6) Если F (z) 6≡ 0 и C(x) cos τ − S(x) sin τ ≥ 0 при x > 0, то
функция F не является вещественной с точностью до постоянного
множителя и hα(z) 6≡ 0.

7) Если при некоторых a, b, c, d, e ∈ R и для любых t > e выполня-
ется неравенство f(t) := a sin2(t+b)+c cos t+d sin t ≥ 0, то c = d = 0
и a ≥ 0.

8) Если µ — вещественная и F (0) 6= 0, то F (z) 6≡ cR(z)(z + iξ),
где ξ ∈ R, а R(z) — вещественная целая функция.

Доказательство. Докажем утверждение 1). i) Если G(z) ≡ 0, то∫ σ

0 t2pdµ(t) = 0 для всех p ∈ Z+ := N ∪ {0}. По теореме Мюнца сис-
тема степеней {t2p}p∈Z+

замкнута в C[0, 1]. Поэтому
∫ σ

0 f(t)dµ(t) = 0
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для любой функции f ∈ C[0, 1]. Поэтому F (z) ≡ 0. И наоборот, из
тождества F (z) = G(z) + iH(z) ≡ 0, в силу чётности G и нечётности
H, следует, что G(z) ≡ H(z) ≡ 0.

ii) Если H(z) ≡ 0, то
∫ σ

0 t2p+1dµ(t) = 0, p ∈ Z+. Тогда
∫ σ

0 f(t) t dµ(t)
= 0 для любой функции f ∈ C[0, 1]. Поэтому F ′(z) ≡ 0 и, значит,
F (z) ≡ c. И наоборот, если F (z) ≡ c, то 2iH(z) ≡ F (z) − F (−z) ≡ 0.
Доказательство iii) и iv) вытекает из i), ii) и (2.1). Утверждение v)
сразу следует из (1.5), если учесть, что G — чётная, а H — нечётная
функции.

Докажем утверждение 2). Пусть функция F является вещест-
венной с точностью до постоянного множителя. Без ограниче-
ния общности считаем, что функция F является вещественной.
Пусть µ(t) = µ1(t) + iµ2(t), где µ1(t), µ2(t) — вещественные фун-
кции ограниченной вариации на отрезке [0, σ]. Тогда Im(F (x)) ≡∫ σ

0 sinxt dµ1(t)+
∫ σ

0 cos xt dµ2(t) ≡ 0, x ∈ R, и, значит,
∫ σ

0 sinxt dµ1(t) ≡∫ σ

0 cos xt dµ2(t) ≡ 0. Из утверждения 1) вытекает, что
∫ σ

0 eizt dµ1(t) ≡ c

и
∫ σ

0 eizt dµ2(t) ≡ 0. Поэтому F (z) ≡ c. Обратное утверждение очевид-
но.

Докажем утверждение 3). Если имеет место указанное тождество,
то c = 0 (в противном случае в левой части стоит целая функция эк-
споненциального типа ≤ σ, а тип функции в правой части в точности
равен 2σ). Поэтому C(x) cos τ −S(x) sin τ ≡ 0, что эквивалентно двум
тождествам C(x) cos τ ≡ S(x) sin τ ≡ 0.

Докажем утверждение 4). Если β 6= 0, то правая часть тождества
неограничена на R, а левая ограничена. Поэтому β = 0 и F (z) ≡ ceiαz,
c 6= 0. Если α > σ, то тип функции в правой части тождества больше
типа функции в левой части. Если α < 0, то F (iy) =

∫ σ

0 e−ytdµ(t) ≡
ce−αy. Левая часть при y → +∞ ограничена, а правая — неограниче-
на. Таким образом, α ∈ [0, σ].

Докажем утверждение 5). В этом случае C(x) cos τ − S(x) sin τ ≡
c cos((σ − α)x + τ) ≥ 0 при x > 0, где c 6= 0, α ∈ [0, σ]. Если α < σ, то
∃x0 > 0 : c cos((σ−α)x0+τ) 6= 0. Тогда при x = x0 и x = x0+

π
σ−α

левая
часть неравенства принимает значения разных знаков. Поэтому α =
σ.

Докажем утверждение 6). Если функция F является веществен-
ной с точностью до постоянного множителя, то F (z) ≡ c, причём
c 6= 0, чего не может быть (см. утверждение 5 при α = 0). Если
hα(z) ≡ 0, то G(z) cos α ≡ H(z) sin α ≡ 0 и, значит, F (z) ≡ c, c 6= 0,
чего не может быть.

Докажем утверждение 7). Пусть tk := −b + kπ, k ∈ Z. Тогда при
всех k > k0 выполняются неравенства f(tk) = (−1)k(c cos b−d sin b) ≥
0, и, значит, c cos b− d sin b = 0. Поэтому f(tk) = 0 при всех k > k0, и,
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значит, f ′(tk) = (−1)k(c sin b + d cos b) = 0. Следовательно, c = d = 0,
и, значит, a ≥ 0.

Докажем утверждение 8). Без ограничения общности можно счи-
тать, что функция µ непрерывна слева в каждой точке интервала
(0, σ). Предположим, что F (z) ≡ cR(z)(z+iξ), где ξ ∈ R, а R(z) - веще-
ственная целая функция. Так как F (0) = icξR(0) ∈ R\{0}, то можно
считать, что c = −i и ξ 6= 0. Тогда ξR(z) =

∫ σ

0 cos zt dµ(t) и zR(z) =
−
∫ σ

0 sin zt dµ(t) = z
∫ σ

0 cos zt(µ(t) − µ(σ)) dt = z
∫ σ

0 cos zt dµ1(t), где

µ1(t) =
∫ t

σ
(µ(u) − µ(σ)) du. Поэтому при t ∈ [0, σ] справедливо то-

ждество µ(t)− µ(σ) ≡ ξ
∫ t

σ
(µ(u)− µ(σ)) du, из которого вытекает, что

µ ∈ C1[0, σ] и µ(t) − µ(σ) ≡ c1e
ξt. Следовательно, µ(t) − µ(σ) ≡ 0 и,

значит, F (z) ≡ 0, что противоречит условию.

Функция f : R → C называется положительно определённой на
R, если для любых n ∈ N, {xk}

n
k=1 ⊂ R и {ck}

n
k=1 ⊂ C выпол-

няется неравенство
∑n

k,j=1 ckc̄jf(xk − xj) ≥ 0. Для таких функций
|f(x)| ≤ f(0), x ∈ R и непрерывность в нуле эквивалентна непре-
рывности на R. По теореме Бохнера—Хинчина функция f является
положительно определённой и непрерывной на R тогда и только то-
гда, когда f(x) =

∫ +∞
−∞ e−iux dν(u), где ν неотрицательная, конечная,

борелевская мера на R. Если f ∈ C(R) ∩ L(R), то положительная
определённость функции f эквивалентна неотрицательности её пре-
образования Фурье, т.е. f̂(x) :=

∫ +∞
−∞ f(u)e−iux du ≥ 0, x ∈ R и в этом

случае f̂ ∈ L(R) (см. [19, гл. I, §1, следствие 1.26]).

Лемма 2.2. Пусть µ — вещественная функция ограниченной вариа-
ции на отрезке [0, σ] и непрерывна слева в каждой точке интервала
(0, σ). Тогда:

1) S(x) ≥ 0 при всех x > 0 ⇐⇒ µ(t) − µ(0) ≡ f(σ − t) при
0 ≤ t < σ, где f — чётная, положительно определённая и
непрерывная на R функция, f(t) = 0, |t| ≥ σ. В этом случае
f(0) = µ(σ − 0) − µ(0) ≥ 0 и µ(σ − 0) − µ(0) = 0 ⇐⇒ S(x) ≡
0 ⇐⇒ F (z) ≡ ceiσz, c ∈ R.

2) Если S(x) ≥ 0 при всех x > 0 и F (0) ≤ 0, то H ′(0) ≤ 0. В этом
случае F ′(0) = 0 ⇐⇒ H ′(0) = 0 ⇐⇒ F (0) = 0 и

∫ σ

0 f(t)dt = 0,
где f — соответствующая функция из утверждения 1).

3) Если S(x) ≥ 0 при всех x > 0 и F (0) ≥ µ(σ − 0) − µ(0), то
H ′(0) ≥ 0. В этом случае F ′(0) = 0 ⇐⇒ H ′(0) = 0 ⇐⇒
F (z) ≡ 0.
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Доказательство. Докажем утверждение 1). Из (1.6) и формулы ин-
тегрирования по частям получаем, что S(x) = xK(x), где K(x) :=∫ σ

0 cos tx (µ(σ − t) − µ(0)) dt. Пусть сначала S(x) ≥ 0 при всех x > 0.
Функция 2K(x) является преобразованием Фурье финитной, инте-
грируемой на R функции µ((σ − |t|)+) − µ(0), которая ограничена в
окрестности нуля. Так как K(x) ≥ 0 при всех x ∈ R, то K ∈ L(R)
(см., например, [9, 20]) и, значит, при почти всех t ∈ R имеет место
формула обращения (см., например, [9, 19,20])

µ((σ − |t|)+) − µ(0) =
1

π

+∞∫

−∞

eitxK(x) dx =: f(t) .

Функция f , стоящая в правой части последнего равенства, являе-
тся чётной, непрерывной и положительно определённой на R. Левая
часть последнего равенства равна 0 при |t| ≥ σ. Поэтому из непре-
рывности f следует, что f(t) = 0 при всех |t| ≥ σ. Так как функция µ

непрерывна слева в каждой точке интервала (0, σ), то из последнего
равенства также вытекает непрерывность функции µ в каждой точке
этого интервала и µ(0 + 0) − µ(0) = f(σ) = 0. Поэтому µ ∈ C[0, σ) и
µ(t)−µ(0) ≡ f(σ− t) при 0 ≤ t < σ. Обратное утверждение очевидно.
Первая часть утверждения 1) доказана. Вторая часть вытекает из
неравенства |f(x)| ≤ f(0), x ∈ R и леммы 2.1 (утверждение 1).

Утверждение 2) сразу получается из равенств F ′(0) = iH ′(0),
F (0) = µ(σ) − µ(0), H ′(0) =

∫ σ

0 t dµ(t) = σF (0) −
∫ σ

0 f(σ − t) dt и
неравенства

∫ σ

0 f(t) dt ≥ 0.

Утверждение 3) сразу получается из неравенств |f(t)| ≤ f(0) и
H ′(0) =

∫ σ

0 (F (0) − f(t)) dt ≥
∫ σ

0 (f(0) − f(t)) dt ≥ 0. Если H ′(0) = 0,
то F (0) = f(0) ≡ f(t) при t ∈ [0, σ] и, значит, f(0) = 0, S(x) ≡ 0,
F (z) ≡ ceiσz, где c = F (0) = 0.

Лемма 2.3. Пусть f, g — положительно определённые на R функ-
ции из класса C(R)∩L(R) и f(x) 6≡ 0, g(x) 6≡ 0 на R. Если функция f

финитная, то: 1)
∫ +∞
−∞ g(x)f(x) dx > 0; 2) при всех α > 0 и β ∈ R :

|β| ≤ α выполняется неравенство
∫ +∞
−∞ e−α|x|(1 − β|x|)f(x) dx > 0.

Доказательство. Так как f̂(t) ≥ 0 и ĝ(t) ≥ 0 при всех t ∈ R, то
f̂ , ĝ ∈ L(R) ∩ C(R). Из формулы умножения вытекает, что

+∞∫

−∞

g(x)f(x) dx =
1

2π

+∞∫

−∞

ĝ(−t)f̂(t) dt ≥ 0 .
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Если интеграл равен 0, то ĝ(−t)f̂(t) ≡ 0 на R. Так как g(x) 6≡ 0, то
ĝ(−t) 6= 0 на некотором интервале (a, b), a < b. Поэтому f̂(t) = 0 на
(a, b), а так как f̂ — целая, то f̂(t) ≡ 0 на R. Поэтому f(x) ≡ 0 на
R, что противоречит условию. Первое неравенство доказано. Второе
неравенство вытекает из первого, если взять g(x) := e−α|x|(1 − β|x|).
Тогда при указанных значениях параметров g ∈ C(R)∩L(R) и ĝ(t) =
2((α−β)α2+(α+β)t2)

(α2+t2)2
≥ 0 при всех t ∈ R.

Лемма 2.4. Пусть ν — функция ограниченной вариации на отрезке
[0, σ]. Тогда справедливо равенство limt→+∞

∫ σ

0 e−tudν(u) = ν(+0) −
ν(0).

Доказательство. Пусть сначала функция ν непрерывна справа в
точке t = 0. Тогда при любых ε ∈ (0, σ) и t > 0 выполняе-
тся неравенство

∣∣∫ σ

0 e−tudν(u)
∣∣ ≤ V ε

0 + e−εtV σ
0 . Здесь V t

0 — вариа-
ция функции ν на отрезке [0, t]. Переходя к пределу, получаем,
что lim supt→+∞

∣∣∫ σ

0 e−tudν(u)
∣∣ ≤ V ε

0 . Так как ν непрерывна спра-
ва в точке t = 0, то limε→+0 V ε

0 = 0. В этом случае лемма дока-
зана. В общем случае полагаем ν1(0) := ν(+0) и ν1(t) := ν(t) при
0 < t ≤ σ. Очевидно ν1 — функция ограниченной вариации на отрез-
ке [0, σ] и непрерывна справа в точке t = 0. Тогда

∫ σ

0 e−tudν(u) =∫ σ

0 e−tudν1(u) + ν(+0) − ν(0) → ν(+0) − ν(0) при t → +∞.

2.2. Утверждения о функциях класса HB

Следующие свойства доказаны в [1, Глава VII]:

1) Если ω(z) ∈ HB, то общие нули (если они есть) функций ω(z)
и ω(z) вещественны.

2) Тривиальные функции класса HB не имеют нулей в C \ R.

3) Пусть функция ω(z) не является тривиальной. Тогда ω(z) ∈
HB ⇐⇒ ω(z) = R(z)ω1(z), где R(z) — вещественная целая
функция, которая не имеет нулей в C \ R, а ω1(z) ∈ HB.

4) Если последовательность функций ωn(z) ∈ HB сходится рав-
номерно на каждом компакте из C к функции ω(z) 6≡ 0, то
ω(z) ∈ HB.

Для функции ω(z) = P (z)+iQ(z), где P (z) и Q(z) — вещественные
целые функции, положим d(z) := P (z)Q′(z) − P ′(z)Q(z) и Hα(z) :=
P (z) cos α − Q(z) sin α. Если функция ω(z) является вещественной с
точностью до постоянного множителя, то, очевидно, d(x) ≡ 0.
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Теорема A (Б. Я. Левин [1, Глава VII, Теорема 4] и Н. Н. Мей-
ман [4, Глава IV, Теорема 15′]). ω(z) ∈ HB ⇐⇒ 1) функции P (z)
и Q(z) не имеют общих нулей и для любых µ, ν ∈ R, |µ| + |ν| 6= 0,
функция µP (z)+νQ(z) не имеет нулей в C\R; 2) при некотором x0 ∈
R выполняется неравенство d(x0) > 0. Кроме того, при выполнении
условий 1) и 2) неравенство d(x) > 0 выполняется при любых x ∈ R.

Теорема B (Б. Я. Левин [1, Глава VII, Теорема 4′]). Пусть
функция ω(z) не является тривиальной. Тогда ω(z) ∈ HB ⇐⇒ 1)
для любых µ, ν ∈ R, |µ| + |ν| 6= 0, функция µP (z) + νQ(z) не имеет
нулей в C \ R; 2) при некотором x0 ∈ R выполняется неравенство
d(x0) > 0. Кроме того, при выполнении условий 1) и 2) неравенство
d(x) ≥ 0 выполняется при любых x ∈ R.

Из теорем A и B сразу получается следующее предложение.

Предложение 2.1. Пусть функция ω(z) ∈ HB и не является три-
виальной. Тогда:

1) d(x) ≥ 0, x ∈ R.

2) d(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ ω(x0) = 0 ⇐⇒ P (x0) =
Q(x0) = 0. Если число x0 ∈ R является нулём кратности p

для функции ω, то для функции d число x0 является нулём
кратности 2p.

3) Для всех α ∈ R функция Hα является вещественной и не име-
ет нулей в C \ R. Если число x0 ∈ R является нулём функции
Hα кратности q, то q ≤ p + 1, где p — кратность нуля x0

для функции ω (p = 0, если ω(x0) 6= 0). Если у функции ω нет
вещественных нулей, то все нули функции Hα (если они есть)
простые.

Доказательство. По свойству 3 ω(z) = R(z)ω1(z), где R(z) — веще-
ственная целая функция, которая не имеет нулей в C \ R, а ω1(z) ∈
HB. Тогда ω(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ R(x0) = 0 и в этом
случае кратности нуля x0 для ω(z) и R(z) совпадают. Если ω1(z) =
P1(z) + iQ1(z), где P1(z) и Q1(z) — вещественные целые функции, то
по теореме A d1(x) := P1(x)Q′

1(x)−P ′
1(x)Q1(x) > 0, x ∈ R. Очевидно,

P (z) = R(z)P1(z) и Q(z) = R(z)Q1(z). Тогда d(x) = R2(x)d1(x). По-
этому d(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ R(x0) = 0 и в этом случае
кратность нуля x0 для функции d в два раза больше кратности нуля
x0 для функции R. Утверждения 1) и 2) доказаны.

Для доказательства утверждения 3) следует заметить, что по те-
ореме A при всех α ∈ R функция H1,α(z) := P1(z) cos α − Q1(z) sin α
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не имеет нулей в C \ R, а все её вещественные нули (если они есть)
простые. Это следует из равенства H1,α(x)H ′

1,β(x)−H ′
1,α(x)H1,β(x) ≡

d1(x) sin(α − β). Осталось учесть, что Hα(x) = R(x)H1,α(x).

Индикатор роста целой функции экспоненциального типа опреде-

ляется по формуле hf (ϕ) := lim supr→+∞
ln |f(reiϕ)|

r
, ϕ ∈ R.

Определение 2.1. Функция ω(z) называется функцией класса P ,
если она является целой функцией экспоненциального типа, не име-
ет нулей в открытой нижней полуплоскости Im z < 0 и 2dω :=
hω

(
−π

2

)
− hω

(
π
2

)
≥ 0 (величина dω называется дефектом функции

ω).

Теорема C (Б. Я. Левин [1, Глава VII, Лемма 1]). ω(z) ∈
P ⇐⇒ ω(z) ∈ HB и ω(z) является целой функцией экспоненци-
ального типа.

Так как ω(z) ≡ ω(z), то очевидно, что произведение двух функций
из класса HB также является функцией класса HB, т.е. HB ·HB ⊂
HB. Аналогично HB · HB ⊂ HB. Из теоремы C вытекает, что и
P · P ⊂ P . Классы функций HB и P были введены и изучены соо-
тветственно М. Г. Крейном и Б. Я. Левиным. Приведенное определе-
ние 1.1 принадлежит Н. Н. Мейману.

Пусть µ(t) — функция ограниченной вариации на отрезке [a, b],
a < b, которая непрерывна слева в каждой точке интервала (a, b) и

ω(z) :=
∫ b

a
eiztdµ(t). Следующие результаты о функциях такого ви-

да содержатся в монографии [5, Глава I] и позволяют легко опреде-
лять их дефект. Пусть [a1, b1] — наименьший отрезок, содержащийся
в [a, b] и обладающий свойством: функция µ(t) постоянна на [a, a1]
и на (b1, b]. Если такого промежутка [a, a1] или (b1, b] не существу-
ет, то соответственно считаем a1 = a или b1 = b. Если a1 = b1, то
ω(z) ≡ ceia1z. Если a1 < b1, то ω(z) =

∫ b1
a1

eiztdµ1(t), где функция
µ1(t) совпадает с µ(t) при a1 ≤ t < b1 и µ1(b1) := µ(b). В этом случае
(см. [5, Глава I, §4.3]) функция ω(z) имеет бесконечно много нулей
и hω

(
−π

2

)
= b1, hω

(
π
2

)
= −a1 и, значит, 2dω = b1 + a1. Кроме то-

го, верхний предел в определении индикатора роста при почти всех
ϕ ∈ R равен просто пределу.

Предложение 2.2. Пусть F (z) :=
∫ σ

0 eiztdµ(t), где µ(t) — функция
ограниченной вариации на отрезке [0, σ], σ > 0. Тогда:

1) Если F (z) 6≡ ceiαz, α ∈ [0, σ], то функция F имеет бесконечно
много нулей.
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2) F ∈ HB ⇐⇒ F не имеет нулей в открытой нижней полу-
плоскости Im z < 0.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что
функция µ(t) непрерывна слева в каждой точке интервала (0, σ).
Утверждение 1) отмечалось выше. Необходимость в 2) очевидна.
Докажем достаточность в 2). Пусть функция F не имеет нулей в
открытой нижней полуплоскости Im z < 0. Если F (z) ≡ ceiαz, то
c 6= 0 и α ∈ [0, σ] (лемма 2.1, утверждение 4). В этом случае легко
проверить, что F ∈ HB (а если α > 0, то F ∈ HB). Если F (z) 6≡ ceiαz,
то (см. выше) 0 ≤ a1 < b1 ≤ σ, 2dω = b1 + a1 > 0 и,значит, F ∈ P . По
теореме C функция F ∈ HB.

2.3. Интерполяционная формула

Обозначим через Bm
σ , m ∈ Z+ := N ∪ {0}, класс функций f ∈ Eσ,

для которых на вещественной оси выполняется соотношение f(x) =
o(xm), x → ±∞.

Через Sσ, σ > 0, обозначим класс функций типа синуса, т.е.
множество функций F ∈ Eσ, которые удовлетворяют условиям:
a) hF (±π

2 ) = σ; b) все нули λk функции F простые и удовлетворяют
условию infk 6=n |λk − λn| = 2δ > 0; c) все нули расположены в полосе
паралельной вещественной оси, т.е. supk | Im λk| = H < ∞; d) суще-
ствуют константы Ck, h ∈ R такие, что 0 < C1 ≤ |F (x + ih)| ≤
C2 < ∞, x ∈ R.

Если F ∈ Sσ, то тип σ(F ) = σ > 0 и F имеет бесконечно много
нулей как в левой полуплоскости Re z ≤ 0, так и в правой Re z ≥ 0.
Нули функции F ∈ Sσ всегда нумеруются в порядке возрастания их
вещественных частей, т.е. Re λk ≤ Re λk+1, k ∈ Z. Примером такой
функции является функция F (z) := sin(σz + α).

Теорема D ([18, Лемма 1]). Пусть F ∈ Sσ, σ > 0, и {λk} последо-
вательность всех её нулей. Тогда для любых m ∈ Z+, f ∈ Bm

σ , τ ∈ C

и z ∈ C, z 6= λk + τ справедливо равенство

dm

dum

{ f(u)

F (u − τ)

}∣∣∣
u=z

= −m! lim
n→∞

∑

|λk|<n

f(λk + τ)

F ′(λk)(λk + τ − z)m+1
.

Отметим, что для более узкого класса функций f эта формула
хорошо известна (более подробно см. [18, § 1]).
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3. Доказательство теорем 1.1 и 1.2

Доказательство теоремы 1.1. Если f — целая функция экспоненци-
ального типа ≤ σ, σ > 0, и f(x) = o(x), x → ±∞, то при любых α и
x справедлива следующая интерполяционная формула

σf(x) cos(σx + α) − f ′(x) sin(σx + α)

= σ lim
n→+∞

n∑

k=−n

sin2(σx + α)

(σx + α − kπ)2
· (−1)kf

(kπ − α

σ

)
. (3.1)

Это следует из теоремы D при F (z) := sin(σz +α), λk = kπ−α
σ

, m = 1,
τ = 0, z = x.

Применим формулу (3.1) к функции f(x) := P
(
x − τ

σ

)
cos α −

Q
(
x − τ

σ

)
sinα, α ∈ R. Так как (−1)kf

(
kπ−α

σ

)
= E

(
kπ−α−τ

σ

)
≥ 0 при

всех k ∈ Z, то

σ
(
P
(
x −

τ

σ

)
cos α − Q

(
x −

τ

σ

)
sinα

)
cos(σx + α)

−
(
P ′
(
x −

τ

σ

)
cos α − Q′

(
x −

τ

σ

)
sinα

)
sin(σx + α) =

σ

+∞∑

k=−∞

sin2(σx + α)

(σx + α − kπ)2
· E
(kπ − α − τ

σ

)
≥ 0, α, x ∈ R. (3.2)

Рассмотрим сначала случай τ = 0. Тогда

σ(P (x) cos α − Q(x) sin α) cos(σx + α)

− (P ′(x) cos α − Q′(x) sin α) sin(σx + α) ≥ 0, α, x ∈ R. (3.3)

Предположим, что при некотором β ∈ R и для всех k ∈ Z выпол-
няются равенства E

(
kπ−β

σ

)
= 0. Тогда неравенство (3.3) при α = β

обращается в тождество по x ∈ R и, значит, при некоторой константе
γ ∈ R имеет место тождество P (x) cos β − Q(x) sin β ≡ γ sin(σx + β),
x ∈ R. Пусть, например, cos β 6= 0. Тогда выражая P через Q и под-
ставляя в выражение (1.1) для E, получаем тождество E(x) cos β ≡
f1(x) sin(σx + β), где f1(x) := γ cos σx + Q(x). Так как E(x) ≥ 0 при
всех x ∈ R, то все вещественные нули функции E имеют чётную
кратность. Поэтому f1

(
kπ−β

σ

)
= 0 при всех k ∈ Z. Применяя фор-

мулу (3.1) к функции f1, получаем, что при некоторой константе
c1 ∈ R имеет место тождество γ cos σx + Q(x) ≡ c1 sin(σx + β). Пола-
гая c := c1

cos β
, получаем тождества (1.3). Аналогично рассматривается

случай sin β 6= 0. То, что при выполнении тождеств (1.3) неравенство
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(1.2) обращается в тождество, проверяется непосредственно и в этом
случае получаем, что d(x) ≡ γ2σ.

Предположим теперь, что при любых α ∈ R E(x) 6≡ c sin2(σx+α).
Тогда для любого α ∈ R существует k0 ∈ Z : E

(
k0π−α

σ

)
> 0. В этом

случае неравенство (3.3) строгое при всех x 6= kπ−α
σ

, k ∈ Z. Поэтому

неравенство (3.3) обращается при некоторых x = x0 ∈ R

и α = α0 ∈ R в равенство ⇐⇒ при некотором k0 ∈ Z

выполняются равенства x0 =
k0π − α0

σ
и E(x0) = 0.

(3.4)

Пусть

A1(x) := σP (x) cos σx − P ′(x) sinσx,

A2(x) := σQ(x) sin σx + Q′(x) cos σx,

A3(x) := σ(P (x) sin σx + Q(x) cos σx) + P ′(x) cos σx − Q′(x) sin σx.

Тогда неравенство (3.3) эквивалентно неравенству

A1(x) + A2(x) + (A1(x) − A2(x)) cos 2α

− A3(x) sin 2α ≥ 0, α, x ∈ R. (3.5)

Неравенство (3.5) с двумя параметрами эквивалентно следующему
неравенству с одним параметром

√
(A1(x) − A2(x))2 + A2

3(x) ≤ A1(x) + A2(x), x ∈ R. (3.6)

При этом (см. (3.4))

неравенство (3.6) обращается при некотором x = x0 ∈ R в ра-
венство ⇐⇒ неравенство (3.5) обращается в равенство при
x = x0 ∈ R и некотором α = α0 ∈ R ⇐⇒ E(x0) = 0.

Так как A1(x) ≥ 0 всех x ∈ R (это неравенство (3.3) при α = 0) и
A2(x) ≥ 0 всех x ∈ R (это неравенство (3.3) при α = π

2 ), то неравен-
ство (3.6) эквивалентно неравенству

A2
3(x) ≤ 4A1(x)A2(x), x ∈ R . (3.7)

Неравенство (3.7) эквивалентно неравенству (1.2). Это следует из сле-
дующего тождества

A2
3(x) −

{
(σP (x) + Q′(x)) sin σx + (P ′(x) − σQ(x)) cos σx

}2

≡ 4A1(x)A2(x) − 4σ
(
P (x)Q′(x) − P ′(x)Q(x)

)
.
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Таким образом, в случае τ = 0 утверждения 1), 2) iii) ⇒ iv ⇒ i) и 3)
доказаны. Общий случай сводится к предыдущему, если рассмотреть
функции P1(x) := P

(
x − τ

σ

)
и Q1(x) := Q

(
x − τ

σ

)
. Тогда E1(x) :=

P1(x) cos σx + Q1(x) sin σx = E
(
x − τ

σ

)
≥ 0, x ∈ R.

Докажем остальные утверждения в 2). Утверждение ii) ⇒ iii)
очевидно. Пусть неравенство (1.2) обращается в тождество. Предпо-
ложим, что при любых β ∈ R и c ≥ 0 E(x) 6≡ c sin2(σx + τ + β), и,
значит, E(x) 6≡ 0. Но из утверждения 3) следует, что E(x) ≡ 0. Это
противоречие доказывает утверждение i) ⇒ ii). Теорема 1.1 доказа-
на.

Замечание 3.1. Из приведенного доказательства видно, что вер-
но и обратное утверждение: Пусть ω(z) = P (z) + iQ(z), где P, Q —
вещественные функции класса Eσ, σ > 0, и на вещественной оси
ω(x) = o(x), x → ±∞. Если при некотором τ ∈ R и всех x ∈ R выпол-
няется неравенство (1.2) и, кроме того, при всех x ∈ R выполняю-
тся два неравенства A1(x) := σP (x) cos(σx+τ)−P ′(x) sin(σx+τ) ≥ 0
и A2(x) := σQ(x) sin(σx + τ) + Q′(x) cos(σx + τ) ≥ 0, то справедливо
также и неравенство E(x) := P (x) cos(σx+τ)+Q(x) sin(σx+τ) ≥ 0,
x ∈ R.

Предложение 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и
Hα(z) := P (z) cos α − Q(z) sin α. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

i) функция ω вещественная с точностью до постоянного мно-
жителя;

ii) d(x) ≡ 0;

iii) при некоторых c ≥ 0, β ∈ R выполняется тождество ω(x) ≡
cei(π

2
−β) sin(σx + τ + β);

iv) при некотором α ∈ R выполняется тождество Hα(x) ≡ 0.

Доказательство. Докажем утверждение i) ⇒ ii). Пусть ω(z) ≡
eiβω0(z), где ω0 — вещественная и β ∈ R. Тогда P (x) = ω0(x) cos β,
Q(x) = ω0(x) sin β и, очевидно, d(x) ≡ 0.

ii) ⇒ iii). Пусть d(x) ≡ 0. Тогда неравенство (1.2) обращается в
тождество. Из теоремы 1.1 следует, что при некоторых c ≥ 0 и γ ∈ R

имеют место тождества (1.3) и, кроме того, d(x) ≡ γ2σ. Поэтому γ = 0
и, значит, ω(x) ≡ cei(π

2
−β) sin(σx + τ + β).

iii) ⇒ iv). Пусть тождество ω(x) ≡ cei(π
2
−β) sin(σx+τ+β) выполня-

ется при некоторых c ≥ 0, β ∈ R. Тогда P (x) = c sinβ sin(σx + τ + β),
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Q(x) = c cos β sin(σx + τ + β) и, значит, Hα(x) = c sin(σx + τ +
β)(sinβ cos α − cos β sinα) ≡ 0 при α = β.

iv) ⇒ i). Пусть при некотором α ∈ R Hα(x) ≡ 0. Тогда P (x) cos α−
Q(x) sin α ≡ 0. Поэтому либо Q(x) ≡ λP (x), либо P (x) ≡ λQ(x) при
некотором λ ∈ R. В любом случае ω — вещественная с точностью до
постоянного множителя функция. Предложение 3.1 доказано.

Предложение 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1,
Hα(z) := P (z) cos α−Q(z) sin α и функция ω не является веществен-
ной с точностью до постоянного множителя. Тогда:

i) Hα при любом α ∈ R является вещественной функцией класса
Eσ, Hα 6≡ 0, на вещественной оси Hα(x) = o(x), x → ±∞ и
(−1)pHα

(
pπ−α−τ

σ

)
= E

(
pπ−α−τ

σ

)
≥ 0, p ∈ Z.

ii) При любом α ∈ R функция Hα имеет бесконечно много ну-
лей и все они вещественные, на вещественной оси xHα(x) 6=
o(1), x → ±∞. В каждом интервале Ip := (λp−1, λp), где λp =
λp(α) := pπ−α−τ

σ
, может находиться лишь один нуль функции

Hα и если есть, то он простой. Более того, если x0 ∈ Ip и
Hα(x0) = 0, то (−1)pH ′

α(x0) > 0. Если при некотором p ∈ Z

число λp является нулём функции Hα, то его кратность не
выше 2 и в одном из интервалов Ip и Ip+1 нулей функции Hα

нет. Если число λp является нулём кратности 2 функции Hα,

то (−1)pH
(2)
α (λp) < 0 и (−1)pHα(x) < 0 при x ∈ Ip ∪ Ip+1, а

числа λp−1 и λp+1 могут быть только простыми нулями.

iii) Функция ω ∈ HB.

iv) Если у функции ω есть вещественные нули, то они простые.

v) d(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ ω(x0) = 0 ⇐⇒ P (x0) =
Q(x0) = 0. Если число x0 ∈ R является нулём функции ω, то
для функции d число x0 является нулём кратности 2.

vi) Если число x0 ∈ R является нулём функции Hα кратности 2,
то ω(x0) = 0.

vii) Если E(x) > 0, x ∈ R, то функция ω ∈ HB, а у функции Hα,
α ∈ R, все нули простые.

Доказательство. Пусть ω не является вещественной с точностью до
постоянного множителя функцией. Тогда Hα(x) 6≡ 0 при любом α ∈ R

(предложение 3.1). Остальная часть утверждения i) очевидна. Утвер-
ждение ii) вытекает из утверждения i) и теоремы E.
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Теорема E ( [18, Теорема 1 при F (z) := sin(σz + β), β ∈ R,

λk = kπ−β
σ

, n = 0]2). Пусть функция f удовлетворяет условиям:
a) f — вещественная целая функция экспоненциального типа ≤ σ,
σ > 0, f 6≡ 0 и на вещественной оси f(x) = o(x), x → ±∞; b) при не-
котором β ∈ R и ∀k ∈ Z выполняются неравенства (−1)kf(λk) ≥ 0,
где λk := kπ−β

σ
. Тогда:

1) В каждом интервале Ip := (λp−1, λp), p ∈ Z может находи-
ться лишь один нуль функции f и если есть, то он простой.
Более того, если x0 ∈ Ip и f(x0) = 0, то (−1)pf ′(x0) > 0.3

2) xf(x) 6= o(1), x → ±∞.

3) Функция f имеет только вещественные нули.

4) Если при некотором p ∈ Z число λp является нулём функции
f, то его кратность не более, чем 2 и в одном из интервалов
Ip и Ip+1 нулей функции f нет. Если число λp является нулём
кратности 2, то (−1)pf (2)(λp) < 0 и (−1)pf(x) < 0 при x ∈
Ip ∪ Ip+1, а числа λp−1 и λp+1 могут быть только простыми
нулями.

Докажем утверждение iii). Из неравенства (1.2) и предложения 3.1
вытекает, что d(x0) > 0 при некотором x0 ∈ R. Из утверждения ii)
следует, что при любом α ∈ R функция Hα не имеет нулей в C\R. Так
как по условию функция ω не является тривиальной, то по теореме B
ω ∈ HB.

Докажем утверждение iv). Предположим, что при некотором x0 ∈
R выполняются равенства ω(x0) = ω′(x0) = 0. Тогда P (x0) = Q(x0) =
P ′(x0) = Q′(x0) = 0. Поэтому при любом α ∈ R число x = x0 является
нулём функции Hα и его кратность не меньше 2. Из утверждения ii)
следует, что x0 ∈

{
pπ−α−τ

σ
: p ∈ Z

}
∩
{

pπ−δ−τ
σ

: p ∈ Z
}
, α, δ ∈ R, но

при α = δ − π
2 это пересечение пусто.

Докажем утверждения v) и vi). По доказанному в iii) ω ∈ HB.
Тогда можно применить предложение 2.1 и учесть при этом утвер-
ждение iv).

Докажем vii). Очевидно, что все вещественные нули функции ω

являются нулями функции E. Поэтому, если E(x) > 0, x ∈ R, то у
функции ω нет вещественных нулей, а у функции Hα, α ∈ R, все нули
вещественные (см. утверждение ii) и простые (см. утверждение vi).
Предложение 3.2 доказано.

2Для более узкого класса функций f эта теорема доказана в работе автора [17].
3Это неравенство имеется в самом доказательстве данной теоремы.
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Предложение 3.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Тогда
при любом n ∈ N функция ω(n)(z) = P (n)(z) + i Q(n)(z) удовлетворя-
ет при τn = τ + πn

2 условиям теоремы 1.1, т.е. P (n), Q(n) — веще-

ственные функции класса Eσ, на вещественной оси ω(n)(x) = o(x),
x → ±∞, и

En(x) := P (n)(x) cos
(
σx + τ +

πn

2

)

+ Q(n)(x) sin
(
σx + τ +

πn

2

)
≥ 0, x ∈ R.

Кроме того:

i) En(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ при некотором c ≥ 0
выполняется тождество E(x) ≡ c sin2

(
σx+ πn

2 −σx0

)
. В этом

случае неравенство (1.2) для ω(n)(z) обращается в тождество
и dn(x) := P (n)(x)Q(n+1)(x) − P (n+1)(x)Q(n)(x) ≡ γ2σ2n+1, где γ

из представления (1.3), в котором β = πn
2 − τ − σx0.

ii) ω(n) — вещественная с точностью до постоянного множите-
ля ⇐⇒ ω — вещественная с точностью до постоянного мно-
жителя.

Доказательство. Рассмотрим случай n = 1. То, что P ′, Q′ ∈ Eσ и
ω′(x) = o(x), x → ±∞, доказано в [18, §1]. Если в (3.2) взять α =
π
2 − σx, а затем x заменить на x + τ

σ
, то получим неравенство

E1(x) = σ

+∞∑

k=−∞

E
(

kπ−π
2
+σx

σ

)

(π
2 − kπ)2

≥ 0, x ∈ R.

Из этого неравенства и теоремы 1.1 (утверждения 2) сразу получает-
ся i).

Докажем ii). Пусть ω′ — вещественная с точностью до постоянного
множителя. Из предложения 3.1 для ω′ вытекает, что при некоторых
c ≥ 0, β ∈ R выполняется тождество ω′(x) ≡ cei(π

2
−β) sin(σx+τ+ π

2 +β)

и, значит, ω(x) ≡ cσ−1ei(π
2
−β) sin(σx + τ + β) + A + iB, где A, B ∈ R.

Поэтому E(x) ≡ cσ−1 sin2(σx+τ+β)+A cos(σx+τ)+B sin(σx+τ) ≥ 0,
x ∈ R. Из леммы 2.1 (утверждение 7) вытекает, что A = B = 0 и,
значит (см. предложение 3.1 для ω), ω — вещественная с точностью
до постоянного множителя. Обратное утверждение очевидно.

Предложение 3.3 при n = 1 доказано. Общий случай получается
индукцией по n ∈ N.
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Доказательство теоремы 1.2. Утверждения 1) и 2) доказаны в пред-
ложении 3.2.

Докажем утверждение 3). Пусть функция ω не является вещест-
венной с точностью до постоянного множителя. То, что функция
ω(n) ∈ HB вытекает из предложений 3.3 и 3.2. Докажем, что у функ-
ции ω(n) нет вещественных нулей. Если при любых α ∈ R и c ≥ 0
E(x) 6≡ c sin2(σx + τ + α), то (см. предложение 3.3) En(x) > 0, x ∈ R,
и, значит (см. предложение 3.2.vii для ω(n)), функция ω(n) не имеет
вещественных нулей.

Пусть при некоторых c ≥ 0, β ∈ R выполняется тождество E(x) ≡
c sin2(σx+τ +β). Тогда при некотором γ ∈ R выполняются тождества
(1.3). Предположим, что ω(n)(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R. Тогда

P (n)(x0) = cσn sinβ sin
(
σx0 + τ + β +

πn

2

)

+ γσn sin
(
σx0 + τ +

πn

2

)
= 0,

Q(n)(x0) = cσn cos β sin
(
σx0 + τ + β +

πn

2

)

− γσn cos
(
σx0 + τ +

πn

2

)
= 0.

Поэтому P (n)(x0) cos(σx0 + τ + πn
2 ) + Q(n)(x0) sin(σx0 + τ + πn

2 ) =
cσn sin2(σx0 + τ + β + πn

2 ) = 0 и, значит, γ = 0. Тогда ω — веще-
ственная с точностью до постоянного множителя, что противоречит
условию. Утверждение 3) доказано.

Замечание 3.2. Если выполнены условия теоремы 1.1 и ω(z) 6≡ 0,
то из предложений 3.1 и 3.2(ii) следует, что на вещественной оси
xω(x) 6= o(1), x → ±∞. Кроме того, теоремы 1.1 и 1.2 перестают
быть верными, если условие ω(x) = o(x), x → ±∞ заменить на усло-
вие ω(x) = O(x), x → ±∞. В этом легко убедиться, если рассмотреть
функцию ω(z) := sin z+az cos z+i(az sin z+1−cos z), где −1 < a < −1

2 .
Очевидно ω(x) = O(x) при x → ±∞ и неравенство (1.1) выполняется
при τ = −π

2 , σ = 1 (в этом случае E(x) = 1− cos x). Легко проверить,
что d(x) = a2x2 + ax sinx+ (a+ 1)(1− cos x). Так как d(x) ∼ a2x2 при
x → ±∞ и d(x) ∼ x2(a + 1)(a + 1

2) при x → 0, то функция d не сохра-
няет знак на вещественной оси и, значит, ω(z) 6∈ HB (в противном
случае из теоремы B вытекает, что d(x) ≥ 0, x ∈ R). В случае тео-
ремы 1.2 можно рассмотреть функцию ω(z) := zF (z), где функция
F имеет вид (1.4) и удовлетворяет условию теоремы 1.4 (утвержде-
ние 2). Очевидно, ω(x) = O(x) при x → ±∞ и неравенство (1.1)
выполняется при τ = −π

2 (в этом случае E(x) = xS(x) ≥ 0, x ∈ R), но
ω(z) 6∈ HB, так как функция F имеет один нуль в открытой нижней
полуплоскости.
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4. Доказательство теорем 1.3 и 1.4

В этом параграфе мы рассматриваем функции, определённые ра-
венствами (1.4), (1.5), (1.6).

Следствие 4.1. Пусть µ — вещественная функция ограниченной
вариации на отрезке [0, σ] и выполнено одно из четырёх условий
(4.1), или (4.2), или (4.3), или (4.4):

C(x) ≥ 0, x ∈ R и n = 0, τ = 0, (4.1)

S(x) ≥ 0, x > 0, F (x) = o(1), x → ±∞ и n = 1, τ = −
π

2
, (4.2)

S(x) ≥ 0, x > 0, F (0) = 0 и n = −1, τ = −
π

2
, (4.3)

∃ τ0 ∈ R : C(x) cos τ0−S(x) sin τ0 ≥ 0, x ∈ R и n = 0, τ = ±τ0. (4.4)

Пусть ω(z) := znF (z) ≡ P (z) + iQ(z), где P (z) ≡ znG(z), Q(z) ≡
znH(z). Тогда:

1) функция ω удовлетворяет условиям теоремы 1.1, т.е. 1) P,Q—
вещественные функции класса Eσ и на вещественной оси
ω(x) = o(x), x → ±∞; 2) при соответствующем значении τ

выполняется неравенство E(x) := P (x) cos(σx+τ)+Q(x) sin(σx

+τ) ≡ xn(C(x) cos τ −S(x) sin τ) ≥ 0, x ∈ R и, значит, при всех
x ∈ R выполняется неравенство

4σd(x) ≥ x2n−2D(x) , (4.5)

где

D(x) :=
{
(2σxS(x) + xC ′(x) + nC(x)) cos τ

+ (2σxC(x) − xS′(x) − nS(x)) sin τ
}2

и d(x) := P (x)Q′(x) − P ′(x)Q(x) ≡ x2n∆(x).

2) Неравенство (4.5) обращается в тождество ⇐⇒ E(x) ≡ 0
⇐⇒ C(x) cos τ ≡ S(x) sin τ ≡ 0. В этом случае F (z) ≡ ∆(z) ≡ 0,
если cos τ 6= 0 и F (z) ≡ ceiσz, ∆(z) ≡ c2σ, c ∈ R, если cos τ = 0.

3) Неравенство (4.5) обращается в равенство при некотором x =
x0 ∈ R ⇐⇒ E(x0) = 0.

4) Если F (z) 6≡ 0, то функция ω не является вещественной с
точностью до постоянного множителя и, значит, для функ-
ций ω, P, Q, E, d и Hα(z) := P (z) cos α − Q(z) sin α ≡ znhα(z)
имеют место теорема 1.2 и предложение 3.2.
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5) Если выполнено условие (4.1) и дополнительно F (z) 6≡ 0, S(x) ≥
0 при x > 0, F (0) > 0, то у функции F нет вещественных
нулей.

6) Если выполнено условие (4.2) и дополнительно F (z) 6≡ 0, то
F (0) > 0, H ′(0) > 0 и ∆(0) > 0.

7) Если выполнено условие (4.4) и дополнительно F (z) 6≡ 0,
sin τ0 6= 0, то у функции F нет вещественных нулей.

Доказательство. Утверждение 1) сразу следует из теоремы 1.1 (ут-
верждение 1), если воспользоваться тождествами (2.2) и (2.3). Первая
часть утверждение 2) сразу следует из теоремы 1.1 (утверждение 2) и
леммы 2.1 (утверждение 3). Вторая часть этого утверждения следует
из первой и леммы 2.1 (утверждение 1). Утверждение 3) следует из
утверждения 2) и теоремы 1.1 (утверждение 3). Утверждение 4) сразу
следует из леммы 2.1 (утверждение 6).

Докажем утверждение 5). Если x0 ∈ R и F (x0) = 0, то x0 6= 0 и
C(x0) = S(x0) = 0. Поэтому C ′(x0) = S′(x0) = 0 и, значит, F ′(x0) =
0, что противоречит утверждению iv) в предложении 3.2 о простоте
вещественных нулей функции ω(z) ≡ F (z). Утверждение 5) доказано.

Докажем утверждение 6). Сначала применим утверждение ii) в

предложении 3.2 при α = 0. Тогда λp =
pπ+π

2

σ
. Число x0 = 0 ∈

I0 = (−π
2 , π

2 ) и является нулём функции H0(x) = xG(x). Поэто-
му H ′

0(0) > 0. Осталось учесть, что H ′
0(0) = G(0) = F (0). Теперь

применим утверждение ii) в предложении 3.2 при α = −π
2 . Тогда

λp = (p+1)π
σ

. Число λ−1 = 0 является нулём функции H−π
2
(x) = xH(x)

кратности не меньше 2. Поэтому H ′′
−π

2

(0) > 0. Осталось учесть, что

H ′′
−π

2

(0) = 2H ′(0) и ∆(0) = G(0)H ′(0). Утверждение 6) доказано4.

Докажем утверждение 7). Так как C(x) — чётная, а S(x) —
нечётная функции, то неравенство (4.4) эквивалентно неравенству
|S(x) sin τ0| ≤ C(x) cos τ0, x ∈ R. Если x0 ∈ R и F (x0) = 0, то
C(x0) = S(x0) = 0 и cos τ0 6= 0 (в противном случае S(x) ≡ 0
и F (z) ≡ ceiσz, c 6= 0, но у этой функции нет нулей). Поэтому
C ′(x0) = S′(x0) = 0 и, значит, F ′(x0) = 0, что противоречит утвер-
ждению iv) в предложении 3.2 о простоте вещественных нулей функ-
ции ω(z) ≡ F (z).

Доказательство теоремы 1.3. Теорема 1.3 сразу получается из след-
ствия 4.1 (утверждение 4). Приведём другое доказательство того, что

4Неравенство H ′(0) > 0 также следует из леммы 2.2
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у функции F нет нулей в открытой нижней полуплоскости. Пусть
z = x + iy, x ∈ R, y < 0 и h(t) := − y

π(y2+t2)
, t ∈ R. Тогда (см. (2.1))

F (z)e−iσz = −

σ∫

0

e−ixueyu dµ(σ − u)

= −

σ∫

0

e−ixu

( +∞∫

−∞

eituh(t) dt

)
dµ(σ − u)

= −

+∞∫

−∞

h(t)

( σ∫

0

ei(t−x)u dµ(σ − u)

)
dt

=

+∞∫

−∞

h(t + x)(C(t) + iS(t)) dt.

Если C(x) ≥ 0 при всех x ∈ R и F (z) 6≡ 0, то C(x) 6≡ 0 и, значит,

Re
(
F (z)e−iσz

)
= −

+∞∫

−∞

y

π(y2 + (t + x)2)
· C(t) dt > 0, Im z < 0 .

Доказательство теоремы 1.4. Пусть S(x) ≥ 0 при всех x > 0. Тогда
µ(σ − 0) ≥ µ(0) (лемма 2.2) и µ(σ − 0) − µ(0) = 0 ⇐⇒ S(x) ≡ 0
⇐⇒ F (z) ≡ ceiσz, c ∈ R. В нашем случае F (z) 6≡ 0. Поэтому, если
S(x) ≡ 0, то функция F не имеет нулей. Пусть S(x) 6≡ 0. Тогда (см.
доказательство теоремы 1.3) при z = x + iy, x ∈ R, y < 0 и h(t) :=
− y

π(y2+t2)
, t ∈ R имеем равенство

Im
(
F (z)e−iσz

)
=

+∞∫

0

(h(x + t) − h(x − t))S(t) dt =

+∞∫

0

4xyt

π(y2 + (t + x)2)(y2 + (t − x)2)
· S(t) dt 6= 0,

Im z < 0, Re z 6= 0.

Если x < 0 или x > 0, то последний интеграл соответственно поло-
жителен или отрицателен. Таким образом, в полуплоскости Im z < 0
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при Re z 6= 0 функция F не имеет нулей. Рассмотрим случай Re z = 0.
Если f — функция из леммы 2.2, то

g(y) := F (iy)eσy = −

σ∫

0

eyu dµ(σ − u) = F (0) + y

σ∫

0

eyuf(u) du,

g′(y) =

σ∫

0

eyu(1 + yu)f(u) du.

Из леммы 2.4 вытекает, что g(−∞) := limy→−∞ g(y) = µ(σ) − µ(σ −
0) = F (0) − (µ(σ − 0) − µ(0)). Если y < 0, то из леммы 2.3 (β =
α = −y > 0) вытекает, что g′(y) > 0 и, значит, функция g строго
возрастает на (−∞, 0]. Поэтому g(−∞) < g(y) < g(0) = F (0) при всех
y < 0. Из этого неравенства, предложения 2.2 и леммы 2.1 (утвержде-
ние 6) вытекает утверждение 1). Утверждение 2) вытекает из строгой
монотонности функции g на (−∞, 0].

Докажем утверждение о кратности вещественных нулей функции
F . Если при некотором x0 ∈ R, x0 6= 0, выполняются равенства
F (x0) = F ′(x0) = 0, то из (2.1) следует, что числа ±x0 являются ну-
лями функций G, H, C, S и их кратность не меньше 2. Число α ∈ R

выбираем так, чтобы
pπ−α+π

2

σ
6= ±x0 при всех p ∈ Z, что эквивалентно

неравенству cos(α ± σx0) 6= 0. Из (2.4) и леммы 2.1 (утверждение 6)

следует, что функция f(z) := zhα(z)
(z2−x2

0
)2

удовлетворяет условию теоре-

мы E (при β = α− π
2 ) и, значит xf(x) 6= o(1), x → ±∞, что очевидно

не так.

Пусть F (0) = 0. Из (2.4) и леммы 2.1 (утверждение 6) следует,

что функция f(z) := h0(z)
z

удовлетворяет условию теоремы E (при
β = −π

2 ) и число x0 = 0 ∈ I0 = (−π
2 , π

2 ) является нулём f . Поэтому
f ′(0) > 0. Осталось учесть, что F ′′(0) = h′′

0(0) = 2f ′(0). Теорема 1.4
доказана.

Следствие 4.2. Пусть µ — вещественная функция ограниченной
вариации на отрезке [0, σ].

1) Если F (z) 6≡ 0 и выполнено одно из двух условий: C(x) ≥ 0 при
x ∈ R или S(x) ≥ 0 при x > 0, F (0) ∈ (−∞, 0] ∪ [µ(σ − 0) −
µ(0), +∞), то:
i) ∆(x) ≥ 0, x ∈ R и ∆(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒
F (x0) = 0. Если число x0 ∈ R является нулём кратности p

для функции F , то для функции ∆ число x0 является нулём
кратности 2p.
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ii) Для всех α ∈ R функция hα имеет бесконечно много нулей
и все они вещественные. Если число x0 ∈ R является нулём
функции hα кратности q, то q ≤ p+1, где p — кратность нуля
x0 для функции F (p = 0, если F (x0) 6= 0). Если у функции F

нет вещественных нулей, то все нули функции hα простые.

2) Если S(x) ≥ 0 при x > 0 и F (z) 6≡ 0, F (0) ∈ (0, µ(σ − 0) −
µ(0)), а число −iξ, ξ > 0, является нулём функции F (в силу
теоремы 1.4 такой нуль существует и он единственный), то
∆ξ(x) := ∆(x) + ξ

ξ2+x2 · (G2(x) + H2(x)) ≥ 0, x ∈ R, ∆ξ(x) 6≡ 0 и

∆ξ(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒ F (x0) = 0. Если число
x0 ∈ R является нулём функции F , то для функции ∆ξ число
x0 является нулём кратности 2.

Доказательство. Докажем утверждение 1). При любом α ∈ R функ-
ция hα вещественна и имеет бесконечно много вещественных нулей.
Это вытекает из неравенства (см. (2.4))

(−1)phα

(pπ − α − τ

σ

)
=C

(pπ − α − τ

σ

)
cos τ−S

(pπ − α − τ

σ

)
sin τ ≥0,

которое выполняется при всех целых p ≥ α+τ
π

. Здесь τ = 0 или τ =
−π

2 соответственно в первом или во втором случае. Из теорем 1.3, 1.4
следует, что функция F ∈ HB и не является тривиальной. Поэтому
можно воспользоваться предложением 2.1.

Докажем утверждение 2). Функция ω(z) := F (z)
z+iξ

является це-
лой функцией экспоненциального типа, которая не имеет нулей в
открытой полуплоскости Im z < 0 и её дефект dω = dF > 0. Из
теоремы C вытекает, что ω ∈ HB, а из леммы 2.1 (утверждение 8)
следует, что ω не является тривиальной. Поэтому к функции ω мож-
но применить предложение 2.1. Следует только учесть, что все ве-
щественные нули функции F (если они есть) простые (теорема 1.4),
(x2 + ξ2)d(x) ≡ ∆ξ(x) и ω(x0) = 0 при некотором x0 ∈ R ⇐⇒
F (x0) = 0.

Предложение 4.1. Пусть µ — вещественная функция ограничен-
ной вариации на отрезке [0, σ], S(x) ≥ 0 при всех x > 0 и F (z) 6≡ 0.
Пусть α ∈ R. Тогда:

1) Функция hα вещественна и при всех p ∈ Z выполняются нера-

венства (−1)pHα(λp) = E(λp) ≥ 0, где λp = λp(α) :=
pπ−α+π

2

σ
,

Hα(x) := xhα(x) и E(x) := xS(x). Кроме того, hα(x) 6≡ 0,
x2hα(x) 6= o(1) при x → ±∞ и функция hα имеет бесконечно
много вещественных нулей.
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2) Если F (0) ∈ (−∞, 0] ∪ [µ(σ − 0) − µ(0), +∞), то функция hα не
имеет нулей в C \ R.

3) Если F (0) ∈ (0, µ(σ−0)−µ(0)), то при некотором α ∈ R функ-
ция hα имеет комплексные (не вещественные) нули.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Вещественность hα оче-
видна, а выполнение указанных неравенств следует из (2.4). Отсюда
сразу следует то, что у функции hα бесконечно много вещественных
нулей. То, что hα(x) 6≡ 0 следует из леммы 2.1 (утверждение 6). Если
x2hα(x) = o(1) при x → ±∞, то функция Hα удовлетворяет усло-
вию теоремы E и, значит, xHα(x) = x2hα(x) 6= o(1), x → ±∞, что
противоречит предположению.

Утверждение 2) содержится в следствии 4.2.

Докажем 3). Предположим, что при всех α ∈ R функция hα не
имеет нулей в C\R. Так как F (z) 6≡ 0, то по лемме 2.1 (утверждение 6)
функция F не является вещественной с точностью до постоянного
множителя. Поэтому d(x) 6≡ 0 и, значит, d(x0) 6= 0 при некотором
x0 ∈ R. Если d(x0) > 0, то из теоремы B следует, что F ∈ HB и,
значит, у функции F нет нулей в открытой полуплоскости Im z < 0,
что противоречит теореме 1.4 (утверждение 2). Поэтому d(x0) < 0.
Тогда из теоремы B следует, что F (z) = F (z) ∈ HB и, значит, у функ-
ции F нет нулей в открытой верхней полуплоскости Im z > 0. Таким
образом, все нули функции F , кроме одного (см. утверждение 2 в
теореме 1.4), являются вещественными (и их бесконечно много). В
этом случае (см. [15, Следствие 1]), если при некотором δ ∈ (0, σ)
существует предел

lim
x→+∞

∣∣∣∣∣

∫ δ

0 e−xu dµ(u)
∫ δ

0 e−xu dµ(σ − u)

∣∣∣∣∣ = a ,

то a = 1. В нашем случае этот предел существует и равен
∣∣ µ(+0)−µ(0)
µ(σ−0)−µ(σ)

∣∣
(это следует из леммы 2.4 и неравенства F (0) = µ(σ) − µ(0) 6= µ(σ −
0) − µ(0)). Из леммы 2.2 (утверждение 1) следует, что µ(+0) = µ(0).
Поэтому a=0. Полученное противоречие доказывает утверждение 3).

5. Примеры

Пример 5.1 (См. также [11,17,18]). Пусть функция µ абсолютно
непрерывна на [0, σ], т.е. dµ(t) = g(t)dt, где g ∈ L(0, σ). Предполо-
жим, что функция g неотрицательна, не убывает и g(t) 6≡ 0 на (0, σ).
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Известно, что в этом случае S(x) =
∫ σ

0 g(σ − t) sinxt dt ≥ 0 при всех
x > 0. Следующее доказательство данного неравенства принадлежит
Р. М. Тригубу. Для произвольного фиксированного x > 0 положим
G(u) := 0 при u > σx и G(u) := g

(
σ − u

x

)
при 0 ≤ u ≤ σx. Тогда

функция G неотрицательна и не возрастает на (0, +∞). Очевидно,
что при всех p ∈ Z+ и u ∈ [2pπ, 2(p + 1)π] выполняется неравенство
Gp(u) := (G(u) − G(2pπ + π)) sin u ≥ 0. Поэтому

xS(x) =

σx∫

0

g
(
σ −

u

x

)
sinu du =

+∞∫

0

G(u) sin u du

=
+∞∑

p=0

2(p+1)π∫

2pπ

Gp(u) du ≥ 0 .

В этом случае выполняются условия (4.2) и F (z) 6≡ 0. Поэтому все
нули функции F лежат в замкнутой полуплоскости Im z ≥ 0, а нули
F ′ лежат в открытой полуплоскости Im z > 0. Если S(x) > 0 при
всех x > 0, то, очевидно, функция F не имеет вещественных нулей.
Из последнего неравенства сразу следует, что S(x0) = 0 при неко-
тором x0 > 0 ⇐⇒ при некотором β ∈ [0, σ) функция g является
на (β, σ) кусочно постоянной с равностоящими узлами (т.е. интервал
(β, σ) можно разбить на конечное число интервалов одинаковой дли-
ны d > 0, на каждом из которых g постоянна) и g(t) ≡ 0 на (0, β),
если β > 0 (при этом всегда можно считать, что g(β − 0) > 0). Пусть
S(x0) = 0 при некотором x0 > 0. Тогда

F (z) =
eidz − 1

iz
· eiβzF1(z), где F1(z) :=

m∑

p=1

cpe
i(p−1)dz

и m =
σ − β

d
∈ N, 0 < c1 ≤ · · · ≤ cm.

В этом случае функция F имеет бесконечно много вещественных ну-
лей zk = 2πk

d
, k ∈ Z, k 6= 0. Так как все нули функции F лежат в

полуплоскости Im z ≥ 0, то при m ≥ 2 все нули функции F1 лежат на
конечном числе прямых Im z = c ≥ 0, которых не более, чем m − 1 и
на каждой из них лежит бесконечно много нулей F1, а все веществен-
ные её нули простые (если есть). Это эквивалентно тому, что все нули
алгебраического многочлена P (w) := c1 + c2w + · · · + cmwm−1 лежат
в замкнутом круге |w| ≤ 1, а если есть нули на окружности |w| = 1,
то они простые. Это хорошо известный факт.
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Пример 5.2. Пусть F (z) :=
∑m

k=0 cke
iλkz 6≡ 0, где ck ∈ R и 0 =

λ0 < λ1 < · · · < λm = σ. Тогда F (z) =
∫ σ

0 eizt dµ(t), где µ — сту-
пенчатая функция, имеющая скачки в точках t = λk. В этом случае
C(x) =

∑m
k=0 ck cos(λm − λk)x. Пусть C(x) ≥ 0 при всех x ∈ R. То-

гда выполняются условия следствий 4.1 и 4.2 и, значит, функция F

не имеет нулей в полуплоскости Im z < 0, а неравенство (4.5) в этом
случае имеет вид

4λm

m∑

k,j=0

ckcjλj cos(λk − λj)x ≥

( m∑

k=0

ck(λm + λk) sin(λm − λk)x

)2

,

x ∈ R.

Это неравенство обращается в равенство при некотором x = x0 ∈
R ⇐⇒ C(x0) = 0. Если f — чётная, непрерывная, положитель-
но определённая на R функция и f(x) = 0 при |x| ≥ m, то f(0) +
2
∑m

k=1 f(k) cos kx =
∑m

k=−m f(k)eikx ≥ 0, x ∈ R (доказательство это-
го утверждения Р. М. Тригуба см. в [21]). Если взять λk = k при

0 ≤ k ≤ m и ck = f(m − k), 0 ≤ k < m, cm = f(0)
2 , то C(x) ≥ 0 при

всех x ∈ R. Можно взять, например, функцию f(x) =
(
1 −

( |x|
m

)λ)δ
+
,

где 0 < λ ≤ 1, δ ≥ 1.

Пример 5.3. Пусть функция µ вещественна, абсолютно непрерывна
на [0, σ] и dµ(t) = g(t)dt, где g ∈ C[0, σ], g(0) = 0, g(σ) > 0 и функ-
ция g ((σ − |t|)+) является положительно определённой на R. Тогда
C(x) =

∫ σ

0 g(σ − t) cos xt dt ≥ 0 при всех x ∈ R. В этом случае выпол-
няются условия следствий 4.1 и 4.2.

В следующем предложении установлена связь между функциями
класса HB вида (1.4) и положительно определёнными функциями.

Предложение 5.1. Пусть функция g ∈ L(0, σ) и вещественна, а
чётная функция h определена равенствами h(x) := 0 при |x| ≥ σ и
h(x) :=

∫ σ

|x|(2u−|x|)g(u)g(u−|x|) du, |x| < σ. Пусть функция F (z) :=∫ σ

0 eiztg(t) dt не имеет нулей в нижней полуплоскости Im z < 0. Тог-
да:

1) h ∈ L(R), а функция F ∈ HB и не является тривиальной.

2) Преобразование Фурье ĥ(x) ≥ 0 при всех x ∈ R и ĥ(x0) = 0 при
некотором x0 ∈ R ⇐⇒ F (x0) = 0. Если число x0 ∈ R является
нулём кратности p для функции F , то для функции ĥ число
x0 является нулём кратности 2p.
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3) Если дополнительно g ∈ L2(0, σ), то функция h является не-
прерывной и положительно определённой на R.

Доказательство. Докажем 1). Если g продолжить нулём на (σ, +∞),
то легко показать, что

2h(x) =

+∞∫

−∞

g(|u|) g(|x − u|) (x − u) (sign(x − u) − signu) du.

Так как свёртка двух функций из L(R) есть функция из L(R), то
h ∈ L(R). Используя связь между преобразованием Фурье и свёрт-
кой, получаем равенство ĥ(x) = 2∆(x). Здесь функция ∆ определена
равенствами (1.4) и (1.5), в которых dµ(t) = g(t)dt. Если F не име-
ет нулей в полуплоскости Im z < 0, то из предложения 2.2 вытекает,
что F ∈ HB. Из утверждения 2 в лемме 2.1 вытекает, что F не яв-
ляется тривиальной (в противном случае F (z) ≡ F (+∞) = 0, что
противоречит условию).

Утверждение 2) вытекает из утверждения 1) и предложения 2.1.

Докажем 3). Если дополнительно g ∈ L2(0, σ), то, очевидно, h ∈
C(R). По доказанному h ∈ L(R) и ĥ(x) ≥ 0 при всех x ∈ R. Поэтому
функция h является положительно определённой на R.

Пример 5.4. В качестве примера в предложении 5.1 при σ = 1
рассмотрим функцию (см. [22, 23]) g(t) := gµ,ν(t) = tµ−1(1 − t2)ν−1.
Если µ ≥ 1, 0 < ν ≤ 1 и (µ, ν) 6= (1, 1), то F (0) > 0 и (см. при-
мер 5.1) S(x) > 0 при всех x > 0 и, значит, функция F не имеет
вещественных нулей. Поэтому ĥµ,ν(x) > 0 при всех x ∈ R. Отсюда
следует (см. [22, равенство (44)]), что при указанных µ и ν функция
f(x) = x−µ(1 + x2)−ν является вполне монотонной на (0, +∞), т.е.
(−1)nf (n)(x) > 0 при всех n ∈ Z+ и x > 0 (это основной результат
работы [24]).
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