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Найкращi полiномiальнi наближення цiлих

трансцендентних функцiй узагальненого

порядку зростання в банахових просторах

E
′

p(G) та Ep(G), p > 1

Сергiй Б. Вакарчук, Сергiй I. Жир

(Представлена В. Я. Гутлянським)

Анотацiя. Для цiлих трансцендентних функцiй f , якi мають уза-
гальнений α-порядок зростання ρα(f), одержано теорему типу Ада-

мара, яка пов’язує мiж собою величини M̃(f, r) (r > 1) та коефi-
цiєнти an(f) (n ∈ Z+) розвинення f в ряд Фабера в скiнченнiй
однозв’язнiй областi G, обмеженiй кривою γ з класу С. Я. Альпера.
Цей результат є поширенням на однозв’язну область одного твер-
дження, одержаного М. М. Шереметою у 1968 роцi в роботi [28].
За його допомогою в банахових просторах E

′

p(G) та В. I. Смiрнова
Ep(G) (1 6 p 6 ∞) одержано умови, якi є необхiдними i достатнi-
ми для того, щоб аналiтична функцiя f , яка належить одному з
зазначенних просторiв, була цiлою трансцендентною узагальненого
α-порядку зростання ρα(f). Вказанi умови мiстять найкращi полiно-
мiальнi наближення функцiї f i визначають швидкiсть їх прямуван-
ня до нуля при зростаннi ступенiв полiномiв.
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1. Вступ

Нехай ΓR (R > 1) — елiпс з фокусами в точках (1, 0) i (−1, 0) та
сумою напiвосей R; DR — обмежена ним область. С. Н. Бернштейн
показав [1, 2], що коли функцiя f регулярна в DR, то для послiдов-
ностi

{
En(f)C

}
її найкращих наближень алгебраїчними полiномами
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степеня 6 n в рiвномiрнiй метрицi на вiдрiзку [−1, 1] має мiсце спiв-
вiдношення

lim
n→∞

n
√
En(f)C =

1

R
.

Це означає, що для цiлої функцiї f виконується рiвнiсть [2, 3]

lim
n→∞

n
√
En(f)C = 0. (1.1)

У зв’язку з цим постало питання про швидкiсть прямування до нуля
елементiв послiдовностi найкращих полiномiальних наближень цiлої
трансцендентної функцiї f .

А. В. Батирєв [4], A. R. Reddy [5–7], R. S. Varga [8] показали, що
ця швидкiсть залежить вiд характеристик зростання цiлої функцiї —
її порядку ρ i типу σ. Наприклад, згiдно R. S. Varga [8] виконання
рiвностi

lim
n→∞

n · lnn

− lnEn(f)C
= ρ

є необхiдною i достатньою умовою для того, щоб f(x) ∈ C([−1, 1])
була звуженням на [−1, 1] цiлої трансцендентної функцiї f(z) порядку
ρ, де ρ ∈ [0,∞).

Граничнi рiвностi аналогiчного змiсту, якi пов’язують характери-
стики зростання цiлих трансцендентних функцiй з послiдовностями
їх найкращих полiномiальних наближень в деяких банахових просто-
рах аналiтичних функцiй, у комплекснiй площинi в подальшому було
отримано I. I. Iбрагiмовим та Н. I. Шихалiєвим [9,10], A. Giroux [11],
С. Б. Вакарчуком [12–16], авторами [17–26].

Введення М. M. Шереметою [27, 28] бiльш “гнучкої” узагальненої
шкали зростання цiлих функцiй суттєво розширило межi вищевказа-
них дослiджень (дивись, наприклад, [29]) заснованих на застосуваннi
методiв конструктивної теорiї функцiй комплексної змiнної. Це та-
кож вiдкрило новi можливостi для дослiдження зв’язкiв мiж рiзними
узагальненими характеристиками зростання цiлих трансцендентних
функцiй та їх найкращими полiномiальними наближеннями в деяких
банахових просторах аналiтичних в однозв’язнiй областi функцiй (ди-
вись, наприклад, [17–26]).

Дана стаття присвячена продовженню дослiджень у зазначеному
напрямку.
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2. Характеристики зростання цiлих функцiй

та їх найкращi полiномiальнi наближення

на вiдрiзку [−1, 1] та у колi одиничного радiуса

2.1 Нехай f є цiлою функцiєю i

M(f, r)
df
=max

{
|f(z)| : |z| = r

}
(r > 0),

ln[g] x
df
= ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸

g

x (g ∈ Z+)
(
ln[0] x

df
= x, ln[1] x

df
= lnx

)
.

Наведемо деякi характеристики зростання цiлих функцiй, предста-
вивши їх у виглядi наступної таблицi 1.

Порядок зростання Тип

ρ = lim
r→∞

ln lnM(f, r)

ln r

(дивись, наприклад, [30])

Якщо 0 < ρ <∞, то величи-
ну

σ = lim
r→∞

lnM(f, r)

rρ

називають типом функцiї f
(дивись, наприклад, [30])

У випадку ρ = ∞ розглядають ве-
личину

ρ(g) = lim
r→∞

ln[g]M(f, r)

ln r

(g = 3, 4, . . .)

Якщо ρ(g − 1) = ∞, а ρ(g) < ∞,
то кажуть, що функцiя f має g-
порядок зростання ρ(g) [31]

Якщо 0 < ρ(g) < ∞, то ве-
личину

σ(g) = lim
r→∞

ln[g−1]M(f, r)

rρ(g)

називають g-типом функцiї
f [7]

Якщо ρ = 0, то величину

ρl = lim
r→∞

ln lnM(f, r)

ln ln r

називають логарифмiчним поряд-
ком зростання функцiї f [6]

Якщо 1 < ρl < ∞, то вели-
чину

σl = lim
r→∞

lnM(f, r)

(ln r)ρl

називають логарифмiчним
типом функцiї f [6]

Таблиця 1.
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Для зазначених характеристик зростання цiлих функцiй f(z) =∑∞
n=0 cn(f)zn, де cn(f)(n ∈ Z+) — коефiцiєнти Тейлора, мають мiсце

спiввiдношення типу Адамара, якi, для зручностi, теж представимо
у виглядi таблицi 2.

Порядок зростання Тип

ρ = lim
n→∞

n lnn

− ln
∣∣cn(f)

∣∣

Якщо 0 < ρ <∞, то

(
σeρ

)1/ρ
= lim

n→∞
n1/ρ · n

√∣∣cn(f)
∣∣

ρ(g) = lim
n→∞

n ln[g−1] n

− ln
∣∣cn(f)

∣∣

Якщо 0 < ρ(g) <∞, то

σ(g)=kg lim
n→∞

ln[g−2] n
∣∣cn(f)

∣∣ρ(g)/n
,

де kg =

{
1

eρ(g) , якщо g = 2;

1, якщо g > 2

Якщо ρl > 1, то

ρl = 1 + lim
n→∞

ln ln
1

n

√∣∣cn(f)
∣∣

Якщо 1 < ρl <∞, то

σl =
(ρl − 1)ρl−1

ρρl

l

× lim
n→∞

nρl

(
− ln

∣∣cn(f)
∣∣)ρl−1

Таблиця 2.

Продовживши iдеї робiт С. Н. Бернштейна i R. S. Varga стосовно
найкращих полiномiальних наближень цiлих трансцендентних функ-
цiй на вiдрiзку [−1, 1], A. R. Reddy отримав наступнi результати.

Теорема A ([5]). Нехай g ∈ N (g > 2). Тодi спiввiдношення

lim
n→∞

n · ln[g−1] n

− lnEn(f)C
= τ,

де 0 < τ < ∞, є необхiдним i достатнiм для того, щоб f(x) була

звуженням на [−1, 1] цiлої трансцендентної функцiї f(z) g-порядку

зростання ρ(g) = τ .

Теорема B ([5]). Нехай f — дiйсна неперервна на вiдрiзку [−1, 1]
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функцiя. Тодi рiвнiсть

lim
n→∞

lnn

ln
(
− n−1 · lnEn(f)C

) = δ,

де 0 6 δ < ∞, є необхiдною i достатньою для того, щоб f(x) була

звуженням на [−1, 1] цiлої трансцендентної функцiї f(z) логарифмi-

чного порядка ρl = 1 + δ.

Теорема C ([5]). Нехай f є дiйсною неперервною на вiдрiзку [−1, 1]
функцiєю. Якщо f(x) є звуженням на [−1, 1] цiлої функцiї логари-

фмiчного порядку ρl ∈ (1,∞) i логарифмiчного типу σl ∈ (0,∞), то

(ρl − 1)ρl−1

ρρl

l

· lim
n→∞

nρl

(
− lnEn(f)C

)ρl−1 = σl.

2.2 Запропонованi М. М. Шереметою узагальнення класичних
характеристик зростання цiлих функцiй суттєво збагатили шкалу
зростання та дозволили в подальшому одержати змiстовнi резуль-
тати з полiномiальної апроксимацiї цiлих трансцендентних функцiй
в C[−1, 1] [32]. Для їх формулювання наведемо спочатку необхiднi
поняття та означення [27].

Символом L позначимо клас функцiй h, якi задовольняють на-
ступнi умови:

1) функцiя h, означена на напiвсегментi [a,∞), є диференцiйов-
ною, строго монотонно зростаючою i прямує до ∞ при x→ ∞;

2) limx→∞
h((1+γ(x))x)

h(x) = 1 для довiльної функцiї γ такої, що γ(x) →
0 при x→ ∞.

Пiд Λ розумiємо клас функцiй h, якi задовольняють умову 1) озна-
чення класу L i є повiльно змiнюючимися, тобто

lim
x→∞

h(cx)

h(x)
= 1

для довiльного числа c ∈ (0,∞) (дивись, наприклад, [33]).
Очевидно, що Λ ⊂ L, причому Λ 6= L, оскiльки, наприклад, xν ⊂ L

(ν > 0), але xν 6∈ Λ.
Нехай функцiя f є цiлою трансцендентною, α ∈ Λ i β ∈ L. Тодi

величину

ρ(f ;α, β) = lim
r→∞

α
(
lnM(f, r)

)

β(ln r)
(2.1)
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будемо називати узагальненим (α, β)-порядком зростання функцiї f .
Наступне твердження є теоремою типу Адамара, в якiй встанов-

лено зв’язок мiж величиною ρ(f ;α, β) та коефiцiєнтами Тейлора cn(f)
(n ∈ Z+) цiлої функцiї f .

Теорема D ([27]). Нехай f(z) =
∑∞

n=0 cn(f)zn є цiлою трансценден-

тною функцiєю узагальненого (α, β)−порядку зростання ρ(f ;α, β),

де α ∈ Λ, β ∈ L. Якщо для функцiї F (x, c)
df
= β−1

(
c · α(x)

)
, де β−1

є функцiєю, оберненою до β, при будь-якому c ∈ (0,∞) та x → ∞
виконано умову

dF (x, c)

d lnx
= O(1), (2.2)

то має мiсце рiвнiсть

ρ(f ;α, β) = lim
n→∞

α(n)

β
(
− n−1 ln

∣∣cn(f)
∣∣) .

Зокрема, якщо у формулi (2.1) покласти α(x) = lnx, β(x) = x, то
отримаємо звичайне означення порядку зростання ρ цiлої функцiї f .
Якщо ж α(x) = ln[g−1] x, (g = 3, 4, . . . ), β(x) = x, то маємо означення
g-порядку зростання ρ(g) цiлої функцiї f .

У роботi [32] S. M. Shah було розглянуто питання про найкращi
полiномiальнi наближення на вiдрiзку [−1, 1] цiлих трансцендентних
функцiй узагальненого (α, β)–порядку зростання i отримано насту-
пний результат.

Теорема E ([32]). Нехай f ∈ C([−1, 1]) i виконано умову (1.1). Тодi

f(x) є звуженням на вiдрiзок [−1, 1] цiлої трансцендентної функцiї

f(z). Якщо при цьому мають мiсце умови теореми D, то f має уза-

гальнений (α, β)-порядок зростання, який виражається формулою

ρ(f ;α, β) = lim
n→∞

α(n)

β
(
− n−1 lnEn(f)C

) .

Дана теорема у якостi частинних мiстить у собi достатнi умови
для наступних випадкiв, наведених у таблицi 3:

α(x) β(x) Роботи
lnx x Varga R. S. [8]

ln[g−1] x(g = 3, 4, . . .) x Reddy A. R. [5]

Таблиця 3.
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У випадку, коли порядок зростання

ρ = lim
r→∞

ln lnM(f, r)

ln r

дорiвнює нулю, тобто для цiлих функцiй повiльного зростання з ме-
тою отримання характеристик зростання M(f, r) та спадання

∣∣cn(f)
∣∣

М. М. Шеремета ввiв наступнi величини [28]:

ρα(f) = lim
r→∞

α
(
ln lnM(f, r)

)

α(ln ln r)
,

ρ′α(f) = lim
n→∞

α(lnn)

α
(
ln
(
− n−1 ln

∣∣cn(f)
∣∣)) ,

(2.3)

де α ∈ Λ. Виключивши тривiальний випадок f 6≡ const, з [28] маємо
ρα(f) > 1.

Якщо α ∈ Λ i f — цiла трансцендентна функцiя, то величину ρα(f)
будемо називати узагальненим α-порядком зростання функцiї f .

М. М. Шереметою було отримано наступну теорему типу Адама-
ра.

Теорема F ([28]). Нехай F(x, c)
df
= α−1

(
c · α(x)

)
, де α ∈ Λ, α−1 є

функцiєю оберненою до α, i для усiх c ∈ (0,∞), починаючи з деякого

x = x1, виконується спiввiдношення

0 6
dF(x, c)

dx
6 A

(
exp

(
F(x, c)

))B
, (2.4)

де A, B — постiйнi величини (0 < A,B <∞). Тодi для цiлої транс-

цендентної функцiї f узагальненого α-порядку зростання ρα(f) має

мiсце рiвнiсть

ρα(f) = max
(
ρ′α(f), 1

)
.

2.3 Розглянемо найкращi полiномiальнi наближення цiлих транс-
цендентних функцiй в колi одиничного радiуса. Нехай Hq (1 6 q <

∞) — простiр Хардi аналiтичних в колi U
df
=
{
z ∈ C : |z| < 1

}

функцiй f , для яких

‖f‖Hq
= lim

r→1−0
Mq(f, r) <∞,

де

Mq(f, r)
df
=

{
1

2π

2π∫

0

∣∣∣f
(
r · exp(it)

)∣∣∣
q
dt

}1/q

,
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а H ′
q (1 6 q < ∞) — простiр Бергмана аналiтичних в U функцiй f ,

якi задовольняють умову

‖f‖H′

q
=

{
1

π

∫∫

U

∣∣f(z)
∣∣q dxdy

}1/q

<∞,

де z = x+ iy. У випадку q = ∞ простори Хардi i Бергмана спiвпада-
ють i складаються з аналiтичних в U функцiй f , для яких

‖f‖H′

∞
= ‖f‖H∞

= sup
{∣∣f(z)

∣∣ : z ∈ U
}
<∞.

Кажуть, що аналiтична в U функцiя f належить простору B(p, q, λ)
(0 < p < q ≤ ∞; 0 < λ ≤ ∞), якщо

‖f‖p,q,λ =

{ 1∫

0

(
1 − r

)λ(1/p−1/q)−1
Mλ

q (f, r) dr

}1/λ

<∞ (0 < λ <∞);

‖f‖p,q,∞ = sup
{(

1 − r
)1/p−1/q

·Mq(f, r) : 0 < r < 1
}
<∞.

При будь-яких p > 0 i q, λ > 1 B(p, q, λ) є банаховим простором, а в
iнших випадках вiн є простором Фреше. Простори B(p, q, λ), зокрема,
вивчались М. I. Гварадзе у роботi [34].

Пiд символом X будемо розумiти будь-який з перерахованих у
цьому пунктi банахових просторiв. Нехай Pn — пiдпростiр алгебра-

їчних полiномiв комплексної змiнної степеня 6 n; E(f,Pn, X)
df
=

inf
{
‖f − pn‖X : pn ∈ Pn

}
— найкраще наближення функцiї f ∈ X

елементами пiдпростору Pn.
Сформулюємо у зручному для нас виглядi об’єднаний результат

теорем 1 та 2 з роботи [18].

Теорема G ([18]). Нехай X — будь-який з банахових просторiв —

Hq, H
′
q або B(p, q, λ) i виконано умову (2.2) теореми D. Тодi для

функцiї f ∈ X гранична рiвнiсть

lim
n→∞

α(n)

β
(
− n−1 lnEn(f,Pn, X)

) = δ,

де δ — скiнченне додатнє число, є необхiдною i достатньою умовою

для того, щоб f була цiлою трансцендентною функцiєю узагальне-

ного (α, β)-порядку зростання ρ(f ;α, β) = δ.

При певнiй конкретизацiї функцiй α ∈ Λ та β ∈ L дана теорема
мiстить у собi деякi з вiдповiдних результатiв, отриманих у роботах,
наведених у наступнiй таблицi 4. Зазначимо, що результат теореми G
був розповсюджений на випадок скiнченної однозв’язної областi в
роботi авторiв [21].
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α(x) β(x) Простiр Роботи
lnx x H ′

2 Reddy A. R. [7]
lnx x H ′

q (g > 1) Iбрагiмов I. I., Шихалiєв Н. I. [9]
ln[g] x (g > 2) x H ′

q (q > 1) Вакарчук С. Б. [15]
ln[g] x (g > 2) x Hq (q > 1) Вакарчук С. Б. [15]
lnx x B(p, q, λ) Вакарчук С. Б. [14]

Таблиця 4.

Теорема H ([17]). Нехай виконано умову (2.4) теореми F i X —

будь-який з банахових просторiв, зазначених у теоремi G, функцiя

f ∈ X. Тодi гранична рiвнiсть

lim
n→∞

α(n)

α
(
− n−1 lnEn(f,Pn, X)

) = µ,

де µ — деяке скiнченне невiд’ємне число, є необхiдною i достатньою

умовою для того, щоб f була цiлою трансцендентною функцiєю уза-

гальненого α-порядку зростання ρα(f) = max(µ, 1).

Слiд зазначити, що теорема Н не має жодних аналогiв при будь-
якiй конкретизацiї функцiї α ∈ Λ.

Основною метою даної статтi є розповсюдження теореми Н на ви-
падок банахових просторiв В. I. Смiрнова Ep(G) (p > 1) та банахових
просторiв E ′

p(G) (p > 1), де G — скiнченна однозв’язна область ком-
плексної площини з границею, що належить класу С. Я. Альпера [35].

3. Спiввiдношення типу Адамара для цiлих

трансцендентних функцiй узагальненого

α-порядку зростання

3.1 Нехай G — скiнченна однозв’язна область комплексної пло-
щини C, яка обмежена гладкою спрямлюваною жордановою кривою
γ. Доповненям до G = G ∪ γ є однозв’язна область Ω, яка мiстить
точку z = ∞. При цьому γ =

{
z ∈ C : z(s) = x(s)+iy(s), 0 6 s 6 l,

z(0) = z(l)
}
, де s — довжина дуги, яка вiдраховується вiд деякої фi-

ксованої точки на кривiй γ; l — довжина кривої γ. Через θ(s) позначи-
мо кут мiж дотичною до кривої γ в точцi z(s) та додатним напрямом
вiсi OX, а через ω(θ, t) (t > 0) позначимо модуль неперервностi фун-
кцiї θ. Покладають [35], що крива γ належить до класу L, якщо для



264 Найкращi полiномiальнi наближення...

неї виконано умову
c∫

0

ω(θ, t)

t
| ln t|dt <∞

де c — довiльне додатнє число.
Нехай функцiя w = Φ(z) вiдображає зовнiшнiсть замкненої кривої

γ в площинi Z на зовнiшнiсть одиничного кола |w| = 1 в площинi W
так, що Φ(∞) = ∞ та Φ(1)(∞) = δ > 0. При цьому умова Φ(∞) = ∞
означає, що функцiя w = Φ(z) точку z = ∞ переводить у точку w =
∞, а умова Φ(1)(∞) = δ > 0 iнодi записується у виглядi lim

{
Φ(z)/z :

z → ∞
}

= δ > 0. В околi точки z = ∞ лоранiвське розвинення
функцiї Φ має вигляд

Φ(z) = δz + δ0 +
δ1
z

+ · · · +
δk
zk

+ · · · . (3.1)

Через γr (r > 1) позначимо в площинi Z лiнiю рiвня функцiї Грiна
областi G, яка при вiдображеннi w = Φ(z) переходить в коло |w| = r
в площинi W. Оскiльки вiдображення w = Φ(z) конформне й одноли-
сте, то при r > 1 лiнiя рiвня γr є замкненою правильною аналiтичною
кривою. Довiльна лiнiя рiвня γr (r > 1) визначає двi канонiчнi обла-
стi: внутрiшнiсть Gr та зовнiшнiсть Ωr. При цьому Gr = Gr ∪ γr.

Для цiлої трансцендентної функцiї f позначимо

M̃(f, r)
df
= max

{
|f(z)| : z ∈ γr

}
(r > 1).

Нехай z = Ψ(w) — функцiя, обернена до функцiї w = Φ(z). Ця фун-
кцiя вiдображає конформно й однолисто область |w| > 1 на область
Ω. Її розвинення в ряд Лорана в околi точки w = 0 має вигляд

z = Ψ(w) = νw + ν0 +
ν1

w
+ · · · +

νk

wk
+ · · · (|w| > 1), (3.2)

де ν = 1/δ. Використовуючи формули (3.1)–(3.2), наведене у п. 2.2
означення величини ρα(f) та покладаючи z = w ·ν; R = |w| ·ν, маємо

lim
r→∞

α
(
ln ln M̃(f, r)

)

α(ln ln r)
= lim

r→∞

α
(
ln lnmax|w|=r

∣∣f
(
Ψ(w)

)∣∣)

α(ln ln r)

= lim
r→∞

α
(
ln lnmax|w|=r

∣∣f
(
w
(
ν + ν0

w + · · · + νk

wk+1 + . . .
))∣∣)

α(ln ln r)

= lim
r→∞

α
(
ln lnmax|z|=R

∣∣f(z)
∣∣)

α(ln ln r)

= lim
R→∞

α
(
ln lnM(f,R)

)

α(ln lnR)
= ρα(f). (3.3)
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Нагадаємо, що n-й полiном Фабера Fn для областiG є правильною
частиною n-го ступiня розвинення функцiї Φ у ряд Лорана (3.1) в
околi точки z = ∞.

Нам знадобиться наступна теорема.

Теорема I ([36, с. 135–136]). Нехай Fn (n ∈ Z+) — послiдовнiсть

полiномiв Фабера для однозв’язної областi G. Якщо функцiя f ре-

гулярна в областi Gr (1 < r < ∞) i на лiнiї рiвня γr має особливу

точку, то:

1) функцiя f має розвинення у ряд по полiномах Фабера:

f(z) =
∞∑

n=0

an(f) · Fn(z), (3.4)

де

an(f) =
1

2πi

∫

|w|=R

f
(
Ψ(w)

)

wn+1
dw (1 < R < r);

2) при цьому

lim
n→∞

∣∣an(f)
∣∣1/n

=
1

r
(3.5)

i ряд (3.4) є рiвномiрно збiжним всерединi Gr i розбiжним зов-

нi Gr;

3) i навпаки: якщо виконується умова (3.5), то ряд (3.4) є рiвно-

мiрно збiжним всерединi Gr i розбiжним зовнi Gr, а функцiя

f , означена рiвнiстю (3.4), є регулярною в Gr i на лiнiї рiвня

γr має особливу точку.

Оскiльки

Fn(z) =
1

2πi

∫

γr

Φn(ξ)

ξ − z
dξ, (z ∈ Gr, n ∈ Z+),

то ∣∣Fn(z)
∣∣ 6 c1(r) · r

n; c1(r)
df
=

l(γr)

2πd(γ, γr)
(z ∈ γr), (3.6)

де l(γr) — довжина лiнiї рiвня γr, d(γ, γr) — вiдстань мiж межею γ
областi G i кривою γr (r > 1).

3.2 Нехай

ρ̃′α(f)
df
= lim

n→∞

α(lnn)

α
(
ln
(

1
n ln 1

|an(f)|

)) , (3.7)
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де an(f) (n ∈ Z+) — коефiцiєнти Фабера функцiї f.
Має мiсце наступна теорема, яка, в певному розумiннi, є узагаль-

ненням теореми F на випадок розвинення цiлої функцiї f у ряд Фа-
бера у однозв’язнiй областi G.

Теорема 3.1. Нехай виконано умови теореми F i цiла трансценден-

тна функцiя f узагальненого α-порядку зростання ρα(f) розвинена

у ряд Фабера у скiнченнiй однозв’язнiй областi G з гладкою границею

γ з класу L. Тодi має мiсце наступна рiвнiсть

ρα(f) = max
(
ρ̃′α(f), 1

)
. (3.8)

Доведення теореми 3.1 проведемо у два етапи.

Етап 1) Спочатку розглянемо випадок, коли ρ̃′

α(f) > 1. Згiдно
спiввiдношенню (3.3) для довiльного ε > 0 iснує дiйсне число r0(ε) > 1
таке, що для всiх дiйсних r > r0(ε) має мiсце нерiвнiсть

α
(
ln ln M̃(f, r)

)

α
(
ln ln r

) 6 ρ̂
df
= ρα(f) + ε.

Звiдси одержимо

M̃(f, r) 6 exp
(
exp

(
α−1

(
ρ̂ · α

(
ln ln r

))))
. (3.9)

Згiдно [37] для коефiцiєнтiв Фабера an(f) (n ∈ N) функцiї f одержимо

∣∣an(f)
∣∣ 6

(τ
r

)n
· M̃(f, r), (3.10)

де τ — мiсткiсть множини G. З (3.9)–(3.10) маємо нерiвнiсть

∣∣an(f)
∣∣ 6

(τ
r

)n
exp

(
exp

(
α−1

(
ρ̂ · α

(
ln ln r

))))
, (3.11)

яка виконується для довiльних r > r0(ε).
Нехай

r(n)
df
= exp

(
exp

(
F
(

lnn,
1

ρ̂

)))
, (3.12)

де F(x, c) = α−1(c ·α(x)). Оскiльки α є строго монотонно зростаючою
функцiєю з класу Λ, то з формули (3.12) витiкає, що r монотонно
зростає при збiльшеннi n. Тому iснує n1 ∈ N, для якого r(n1) > r0(ε)
i для всiх n > n1 (n ∈ N) будемо мати r(n) > r0(ε).

При n > n1 (n ∈ N) пiдставивши (3.12) у (3.11) та врахувавши
вид функцiї F , одержимо
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∣∣an(f)
∣∣ 6 τn · exp

(
− n · exp

(
F
(

lnn,
1

ρ̂

)))

× exp
(

exp
(
α−1

(
ρ̂ · α

(
ln
(

ln
(

exp
(

exp
(
α−1

(1

ρ̂
· α
(
lnn

))))))))))

= τn · exp
(
n
(
1 − exp

(
F
(

lnn,
1

ρ̂

))))
. (3.13)

З (3.13) витiкає наступна нерiвнiсть

F
(

lnn,
1

ρ̂

)
6 ln

(
ln
( eτ

n
√
|an(f)|

))
. (3.14)

Враховуючи вид функцiї F , з (3.14) маємо

α
(
lnn

)

α
(

ln
(

ln
(
eτ
/

n

√∣∣an(f)
∣∣
))) 6 ρ̂. (3.15)

Здiйснюючи в (3.15) граничний перехiд при n→ ∞ i зважаючи на те,
що α ∈ Λ; ε > 0 — довiльне число, а ρ̃′α(f) визначається формулою
(3.7), одержимо

ρ̃′

α(f) = lim
n→∞

α(lnn)

α
(
ln
(

1
n ln 1

|an(f)|

)) 6 ρα(f). (3.16)

Отримаємо нерiвнiсть, протилежну (3.16). Згiдно з формулою
(3.7) для довiльного ε > 0 iснує таке натуральне число n2(ε), що
для будь-яких n > n2(ε) (n ∈ N) має мiсце нерiвнiсть

α(lnn)

α
(
ln
(

1
n ln 1

|an(f)|

)) 6 ρ
df
= ρ̃′

α(f) + ε.

Звiдси для всiх n > n2(ε) отримаємо

∣∣an(f)
∣∣ 6

(
exp

(
exp

(
α−1

(1

ρ
· α
(
lnn

)))))−n
. (3.17)

Помножимо обидвi частини нерiвностi (3.17) на rn та пiднесемо їх
у степiнь 1/n. В результатi цього маємо

n

√
rn ·

∣∣an(f)
∣∣ 6 r · exp

(
exp

(
α−1

(1

ρ
· α(lnn)

)))−1
. (3.18)

Позначимо

n(r)
df
=
[[

exp
(
α−1

(
ρ · α(ln ln 2r)

))]]
+ 1
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=
[[

expF
(
ln ln 2r, ρ

)]]
+ 1, (3.19)

де [[a]] — цiла частина числа a ∈ R. Значення r обираємо таким, щоб
n(r) > n2(ε). Використовуючи (3.19), неважко бачити, що для будь-
якого натурального числа n > n(r) виконується нерiвнiсть

r · exp
(

exp
(
α−1

(1

ρ
· α(lnn)

)))−1
6

1

2
. (3.20)

З урахуванням формул (3.18)–(3.20) маємо

∞∑

n=n(r)+1

rn ·
∣∣an(f)

∣∣ 6
∞∑

n=n(r)+1

1

2n
6 1. (3.21)

Розглянемо функцiю

ϕ(x)
df
=

rx

(
exp

(
exp

(
F
(
lnx, 1

ρ

))))x . (3.22)

Прологарифмувавши обидвi частини спiввiдношення (3.22), обчисли-
мо логарифмiчну похiдну. В результатi зазначеного отримаємо

ϕ(1)(x)

ϕ(x)
= ln r −

(
1 +

dF
(
lnx, 1

ρ

)

d lnx

)
· exp

(
F
(

lnx,
1

ρ

))
, (3.23)

де x > exp(x1).

Покладаємо

n0
df
= max

(
n2(ε), [[exp(x1)]] + 1

)

r(x)
df
= exp

(
exp

(
F
(

lnx,
1

ρ

))

+ (A+ 1) exp
(
(B + 1) · F

(
lnx,

1

ρ

)))
.

(3.24)

Вважаючи x = ln v (v > 0), обчислимо похiдну першого порядку
складної функцiї F (x, c) (0 < c <∞) по v

dF (x, c)

dv
=

dF (x, c)

dx
·

dx

dv
=

1

v

dF (x, c)

dx
.

Звiдси маємо

dF (x, c)

dx
= v

dF (x, c)

dv
=

dF (ln v, c)

d ln v
.
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З урахуванням (2.4) i останньої рiвностi одержимо наступне спiввiд-
ношення

0 6
dF (ln v, c)

d ln v
6 A exp(BF(ln v, c)),

яке виконується для всiх v, починаючи з v1 = exp(x1).
Для кожного r > r(n0) з урахуванням цiєї нерiвностi та спiввiд-

ношень (3.23)–(3.24) маємо

ϕ(1)(n0)

ϕ(n0)
> ln r − exp

(
F
(

lnn0,
1

ρ

))

− (A+ 1) exp
(
B · F

(
lnn0,

1

ρ

))
exp

(
F
(

lnn0,
1

ρ

))

= ln r − exp
(
F
(

lnn0,
1

ρ

))
− (A+ 1) exp

(
(B + 1) · F

(
lnn0,

1

ρ

))

= ln r − ln r(n0) = ln
r

r(n0)
> 0. (3.25)

Враховуючи вид функцiї F та належнiсть функцiї α до класу Λ,
з (2.4), (3.23), (3.19) при r > r(n0) одержимо

ϕ(1)
(
n(r)

)

ϕ
(
n(r)

) 6 ln r − exp
(
F
(

lnn(r),
1

ρ

))

6 ln r − exp
(
α−1

(1

ρ
· α
(
ln
(
exp

(
α−1

(
ρα
(
ln(ln 2r)

)))))))

= ln r − ln 2r = − ln 2 < 0. (3.26)

Оскiльки, як витiкає з формул (3.24) та (3.19), справедлива нерiвнiсть
n
(
r(n0)

)
> n0, то очевидно, що n(r) > n0, коли r > r(n0).

Оскiльки, як витiкає з (3.25)–(3.26), похiдна першого порядку ϕ(1)

на кiнцях вiдрiзку
[
n0, n(r)

]
(r > r(n0)) приймає значення рiзних

знакiв, змiнюючи додатнi значення на вiд’ємнi, то iснує деяка точка
x∗(r) ∈

[
n0, n(r)

]
, для якої

ϕ
(
x∗(r)

)
= max

n06x6n(r)
ϕ(x). (3.27)

Згiдно з (3.23) для x∗(r) має мiсце наступне спiввiдношення

ϕ(1)
(
x∗(r)

)

ϕ
(
x∗(r)

)

= ln r −

(
1 +

dF
(
lnx, 1

ρ

)

d lnx

∣∣∣∣
x=x∗(r)

)
exp

(
F
(

lnx∗(r),
1

ρ

))
= 0, (3.28)
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де ϕ
(
x∗(r)

)
> 0. З наведених вище розмiрковувань витiкає, що

0 6 ∆∗(r)
df
=

dF
(
lnx, 1

ρ

)

d lnx

∣∣∣∣
x=x∗(r)

6 A · exp
(
B · F

(
lnx∗(r),

1

ρ

))
, (3.29)

оскiльки x∗(r) > n0. Нехай

Ã(r)
df
=

∆∗(r)

exp
(
B · F

(
lnx∗(r), 1

ρ

)) . (3.30)

З огляду на (3.29) очевидно, що величина (3.30) задовольняє нерiв-
нiсть

0 6 Ã(r) 6 A. (3.31)

З урахуванням (3.30) спiввiдношення (3.28) перепишемо у наступно-
му виглядi

ln r −
(
1 + Ã(r) · exp

(
B · F

(
lnx∗(r),

1

ρ

)))

× exp
(
F
(

lnx∗(r),
1

ρ

))
= 0. (3.32)

Нехай C([a, b]) — простiр неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй ϕ
з нормою ‖ϕ‖C[a,b] = max

{
|ϕ(x)| : a 6 x 6 b

}
. Якщо ψ ∈ C([a, b]) i

величини η та µ мають однаковi знаки, то

η · ψ(a) + µ · ψ(b) = (η + µ) · ψ(ξ), (3.33)

де a 6 ξ 6 b. Дiйсно, якщо ψ(a) = ψ(b), то зазначене очевидне. Якщо
ж ψ(a) 6= ψ(b), то функцiя

γ∗(x)
df
= η · ψ(a) + µ · ψ(b) − (η + µ)ψ(x)

приймає на кiнцях вiдрiзка [a, b] значення рiзних знакiв. Отже, iснує
деяка точка ξ ∈ [a, b], в якiй γ∗(ξ) = 0. З врахуванням спiввiдношення
(3.33) маємо

1 · exp(0) + Ã(r) · exp
(
B · F

(
lnx∗(r),

1

ρ

))

=
(
1 + Ã(r)

)
· exp

(
ξ(r)

)
, (3.34)
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де 0 6 ξ(r) 6 B · F
(
lnx∗(r), 1

ρ

)
. Позначимо

B̃(r)
df
=

ξ(r)

F
(
lnx∗(r), 1

ρ

) . (3.35)

Очевидно, що

0 6 B̃(r) 6 B. (3.36)

Нехай
A∗(r)

df
= 1 + Ã(r); B∗(r)

df
= 1 + B̃(r). (3.37)

З врахуванням формул (3.31) i (3.36) для (3.37) маємо

1 6 A∗(r) 6 1 +A; 1 6 B∗(r) 6 1 +B. (3.38)

В силу спiввiдношень (3.34)–(3.35) та (3.37) рiвнiсть (3.32) перепише-
мо у наступному виглядi:

ln r −A∗(r) exp
(
B∗(r) · F

(
lnx∗(r),

1

ρ

))
= 0. (3.39)

Залежнi вiд r величини A∗(r) та B∗(r) змiнюються в межах, зазначе-
них формулою (3.38). З (3.39), враховуючи вид функцiї F , одержимо

x∗(r) = exp
(
α−1

(
ρ
(
α
( 1

B∗(r)
ln
( ln r

A∗(r)

)))))

= exp
(
F
( 1

B∗(r)
ln
( ln r

A∗(r)

)
, ρ
))
. (3.40)

Спiвставивши формули (3.19) та (3.40) можна переконатися в тому,
що

x∗(r) < n(r). (3.41)

З iншого боку, враховуючи, що r > r(n0), з (3.40) маємо

x∗(r) > x∗
(
r(n0)

)
= exp

(
F
( 1

B∗
(
r(n0)

) ln
( ln r(n0)

A∗
(
r(n0)

)
)
, ρ
))
. (3.42)

Оскiльки, як витiкає з формули (3.24),

r(n0) > exp
(
(A+ 1) · exp

(
(B + 1) · F

(
lnn0,

1

ρ

)))
,

то на пiдставi (3.42), (3.40) i останьої нерiвностi отримаємо

x∗(r(n0)) > exp
(
F
( 1

B∗(r(n0))
· ln
( A+ 1

A∗
(
r(n0)

)
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× exp
(
(B + 1) · F

(
lnn0,

1

ρ

)))
, ρ
)

(3.43)

З огляду на спiввiдношення (3.38), з (3.43) одержимо

x∗
(
r(n0)

)
> exp

(
F
(
F
(

lnn0,
1

ρ

)
, ρ
))

= exp
(
α−1

(
ρ
(
α
(
α−1

(1

ρ

(
α(lnn0)

))))))
= n0. (3.44)

Таким чином, єдиний корiнь x∗(r) рiвняння (3.28), як витiкає з фор-
мул (3.41)–(3.44), дiйсно задовольняє нерiвнiсть n0 < x∗(r) < n(r) i
похiдна ϕ(1) на вiдрiзку

[
n0, n(r)

]
в точцi x∗(r) змiнює свiй знак з

додатнього на вiд’ємний.
З формул (3.22), (3.38) та (3.40) отримаємо

ϕ(x∗(r)) = rx∗(r)
(

exp
(

exp
(
F
(

lnx∗(r),
1

ρ

))))−x∗(r)

= exp
(
x∗(r) · ln r

)
·
(

exp
( ln r

A∗(r)

)1/B∗(r))−x∗(r)

= exp
(
x∗(r) · ln r − x∗(r)

( ln r

A∗(r)

)1/B∗(r))

= exp
(
x∗(r) · ln r

(
1 −

1
(
A∗(r)

)1/B∗(r)(
ln r
)1−1/B∗(r)

))

6 exp
(
x∗(r) · ln r

)
, (3.45)

де, в силу (3.24), r > r(n0) > e. Використовуючи спiввiдношення
(3.17), (3.22), (3.27) та (3.45), маємо

max
n06n6n(r)

∣∣an(f)
∣∣ · rn

6 ϕ
(
x∗(r)

)
6 exp

(
x∗(r) ln r

)
. (3.46)

Для оцiнки зверху величини M̃(f, r) застосуємо метод Вiммана–
Валiрона. В областi Gr функцiю f представимо у виглядi

f(z) =
∞∑

n=0

an(f)Fn(z),

де Fn (n ∈ Z+) — полiном Фабера n-го порядку. При цьому, згiдно
(3.6),

∣∣Fn(z)
∣∣ 6 c1(r) · r

n (z ∈ γr). Таким чином, для r > r(n0)

M̃(f, r) = max
z∈γr

|f(z)| 6

∞∑

n=0

∣∣an(f)
∣∣·max

z∈γr

∣∣Fn(z)
∣∣ 6 c1(r)

∞∑

n=0

∣∣an(f)
∣∣·rn
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6 c1(r)

( n0∑

n=0

∣∣an(f)
∣∣rn +

n(r)∑

n=n0+1

∣∣an(f)
∣∣rn +

∞∑

n=n(r)+1

∣∣an(f)
∣∣rn

)
.

(3.47)

В силу спiввiдношень (3.21), (3.46)–(3.47) маємо

M̃(f, r) 6 c1(r)
(
O
(
rn0
)

+ n(r) · exp
(
x∗(r) ln r

)
+ 1
)
. (3.48)

Покажемо, що величина c1(r) обмежена зверху деякою констан-
тою, яка не залежить вiд r. Для цього нам знадобиться теорема, одер-
жана В. К. Дзядиком.

Теорема J ([38]). Якщо границя γ замкненої обмеженої областi G
з однозв’язним доповненням складається з скiнченного числа кривих

Ляпунова (або навiть кривих з класу L) або ж з скiнченної кiлькостi

кривих з неперервною кривизною, що утворюють в точках стику

zj кути αjπ (0 6 αj < 2), то при всiх z ∈ γ i r > 1 справедливе

спiввiдношення

dr(z) ≍ (r − 1)
(
|z − zj | + (r − 1)2−αj

) 1−αj

2−αj , (3.49)

де “≍” — вiдношення слабкої еквiвалентностi, dr(z) — вiдстань вiд

точки z ∈ γ до лiнiї рiвня γr; zj — найближча до z ∈ γ точка стику

на кривiй γ.

В нашому випадку межа γ є гладкою кривою. Оскiльки на кривiй
γ точки стику zj вiдсутнi (αj = 1), то з формули (3.49) маємо

dr(z) ≍ (r − 1). (3.50)

Згiдно спiввiдношенню (3.50) вiдстань d(γ, γr) мiж кривими γ i γr має
наступний вигляд

d(γ, γr) ≍ (r − 1). (3.51)

Довжину лiнiї рiвня γr можна обчислити за формулою

l(γr) =

∫

γr

|dz| =

∫

|w|=r

∣∣Ψ(1)(w)
∣∣ |dw|. (3.52)

Вiдомо (дивись, наприклад, [37]), що коли крива γ належить до класу
L, то похiдна Ψ(1) неперервна й вiдмiнна вiд нуля в замкненiй областi
|w| > 1. Також iснують двi такi додатнi сталi c∗ i c∗, що має мiсце
нерiвнiсть

0 < c∗ 6
∣∣Ψ(1)(w)

∣∣ 6 c∗ <∞, (|w| > 1). (3.53)
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Використовуючи формулу (3.53), з (3.52) маємо

l(γr) 6 sup
|w|>1

∣∣Ψ(1)(w)
∣∣ ·
∫

|w|=r

|dw| 6 c̃ · r, (3.54)

де c̃ — абсолютна стала.
На пiдставi (3.51), (3.54) i (3.6) при всiх r > r(n0) одержимо

c1(r) < k∗, (3.55)

де k∗ — абсолютна стала (k∗ > 1).
З урахуванням спiввiдношень (3.19), (3.40) та (3.55) з нерiвностi

(3.48) отримаємо

M̃(f, r) 6 k∗ ·
(
O
(
rn0
)

+
(

exp
(
F
(
ln ln 2r, ρ

))
+ 1
)

× exp
(

exp
(
F
( 1

B∗(r)
ln
( ln r

A∗(r)

)
, ρ
)

+ ln ln r
)))

. (3.56)

З (3.38) та (3.56) маємо

M̃(f, r) ·
(
1 + o(1)

)

6 exp
(
F
(

ln ln 2r, ρ
))

× exp
(

exp
(

ln k∗ + F
(
ln ln r, ρ

)
+ ln ln r

))

6 exp
(

exp
((
k∗ + o(1)

)(
F
(
ln ln r, ρ

)
+ ln ln r

)))
. (3.57)

Прологарифмувавши двiчi лiву та праву частини нерiвностi (3.57),
запишемо

ln ln
(
M̃(f, r) ·

(
1 + o(1)

))

(
k∗ + o(1)

)
·
(
1 +

ln ln r

F
(
ln ln r, ρ

)
) 6 F

(
ln ln r, ρ

)
. (3.58)

Враховуючи вид функцiї F , перепишемо нерiвнiсть (3.58) у наступно-
му виглядi:

α

(
ln ln

(
M̃(f, r) ·

(
1 + o(1)

))

(
k∗ + o(1)

)
·
(
1 +

ln ln r

F(ln ln r, ρ)

)
)/

α(ln ln r) 6 ρ = ρ̃′α(f) + ε,

(3.59)
де r > r(n0). Далi нам знадобиться один факт з роботи [28], повне i
дещо модифiковане доведення якого наведене нижче.
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Твердження 3.1. Нехай функцiя α належить до класу Λ. Якщо

1 < c <∞, то при x→ ∞ буде x = o
(
F(x, c)

)
. Коли ж 0 < c < 1, то

при x→ ∞ маємо F(x, c) = o(x).

Доведення. Оскiльки α ∈ Λ, то для будь-якого ε > 0 виконується
гранична рiвнiсть

lim
x→∞

α(εx)

α(x)
= 1.

Зафiксуємо довiльне ε > 0. З означення границi функцiї витiкає, що
iснує таке число x0(ε) ∈ R, що для всiх x > x0(ε) виконується нерiв-
нiсть ∣∣∣α(εx)

α(x)
− 1
∣∣∣ < ε

або

1 − ε <
α(εx)

α(x)
< 1 + ε. (3.60)

Нехай маємо 0 < c < 1. Очевидно, що можна пiдiбрати таке ε̃ > 0,
для якого c < 1 − ε̃. З огляду на (3.60) запишемо

c <
α(ε̃x)

α(x)
, (3.61)

де x > x0(ε̃). З (3.61) маємо

α−1
(
cα(x)

)
< ε̃x. (3.62)

Нерiвнiсть (3.62) буде виконуватись i для довiльного 0 < ε < ε̃ при
всiх x > x0(ε). Враховуючи вид функцiї F , з (3.62) одержимо

0 <
F(x, c)

x
< ε.

Використовуючи означення границi функцiї, запишемо

lim
x→∞

F(x, c)

x
= 0,

або F(x, c) = o(x) при x→ ∞.
Нехай 1 < c <∞. Оскiльки α ∈ Λ, то для довiльного скiнченного

числа ε > 0 маємо

lim
x→∞

α(x/ε)

α(x)
= 1.

Виходячи з означення границi неперервної функцiї, для ε > 0 iснує
деяке число x1(ε) ∈ R таке, що для всiх x > x1(ε) виконується нерiв-
нiсть ∣∣∣α(x/ε)

α(x)
− 1
∣∣∣ < ε,
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або

1 − ε <
α(x/ε)

α(x)
< 1 + ε. (3.63)

Можна пiдiбрати таке число ε̃ > 0, що 1 + ε̃ < c. З урахуванням
зазначеного факту i нерiвностi (3.63) запишемо

α(x/ε̃)

α(x)
< c;

для довiльного x > x1(ε̃), x1(ε̃) ∈ R, або

0 <
x

α−1
(
cα(x)

) < ε̃. (3.64)

Враховуючи вид функцiї F та (3.64), зазначимо, що нерiвнiсть

0 <
x

F(x, c)
< ε

буде виконуватись i для будь-якого 0 < ε < ε̃ при всiх x > x1(ε).
Використовуючи означення границi функцiї, маємо

lim
x→∞

x

F(x, c)
= 0,

тобто x = o
(
F(x, c)

)
при x→ ∞. Твердження 3.1 доведено.

Продовжимо доведення теореми 3.1. Оскiльки ρ > 1, то з твер-
дження 3.1 витiкає спiввiдношення

lim
r→∞

ln ln r

F(ln ln r, ρ)
= 0. (3.65)

Враховуючи, що α є функцiєю повiльно змiнюючоюся, а також вико-
ристовуючи формулу (3.65) i довiльнiсть вибору числа ε > 0, з (3.59)
та (3.3) отримаємо

ρα(f) = lim
r→∞

α
(
ln ln M̃(f, r)

)

α(ln ln r)
6 ρ̃′α(f). (3.66)

Спiвставивши нерiвнiсть (3.16) з нерiвнiстю (3.66), маємо

ρα(f) = ρ̃′α(f). (3.67)

Перейдемо до етапу 2) доведення теореми.
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Нехай тепер ρ̃′

α(f) < 1. З формули (3.57) отримаємо для r > r(n0)
наступну нерiвнiсть

ln ln
(
M̃(f, r) ·

(
1 + o(1)

))
(
k∗ + o(1)

) 6

(
1 +

F(ln ln r, ρ)

ln ln r

)
· ln ln r, (3.68)

де ρ = ρ̃′α(f)+ ε < 1; ε ∈
(
0, 1− ρ̃′α(f)

)
— довiльне число. З нерiвностi

(3.68) маємо

α

(
ln ln

(
M̃(f, r) ·

(
1 + o(1)

))

(
k∗ + o(1)

)
·
(
1 +

F(ln ln r, ρ)

ln ln r

)

)/
α(ln ln r) 6 1. (3.69)

Оскiльки 0 < ρ < 1, то згiдно твердженню 1 одержимо

lim
r→∞

F(ln ln r, ρ)

ln ln r
= 0. (3.70)

На пiдставi того, що α ∈ Λ та за допомогою формул (3.69)–(3.70) та
(3.3) отримаємо ρα(f) 6 1. Оскiльки, як було зазначено у пунктi 2.2,
ρα(f) > 1, то у дослiджуваному нами випадку

ρα(f) = 1. (3.71)

З урахуванням отриманих спiввiдношень (3.67) та (3.71) запишемо

ρα(f) = max
(
1, ρ̃′α(f)

)
,

чим i завершимо доведення теореми 3.1.

4. Допомiжна лема, пов’язана з полiномiальною

апроксимацiєю цiлих трансцендентних функцiй

Нехай G — скiнченна однозв’язна область комплексної площини
C, обмежена жордановою спрямлюваною кривою γ. Через z = Ψ0(w)
позначимо конформне i однолисте вiдображення кола |w| < 1 з пло-

щини W на область G за умови Ψ0(0) = z0, Ψ
(1)
0 (0) > 0, де z0 —

деяка фiксована точка в G. Символом γ̃r (0 < r < 1) позначимо лiнiю
рiвня в областi G, в яку переходить коло |w| = r при вiдображеннi
z = Ψ0(w). Якщо для функцiї f , аналiтичної в областi G, при будь-
яких r ∈ (0, 1) виконано нерiвнiсть

( ∫

γ̃r

∣∣f(z)
∣∣p|dz|

)1/p

< K (0 < p <∞),
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де K > 0 — деяка стала, яка не залежить вiд r, то кажуть, що f
належить до простору В. I. Смiрнова Ep(G) [37]. При p > 1 простiр
Ep(G) є банаховим з нормою

‖f‖Ep(G) =

( ∫

γ

∣∣f(z)
∣∣p|dz|

)1/p

(1 6 p <∞),

де f(z) (z ∈ γ) є кутовими граничними значеннями функцiї f, якi
iснують майже всюди на кривiй γ.

Аналiтична в областi G функцiя f належить простору E ′
p(G) (0 <

p <∞), якщо

‖f‖E ′

p(G) =

{∫∫

G

|f(z)|p dσz

}1/p

<∞,

де z = x+ iy; dσz = dxdy. При p > 1 простiр Ep(G) є банаховим. У
випадку p = ∞ простори E ′

p(G) та Ep(G) спiвпадають i складаються
з аналiтичних в G функцiй f, для яких

‖f‖E ′

∞
(G) = ‖f‖E∞(G) = sup{|f(z)| : z ∈ G} <∞.

Нехай X — один з банахових просторiв, розглянутих у цьому роз-
дiлi, а E(f,Pn, X) — величина найкращого полiномiального наближе-
ння функцiї f ∈ X в метрицi простору X елементами пiдпростору Pn,
який складається з алгебраїчних полiномiв комплексної змiнної сту-
пеня, не перевищуючого n. В подальшому нам знадобиться наступне
твердження.

Лема 4.1. Нехай f — цiла трансцендентна функцiя. Тодi iснує деяке

скiнченне додатнє число Cf,X , яке залежить вiд f та X, таке, що

для будь-якого натурального числа n має мiсце спiввiдношення

∞∑

ν=n+1

E(f,Pν , X)

E(f,Pn, X)
6 Cf,X . (4.1)

Доведення проведемо у два етапи. Розглянемо перший з них.
Як розповсюдження одного результату С. Н. Бернштейна (1.1) на

скiнченну однозв’язну область, в роботах [15, 16] було показано, що
умова

lim
n→∞

n
√
E(f,Pn, X) = 0 (4.2)
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є необхiдною i достатньою для того, щоб функцiя f ∈ X була цi-
лою. Використовуючи означення границi числової послiдовностi, ма-
ємо наступне: для довiльного ε > 0 iснує таке натуральне число n(ε),
що для будь-якого n > n(ε) (n ∈ N) виконується нерiвнiсть

E(f,Pn, X) < εn.

З властивостей найкращого полiномiального наближення функцiї вi-
домо, що

E(f,P1, X) > E(f,P2, X) > · · · > E(f,Pj , X) > · · · . (4.3)

При цьому
lim

n→∞
E(f,Pn, X) = 0. (4.4)

Зафiксуємо довiльну нескiнченну числову послiдовнiсть {εk}k∈N,
для якої виконуються наступнi умови:

1) 1 > ε1 > ε2 > · · · > εk > · · · > εk+j > · · · > 0 (j ∈ N), (4.5)

2) lim
k→∞

εk = 0. (4.6)

З вище наведеного витiкає, що для довiльного числа εk з зазна-
ченої послiдовностi iснує деяке натуральне число nεk

таке, що для
будь-якого n > nεk

(n ∈ N) виконується нерiвнiсть

E1/n(f,Pn, X) 6 εk. (4.7)

Зафiксуємо послiдовнiсть натуральних чисел {nk}k∈N, для яких

max
n>nεk

E1/n(f,Pn, X) = E1/(nk+1)(f,Pnk+1, X). (4.8)

З спiввiдношень (4.3)–(4.7) витiкає, що limk→∞ nεk
= ∞, а значить i

lim
k→∞

nk = ∞. (4.9)

Очевидно, що кожнiй послiдовностi {εk}k∈N, яка задовольняє умо-
ви (4.5)–(4.6), вiдповiдає певна послiдовнiсть натуральних чисел
{nk}k∈N, яка означена формулою (4.8). Множину всiх таких послi-
довностей {εk}k∈N позначимо символом E , а множину всiх вiдповiд-
них послiдовностей {nk}k∈N позначимо символом N . З спiввiдношен-
ня (4.9) витiкає, що множина N є необмеженою.

З формул (4.7)–(4.8) для довiльного k ∈ N маємо

E1/(nk+1)(f,Pnk+1, X) < εk. (4.10)



280 Найкращi полiномiальнi наближення...

З рiвностi (4.8) для довiльного j ∈ N одержимо

E1/(nk+j)(f,Pnk+j , X) 6 E1/(nk+1)(f,Pnk+1, X)

або в еквiвалентнiй формi

E(f,Pnk+j , X) 6 E(nk+j)/(nk+1)(f,Pnk+1, X)

= E(f,Pnk+1, X) · E(j−1)/(nk+1)(f,Pnk+1, X). (4.11)

Враховуючи нерiвнiсть (4.10), для довiльного j ∈ N з (3.11) маємо

E(f,Pnk+j , X)

E(f,Pnk+1, X)
6 εj−1

k . (4.12)

Перейдемо до другого етапу доведення леми. Використовуючи
основний результат першого етапу — доведене спiввiдношення (4.12),
вiрнiсть нерiвностi (4.1) покажемо методом розмiрковувань вiд супро-
тивного. Для цього покладаємо, що iснують деяка цiла трансценден-
тна функцiя f0 i банахiв простiр X0 такi, що для будь-якого дiйсного
скiнченного числа c > 0 iснує натуральне число n(c), яке залежить
вiд c i для якого має мiсце наступна нерiвнiсть

∞∑

ν=n(c)+1

E(f0,Pν , X0)

E(f0,Pn(c), X0)
> c. (4.13)

Розглянемо довiльну послiдовнiсть додатних чисел {ck}k∈N таку, що
limk→∞ ck = ∞. При цьому вiдповiдна множина натуральних чисел

M
df
=
{
n(ck)

}
k∈N

, елементи якої визначаються згiдно формули (4.13),
повинна складатися з злiченої кiлькостi рiзних натуральних чисел
(зазначимо, що деякi елементи множини M можуть повторюватись
злiчену або скiнченну кiлькiсть разiв). Якщо це було б не так, то
множина M складалася б з скiнченної кiлькостi рiзних натуральних
чисел, деякi з яких повторювалися б скiнченну кiлькiсть разiв, а де-
якi — злiчену. В цьому випадку для довiльного елемента n(ck) ∈ M
пiдрахуємо величину

∆(n(ck))
df
=

∞∑

ν=n(ck)+1

E(f0,Pν , X0)

E(f0,Pn(ck), X0)
. (4.14)

В силу (4.2) для кожного n(ck) число ∆(n(ck)) є скiнченним i за фор-
мулою (4.14) при k = 1, 2, . . ., одержимо лише скiнченну кiлькiсть
рiзних значень ∆(n(ck)). Тому для величини

∆∗ df
= max{∆(n(ck)) : n(ck) ∈M} (4.15)
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маємо ∆∗ <∞. Виберемо число ĉk так, щоб

∆∗ < ĉk. (4.16)

Для ĉk в множинi M iснує певний елемент n(ĉk), для якого згiдно
(4.13) маємо

∆(n(ck)) > ĉk. (4.17)

Спiвставивши спiввiдношення (4.16) та (4.17), одержимо нерiвнiсть
ĉk > ĉk, яка означає хибнiсть припущення стосовно того, що множина
M утворена лише скiнченною кiлькiстю рiзних натуральних чисел.

Зазначимо, що для довiльного скiнченного c > 0 завжди iснують
числа nk ∈ N такi, що nk > n(c), де значення n(c) визначається згiдно
(4.13). Якщо це було б не так, то, виходячи з означення множини N ,
отримали б протирiччя по вiдношенню до граничної рiвностi (4.9).

Для довiльного c ∈ (0,∞) через n∗(c) позначимо таке число nk ∈
N , для якого

n∗(c)
df
= min{nk ∈ N : nk > n(c)}. (4.18)

Для послiдовностi чисел {n(ck)}k∈N маємо

lim
k→∞

n(ck) = ∞.

Розглянемо деяку послiдовнiсть {n(ckt
)}t∈N ⊂ {n(ck)}k∈N таку, що

lim
t→∞

ckt
= ∞,

lim
t→∞

n(ckt
) = ∞.

(4.19)

Для кожного числа n(ckt
) ∈ M iснує скiнченне число n∗(ckt

) ∈ N ,
яке визначається за допомогою формули (4.18). Те з чисел εk ∈ E ,
яке вiдповiдає числу n∗(ckt

), позначимо через ε∗(ckt
). Отже, якщо

припущення (4.13) вiрне, то повинна виконуватись нерiвнiсть

ckt
<

∞∑

ν=n(ckt
)+1

E(f0,Pν , X0)

E(f0,Pn(ckt
), X0)

= ∆(n(ckt
))

6

n∗(ck)∑

ν=n(ckt
)+1

E(f0,Pν , X0)

E(f0,Pn(ckt
), X0)

+
∞∑

ν=n∗(ckt
)+1

E(f0,Pν , X0)

E(f0,Pn∗(ckt
), X0)

.

(4.20)

Враховуючи спiввiдношення (4.3) та (4.12), з нерiвностi (4.20) ма-
ємо
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ckt
< n∗(ckt

) − n(ckt
) +

∞∑

j=1

(
ε∗(ckt

)
)j−1

= n∗(ckt
) − n(ckt

) +
ε∗(ckt

)

1 − ε∗(ckt
)
. (4.21)

З означення множини N та з формули (4.18) витiкає, що при t→ ∞
рiзниця n∗(ckt

) − n(ckt
) завжди буде скiнченним числом. Що ж сто-

сується величини ε∗(ckt
)
/
(1−ε∗(ckt

)), то при t→ ∞ (t ∈ N) вона буде
прямувати до нуля, оскiльки, як випливає з формулювання множин
N та E , при зростаннi чисел n∗(ckt

) до ∞ маємо ε∗(ckt
) → 0. Перехо-

дячи в лiвiй i правiй частинах нерiвностi (4.21) до границi при t→ ∞
i враховуючи (4.19), одержимо суперечливу нерiвнiсть, коли +∞ мен-
ше скiнченного числа. Отримане протирiччя означає, що припущення
(4.13) є хибним i має мiсце нерiвнiсть (4.1). Лему 4.1 доведено.

5. Найкращi полiномiальнi наближення

цiлих трансцендентних функцiй

узагальненого α-порядку зростання

Встановлена у роздiлi 3 теорема 3.1 дає можливiсть дослiдити
зв’язок мiж узагальненою характеристикою зростання цiлої транс-
цендентної функцiї — її α-порядком та послiдовнiстю її найкращих
полiномiальних наближень в деяких банахових просторах аналiти-
чних в скiнченнiй однозв’язнiй областi функцiй.

Теорема 5.1. Нехай виконано умову (2.4) теореми F i аналiтична

в областi G функцiя f належить банаховому простору X, де X є

E ′
p(G) або Ep(G), де p > 1. Тодi гранична рiвнiсть

lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, X

) ) ) = λ, (5.1)

де λ — деяке скiнченне невiд’ємне число, є необхiдною i достатньою

умовою для того, щоб f була цiлою трансцендентною функцiєю уза-

гальненого α-порядку зростання

ρα(f) = max(λ, 1). (5.2)

Доведення. В першiй частинi розглянемо випадок, коли X = E ′
p(G)

(p > 1). Дослiдимо достатнiсть умови (5.1), вважаючи, що для фун-
кцiї f ∈ E ′

p(G) зазначене спiввiдношення має мiсце. Враховуючи на-
лежнiсть функцiї α до класу Λ, з (5.1) маємо

ln(−n−1 lnE(f,Pn, E
′

p(G)) → ∞
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при n→ ∞. Звiдси витiкає, що

lim
n→∞

n

√
E
(
f,Pn, E ′

p(G)
)

= 0

Отримана нерiвнiсть, згiдно з [10], є необхiдною i достатньою умовою
для того, щоб функцiя f була цiлою. Нехай цiла функцiя f має уза-
гальнений α-порядок зростання ρα(f), який визначається формулою
(3.3). Покажемо, що величина ρα(f) спiвпадає з числом, записаним
у правiй частинi формули (5.2). Iншими словами, покажемо, що ви-
конується рiвнiсть ρ̃′α(f) = λ. Зазначене, згiдно теоремi 3.1, i буде
означати доведення достатностi умови (5.1).

Використовуючи формулу (3.7) маємо, що для довiльного ε > 0
iснує таке натуральне число n̂1(ε, f), що для довiльного n > n̂1(ε, f)
(n ∈ N) виконується нерiвнiсть

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√∣∣an(f)
∣∣
) ) 6 ρ̂

df
= ρ̃′α(f) + ε. (5.3)

З спiввiдношення (5.3) одержимо

|an(f)| 6

(
exp

(
exp

(
α−1

(1

ρ̂
· α
(
lnn

)))))−n

=
(

exp
(

exp
(
F
(

lnn,
1

ρ̂

))))−n
. (5.4)

Згiдно теоремi 3.1 функцiя f має розвинення у ряд (3.4) по по-
лiномах Фабера. Частинну суму n-го порядку цього ряду позначимо
так

Π∗
n(f, z)

df
=

n∑

k=0

ak(f)Fk(z).

Як було зазначено в роботi [35], для областi G, яка обмежена кри-
вою γ ∈ L, многочлени Фабера Fn обмеженi у сукупностi, тобто iснує
абсолютна стала K > 0 така, що для довiльного n ∈ Z+ виконується
нерiвнiсть

max
z∈G

|Fn(z)| 6 K. (5.5)

Тодi, в силу (5.5) одержимо

E
(
f,Pn, E

′
p(G)

)
6
∥∥f − п∗

n(f)
∥∥
E ′

p(G)

=
∥∥∥

∞∑

k=n+1

ak(f)Fk

∥∥∥
E ′

p(G)
6 k∗1,p

∞∑

k=n+1

∣∣ak(f)
∣∣, (5.6)
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де k∗1,p
df
= K p

√
mes(G). З урахуванням формули (5.4) нерiвнiсть (5.6)

перепишемо у наступному виглядi

E
(
f,Pn, E

′
p(G)

)
6 k∗1,p ·

∞∑

k=n+1

(
exp

(
exp

(
F
(

ln k,
1

ρ̂

))))−k

6 k∗1,p ·
∞∑

k=n+1

(
exp

(
exp

(
F
(

ln(n+ 1),
1

ρ̂

))))−k

6
k∗1,p(

exp
(
exp

(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

))))n

×
(
1 −

1

exp
(
exp

(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

)))
)−1

. (5.7)

З нерiвностей (3.7) та (5.7) маємо

λ = lim
n→∞

{
α(lnn)

/
α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, E ′

p(G)
)) )}

6 lim
n→∞

{
α
(
lnn

)/
α
(

ln ln
(

exp
(

exp
(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

)))

×
(
k∗1,p

)−1/n
(
1 −

1

exp
(
exp

(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

)))
)1/n))}

= lim
n→∞

α
(
lnn

)/
α
(

ln
(

exp
(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

))
−

1

n
· ln k∗1,p

+
1

n
· ln
(
1 −

1

exp
(
exp

(
F
(
ln(n+ 1), 1/ρ̂

)))
)))

= lim
n→∞

ρ̂ · α(lnn)

α
(
ln(n+ 1)

) = ρ̃′α(f) + ε. (5.8)

Враховуючи довiльнiсть вибору числа ε > 0, з (5.8) одержимо

λ 6 ρ̃′α(f). (5.9)

Покажемо справедливiсть нерiвностi, протилежної до нерiвностi
(5.9). Очевидно, що цiла функцiя f належить до простору E ′

∞(G).
Нехай

p̃n(f, z)
df
=

n∑

k=0

ckFk(z)

є многочленом найкращого наближення функцiї f в метрицi простору
E ′
∞(G). Використовуючи теорему I, отримаємо для n ∈ N
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∣∣an(f)
∣∣ = 1

2π

∣∣∣∣∣

∫

|w|=1

f
(
Ψ(w)

)
− p̃n−1

(
f,Ψ(w)

)

wn+1
dw

∣∣∣∣∣

6
1

2π

2π∫

0

∣∣∣∣∣f
(
Ψ(eit)

)
− p̃n−1

(
f,Ψ(eit)

)
∣∣∣∣∣ dt

6 max
06t<2π

∣∣f
(
Ψ(eit)

)
− p̃n−1

(
f,Ψ(eit)

)∣∣ = E
(
f,Pn−1, E

′
∞(G)

)
. (5.10)

З спiввiдношень (3.7) та (5.10) маємо

ρ̃′α(f) = lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√∣∣an(f)
∣∣
) )

6 lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, E ′

∞(G)
) ) ) . (5.11)

Для проведення наступних розмiрковувань нам знадобиться своєрi-
дний аналог одного результату А. А. Конюшкова [39] в комплекснiй
площинi.

Лема A ([15]). Нехай G — скiнченна однозв’язна область компле-

ксної площини з межею γ ∈ L, функцiя f ∈ E ′
p(G) (1 6 p < p1 6 ∞)

i
∞∑

ν=1

E
(
f,Pν , E

′
p(G)

)
· ν1/p−1/p1−1 <∞. (5.12)

Тодi f ∈ E ′
p1

(G) i для будь-якого натурального числа n виконується

нерiвнiсть

E
(
f,Pn, E

′
p1

(G)
)

6 µp,p1

{
E
(
f,Pn, E

′
p(G)

)
· n1/p−1/p1

+
∞∑

ν=n+1

E
(
f,Pν , E

′
p(G)

)
· ν1/p−1/p1−1

}
, (5.13)

де µp,p1
— константа, яка не залежить вiд n.

З спiввiдношення (4.2) витiкає, що для цiлої функцiї f iснує деяке
скiнченне додатнє число kf,p,p1

таке, що

∞∑

ν=1

E
(
f,Pν , E

′
p(G)

)
· ν1/p−1/p1−1

6 kf,p,p1
,
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де 1 6 p < p1 6 ∞. Тодi, вiдповiдно до леми A, має мiсце нерiвнiсть
(5.13). Покладаючи в нiй p1 = ∞ i пiдставляючи отриманий результат
в праву частину спiввiдношення (5.11), одержимо

ρ̃′

α(f) 6 lim
n→∞

{
α(lnn)

/
α

(
ln ln

(
1

/(
n

√
E
(
f,Pn, E ′

p(G)
)

×
(
µp,∞n

1/p
)1/n

+

(
µp,∞ ·

∞∑

ν=n+1

ν1/p−1 · E
(
f,Pν , E

′
p(G)

))1/n)))}

6 lim
n→∞

{
α(lnn)

/
α

(
ln ln

(
1

/(
n

√
E
(
f,Pn, E

′

p(G)
)

×

(
1 +

( ∞∑

ν=n+1

E
(
f,Pν , E

′
p(G)

)

E
(
f,Pn, E

′

p(G)
)
)1/n))))}

. (5.14)

Застосовуючи до правої частини нерiвностi (5.14) лему 4.1 i врахову-
ючи, що α є повiльно змiнюючоюся функцiєю, з (5.1) та (5.14) маємо

ρ̃′

α(f) 6 lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, E ′

p(G)
) ) ) = λ. (5.15)

Порiвнюючи мiж собою нерiвностi (5.9) та (5.15), отримаємо рiв-
нiсть

λ = ρ̃′α(f). (5.16)

З (3.8) та (5.16) витiкає, що f є цiлою трансцендентною функцiєю
узагальненого α-порядку зростання (5.2).

При доведеннi необхiдностi умови (5.1) покладаємо, що f є цiлою
трансцендентною функцiєю деякого узагальненого α-порядку зроста-
ння ρα(f), який пiдраховується за формулою (3.8). Виконання рiвно-
стi ρ̃′α(f) = λ показуємо аналогiчно тому, як це було зроблено у випад-
ку дослiдження достатностi умови (5.1). Першу частину теореми 5.1
доведено.

У другiй частинi доведення розглянемо випадок, коли X = EP (G)
(p > 1). Встановимо спочатку достатнiсть умови (5.1), покладаючи,
що для функцiї f ∈ Ep(G) це спiввiдношення виконане. З формули
(5.1) витiкає, що має мiсце гранична рiвнiсть

lim
n→∞

n

√
E
(
f,Pn, Ep(G)

)
= 0, (5.17)

а це означає, що функцiя f — цiла [15]. Покладаємо, що f має уза-
гальнений α-порядок зростання ρα(f), який визначається формулою
(3.8). Покажемо справедливiсть рiвностi ρ̃

′

α(f) = λ. Для цього нам
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знадобиться один результат I. I. Iбрагiмова та Н. I. Шихалiєва, який
наведемо у зручному для нас виглядi.

Лема B ([10]). Нехай G — скiнченна однозв’язна область компле-

ксної площини з межею γ ∈ L, функцiя f ∈ Ep(G), 1 6 p < p1 6 ∞
i

∞∑

ν=1

E
(
f,Pν , Ep(G)

)
· ν1/p−1/p1−1 <∞. (5.18)

Тодi f належить простору Ep1
(G) i нерiвнiсть

E
(
f,Pn, Ep1

(G)
)

6 θp,p1

{
E
(
f,Pn, Ep(G)

)
·n1/p−1/p1

+
∞∑

ν=n+1

E
(
f,Pν , Ep(G)

)
·ν1/p−1/p1−1

}
, (5.19)

виконується для будь-якого n ∈ N. Тут θp,p1
— стала, яка не зале-

жить вiд n.

Як вже зазначалося, цiла функцiя f належить просторам E ′
p(G)

при довiльному p > 1. Тому

E
(
f,Pn, E

′
p(G)

)
6

p
√

mes(G) · E
(
f,Pn, E

′
∞(G)

)
. (5.20)

В силу спiввiдношення (5.17) для цiлої функцiї f виконано умову

∞∑

ν=1

E
(
f,Pν , Ep(G)

)
· ν1/p−1/p1−1 <∞.

Тому, згiдно лемi B, покладаючи в (5.19) p1 = ∞, одержимо

E
(
f,Pn, E∞(G)

)

6 θp,∞

{
E
(
f,Pn, Ep(G)

)
· n1/p +

∞∑

ν=n+1

E
(
f,Pν , Ep(G)

)
· ν1/p−1

}
.

(5.21)

Оскiльки E ′
∞(G) ≡ E∞(G), то, враховуючи формулу (5.20), нерiвнiсть

(5.21) перепишемо в наступному виглядi

E
(
f,Pn, E

′
p(G)

)

6 c∗p,Gn
1/pE

(
f,Pn, Ep(G)

){
1 +

∞∑

ν=n+1

E
(
f,Pν , Ep(G)

)

E
(
f,Pn, Ep(G)

)
}
, (5.22)
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де c∗p,G
df
= θp,∞

p
√

mes(G). З (5.22) та леми 4.1 маємо

E−1(f,Pn, Ep(G)) 6 c∗p,G n1/p
(
1 + cf,Ep(G)

)
E−1(f,Pn, E

′
p(G)). (5.23)

Використовуючи формулу (5.1), де X = Ep(G), нерiвнiсть (5.23) та
основний результат, отриманий при доведеннi першої частини данної
теореми, запишемо

λ = lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, Ep(G)

) ))

> lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(

n

√
c∗p,G n1/p

(
1 + cf,Ep(G)

)/
E(f,Pn, E ′

p(G)
) ))

= lim
n→∞

α(lnn)

α
(

ln ln
(
1
/

n

√
E
(
f,Pn, E ′

p(G)
) )) = ρ̃′α(f). (5.24)

Протилежну нерiвнiсть ρ̃′α(f) > λ отримаємо таким же чином, як
це було зроблено при доведеннi зазначеного спiввiдношення у першiй
частинi цiєї теореми. З сказаного витiкає, що ρ̃′α(f) = λ.

Вкажемо хiд розмiрковувань при доведеннi необхiдностi умови
(5.1), вважаючи, що f є цiлою функцiєю узагальненого α-порядку
зростання ρα(f), який визначається формулою (3.8). Нерiвнiсть λ 6

ρ̃′α(f) встановлюємо на основi розмiрковувань, аналогiчних викори-
станим при отриманнi зазначеного факту у першiй частинi доведен-
ня. Протилежну нерiвнiсть λ > ρ̃′α(f) одержуємо таким же чином, як
це було зроблено при отриманнi формули (5.2). Теорему 5.1 повнiстю
доведено.

Теорема 5.1 дає чiтке уявлення про швидкiсть прямування до нуля
послiдовностей найкращих полiномiальних наближень цiлих транс-
цендентних функцiй f , якi мають узагальнений α-порядок зроста-
ння ρα(f). Наприклад, з зазначеної теореми витiкає, що для цiлої
функцiї f , яка визначається характеристикою зростання (3.8), i до-
вiльного ε > 0 iснує деяке число ñ∗(ε, f,X) ∈ N таке, що для всiх
n > ñ∗(ε, f,X) (n ∈ N) виконується нерiвнiсть

E
(
f,Pn, X

)
6

(
exp

(
exp

(
F
(

lnn,
1

ρα(f) + ε

))))−n
,

де функцiя F визначається теоремою F.
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Наприкiнцi зазначимо, що результати теореми 5.1 доповнюють
дослiдження, якi проводилися ранiше R. S. Varga [8], А. В. Батирє-
вим [4], S. M. Shan [32], A. R. Reddy [5–7], I. I. Iбрагiмовим та Н. I. Ши-
халiєвим [9,10], авторами [17–26].
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