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Аннотация. Доказано, что изолированная особенность x0 ∈ D

открытого дискретного кольцевого Q-отображения f : D\{x0} → Rn

устранима, если функция Q(x) имеет конечное среднее колебание,
либо логарифмические особенности порядка не выше, чем n − 1 в
точке x0. Более того, продолженное отображение открыто и дискре-
тно. В качестве приложений, получены аналоги хорошо известных
теорем Лиувилля, Пикара и Сохоцкого.
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Ключевые слова и фразы. Устранение особенностей, отображе-
ния с ограниченным и конечным искажением и их обобщения, огра-
ниченное и конечное среднее колебание, модули и ёмкости в теории
отображений.

1. Введение

Как известно, в основу определения квазиконформных отображе-
ний, заданных в области D из R

n, n ≥ 2, положено неравенство

M(fΓ) ≤ KM(Γ) , (1.1)

для произвольного семейства Γ кривых γ в области D, где M — мо-
дуль семейства кривых (внешняя мера, определённая на семействах
кривых в R

n), а K ≥ 1 — некоторая постоянная. Другими словами,
модуль любого семейства кривых искажается не более, чем в K раз.
На языке ёмкостей соотношение (1.1) означает, что отображение f
искажает ёмкость любого конденсатора в D не более, чем в K раз.
Пусть в основе определения класса отображений, вместо соотноше-
ния (1.1), лежит неравенство вида

M(fΓ) ≤

∫

D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (1.2)
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где m(x) — мера Лебега в R
n, ρ — произвольная неотрицательная

борелевская функция, такая что произвольная кривая γ семейства Γ
имеет длину, не меньшую 1 в метрике ρ, а Q : D → [1,∞] – изме-
римая функция, см. [3], см. также [17]. В случае, когда Q(x) ≤ K
п.в., мы снова приходим к неравенству (1.1). В общем случае, по-
следнее неравенство означает, что искажение модуля исходного се-
мейства Γ происходит с некоторым весом Q(x), M(fΓ) ≤ MQ(x)(Γ),
см., напр., [1, 2, 25]. Более общо, можно предполагать, что контроли-
руемым образом искажаются не все кривые семейства Γ, а только
“некоторые”. В данной работе мы рассматриваем преимущественно
семейства кривых, которые соединяют концентрические сферы с цен-
тром в фиксированной точке области; таким образом, в дальнейшем
речь идёт о классах так называемых кольцевых Q-отображений, ко-
торые, в случае неограниченной функции Q(x), не совпадают с клас-
сом квазирегулярных отображений. В данной статье рассматривается
задача следующего характера: поиск условий на функцию Q(x), уча-
ствующую в определении отображения f, см. соотношение (1.2), при
которых f продолжается по непрерывности в изолированную грани-
чную точку. Отображение f предполагается здесь только открытым
и дискретным; для гомеоморфизмов аналогичные теоремы были по-
лучены в [11], а для локальных гомеоморфизмов в [4]. Техника ис-
следования отображений с ветвлением во многом отличается, см. ра-
боты для дискретных открытых отображений [5, 21, 22]. Из получен-
ных теорем вытекают некоторые интересные, на наш взгляд, след-
ствия: в частности, теоремы типа Лиувилля, Пикара и Сохоцкого.
Теория Q-гомеоморфизмов — гомеоморфизмов, для которых выпол-
нено (1.2), а также близких к ним классов, развивалась в основном
для случая, когда функция Q принадлежала известному пространс-
тву BMO (функций ограниченного среднего колебания по Джону–
Ниренбергу [12]), см., напр., [16]. Возможность непрерывного продол-
жения в изолированную граничную точку для квазирегулярных ото-
бражений была показана в работах О. Мартио, С. Рикмана и Ю. Вяй-
сяля, см., напр., [14, 19].

2. Предварительные сведения

Всюду далее D — область в R
n, n ≥ 2. Отображение f : D → R

n

называется дискретным, если прообраз f−1 (y) каждой точки y ∈ R
n

состоит из изолированных точек и открытым, если образ любого
открытого множества U ⊆ D является открытым множеством в R

n.
Запись f : D → R

n предполагает, что отображение f непрерывно
в области задания; G ⋐ D означает, что G — компактное подмно-
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жество области D. Говорят, что отображение f сохраняет ориента-
цию (анти–сохраняет), если топологический индекс µ (y, f, G) > 0
(µ (y, f, G) < 0) для произвольной области G ⋐ D и произвольного
y ∈ f(G) \ f(∂G). В дальнейшем B(x0, r) = {x ∈ R

n : |x− x0| < r} ,
B(r) = {x ∈ R

n : |x| < r} , B
n = {x ∈ R

n : |x| < 1} , m(x) — мера Ле-
бега в R

n. Приведённые выше понятия естественным образом рас-
пространяются на отображения f : D → Rn, где область D ⊂ R

n

и Rn = R
n ∪ {∞} — одноточечная компактификация R

n. Напомним,
что борелева функция ρ : R

n → [0,∞] называется допустимой для
семейства Γ кривых γ в R

n, если
∫
γ ρ(x) |dx| ≥ 1 для всех кривых

γ ∈ Γ. В этом случае мы пишем: ρ ∈ adm Γ. Модулем семейства кри-
вых Γ называется величина

M(Γ) = inf
ρ∈ adm Γ

∫

D

ρn(x) dm(x).

Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, E, F ⊆ Rn — произвольные
множества. Обозначим через Γ(E,F,D) семейство всех кривых γ :
[a, b] → Rn, которые соединяют E и F в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F
и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Следующее понятие, мотивированное коль-
цевым определением квазиконформности по Герингу, см. [6], и пред-
ставляющее собой обобщение и локализацию понятия Q-отображе-
ния, введено В. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым на плоскости,
см., напр., [20]. Пусть r0 = dist (x0, ∂D) и пусть Q : D → [0,∞] —
измеримая по Лебегу функция. Положим A(r1, r2, x0) = {x ∈ R

n :
r1 < |x − x0| < r2}, S i = S(x0, ri) = {x ∈ R

n : |x − x0| = ri}, i = 1, 2.
Говорят, что гомеоморфизм f : D → Rn является кольцевым Q-гоме-
оморфизмом в точке x0 ∈ D, если соотношение

M (f (Γ (S1, S2, A))) ≤

∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2.1)

выполнено для любого кольца A = A(r1, r2, x0), 0 < r1 < r2 < r0 и
для каждой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr ≥ 1.

В случае ограниченной функции Q(x), определения кольцевого Q-го-
меоморфизма и Q-гомеоморфизма эквивалентны, и, фактически, ге-
нерируют собой определение квазиконформных отображений, см. [6].
В общем случае, каждый Q-гомеоморфизм является кольцевым, но
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не наоборот, см. [20]. ПустьD — область в R
n, n ≥ 2, и x0 ∈ D. По ана-

логии, будем говорить, что (не обязательно гомеоморфное) отображе-
ние f : D\{x0} → Rn есть кольцевое Q-отображение в точке x0, если
соотношение (2.1) выполнено для любого кольца A = A(r1, r2, x0),
0 < r1 < r2 < r0 = dist (x0, ∂D) и для каждой измеримой фун-
кции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

∫ r2

r1
η(r) dr ≥ 1. При этом са-

мо отображение определено лишь в проколотой окрестности точки
x0; дальнейшая часть работы посвящена поиску условий на фун-
кцию Q(x), которые обеспечивают возможность непрерывного про-
должения отображения f в точку x0. Все результаты, полученные
для кольцевых Q-отображений очевидным образом распространяю-
тся на Q-отображения, т.е., непрерывные отображения, удовлетворя-
ющие оценке (1.2).

Конденсатором называют пару E = (A, C) , где A — открытое
множество в R

n, а C — компактное подмножество A. Конденсатор
E называют кольцевым, если A \ C является кольцом. Ёмкостью
конденсатора E называется следующая величина:

capE = cap (A, C) = inf
u∈W0(E)

∫

A

|∇u|n dm(x),

где W0(E) = W0 (A, C) — семейство неотрицательных непрерывных
функций u : A → R с компактным носителем в A, таких что u(x) ≥
1 при x ∈ C и u ∈ ACL. В формуле выше, как обычно, |∇u| =(∑n

i=1 (∂iu)
2)1/2

. В дальнейшем в расширенном пространстве Rn =
R

n
⋃
{∞} используется сферическая (хордальная) метрика h(x, y) =

|π(x) − π(y)|, где π — стереографическая проекция Rn на сферу
Sn(1

2en+1,
1
2) в R

n+1:

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
, h(x, y) =

|x− y|√
1 + |x|2

√
1 + |y|2

, x 6= ∞ 6= y.

Пусть f : D → R
n, n ≥ 2, — открытое дискретное отображение,

β : [a, b) → R
n — некоторая кривая и пусть x ∈ f−1 (β(a)) . Кривая

α : [a, c) → D называется максимальным поднятием кривой β при
отображении f с началом в точке x, если (1) α(a) = x; (2) f ◦ α =
β|[a, c); (3) если c < c′ ≤ b, то не существует кривой α′ : [a, c′) → D,
такой что α = α′|[a, c) и f ◦α = β|[a, c′). Пусть f — открытое дискретное
отображение и x ∈ f−1 (β(a)) . Тогда кривая β имеет максимальное
поднятие при отображении f с началом в точке x, см. следствие 3.3
главы II в [19].



370 Теоремы Лиувилля, Пикара и Сохоцкого...

Лемма 2.1. Пусть E = (A, C) — произвольный конденсатор в R
n

и пусть ΓE — семейство всех кривых вида γ : [a, b) → A с γ(a) ∈
C и |γ| ∩ (A \ F ) 6= ∅ для произвольного компакта F ⊂ A. Тогда
capE = M (ΓE) , см. [19, предложение 10.2 гл. II].

Замечание 2.1. Понятие конденсатора и ёмкости конденсатора в R
n

можно перенести в Rn, см. [14, раздел 2.1 ]. Лемма 2.1 остаётся спра-
ведливой для конденсаторов в Rn, см. [19, замечание 10.8, 1 гл. II].

Говорят, что компакт C в R
n, n ≥ 2, имеет нулевую ёмкость, пи-

шут capC = 0, если существует ограниченное открытое множество A
с C ⊂ A такое, что cap (A,C) = 0. Известно, что, см., напр., [18, лем-
ма 3.4 гл. II], в последнем случае и для любого другого ограничен-
ного открытого множества A в R

n, содержащего C, будет выполнено
cap (A,C) = 0. В противном случае, полагаем capC > 0. Аналоги-
чно можно определить понятие множества ёмкости нуль в Rn, см.,
напр., [14, 2.12].

Лемма 2.2. Пусть E — компактное собственное подмножество
Rn, такое что capE > 0. Тогда для каждого a > 0 существует
положительное число δ > 0 такое, что cap

(
Rn \ E, C

)
≥ δ для

произвольного континуума C ⊂ Rn \E, удовлетворяющего условию
h(C) ≥ a, см. [14, лемма 3.11] или в [19, лемма 2.6 гл. III].

Замечание 2.2. Если компакт F в Rn имеет ёмкость нуль, то при
каждом α > 0, α — мерная хаусдорфова мера Λα(F ) множества F
равна нулю, см. [14, лемма 2.13]. Следовательно, mesF = 0 и IntF =
∅.

3. Основная лемма о продолжении

Лемма 3.1. Пусть f : B
n \ {0} → Rn, n ≥ 2, — открытое дискре-

тное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, удовлетворяющее
условию cap

(
Rn \ f (Bn \ {0})

)
> 0. Предположим, что существу-

ет ε0 > 0, ε0 < 1 такое, что при ε→ 0
∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) , (3.1)

где ψ(t) — неотрицательная на (0,∞) функция, такая что ψ(t) > 0
п.в. t и

0 < I(ε, ε ′) =

ε ′∫

ε

ψ(t) dt <∞
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для всех (фиксированных) ε ′ из (0, ε0] и ε ∈ (0, ε ′). Тогда f име-
ет непрерывное продолжение f : B

n → Rn в B
n. Непрерывность

понимается в смысле пространства Rn относительно хордальной
метрики h.

Доказательство. Предположим противное, а именно, что отображе-
ние f не может быть продолжено по непрерывности в точку x0 =
0. Тогда найдутся две последовательности xj и x ′

j , принадлежащие
B

n \ {0} с xj → 0, x ′
j → 0, такие, что h(f(xj), f(x ′

j)) ≥ a > 0 для
всех j ∈ N. Не ограничивая общности рассуждений, можно считать,
что xj и x ′

j лежат внутри шара B(ε0). Положим rj = max {|xj |, |x
′
j |}.

Соединим точки xj и x ′
j замкнутой кривой, лежащей в B(rj) \ {0} .

Обозначим эту кривую через Cj и рассмотрим конденсатор Ej =
(Bn \ {0} , Cj) . В силу открытости и непрерывности отображения f,
fEj также является конденсатором. Рассмотрим семейства кривых
ΓEj

и ΓfEj
, см. обозначения леммы 2.1. Пусть Γ∗

j — семейство макси-
мальных поднятий ΓfEj

при отображении f с началом в Cj , лежащих
в B

n \ {0} . Покажем, что Γ∗
j ⊂ ΓEj

.

Предположим противное. Тогда существует кривая β : [a, b) → R
n

семейства ΓfEj
, для которой соответствующее максимальное подня-

тие α : [a, c) → B
n \ {0} лежит со своим замыканием α в некотором

компакте внутри B
n \ {0} . Следовательно, α — компакт в B

n \ {0} .
Заметим, во-первых, что c 6= b, поскольку в противном случае β —
компакт в fA, что противоречит условию β ∈ ΓfEj

. Рассмотрим
множество G = {x ∈ R

n : x = limk→∞ α(tk)}, где tk ∈ [a, c) та-
кие, что limk→∞ tk = c : limk→∞ α(tk) = x. Заметим, что, перехо-
дя к подпоследовательностям, здесь можно ограничиться монотон-
ными последовательностями tk. Для x ∈ G, в силу непрерывно-
сти f в B

n \ {0}, будем иметь f (α(tk)) → f(x) при k → ∞, где
tk ∈ [a, c), tk → c при k → ∞. Однако, f (α(tk)) = β(tk) → β(c)
при k → ∞. Отсюда заключаем, что f постоянна на G в B

n \ {0} . С
другой стороны, по условию Кантора в компакте α, см. [13, с. 8,9],
G =

⋂∞
k=1 α ([tk, c)) = lim supk→∞ α ([tk, c)) = lim infk→∞ α ([tk, c)) 6=

∅ в виду монотонности последовательности множеств α ([tk, c)) и, та-
ким образом, G является связным, по [26, I(9.12)]. Таким образом,
в силу дискретности f, G не может состоять более чем из одной
точки и кривая α : [a, c) → B

n \ {0} продолжается до замкнутой
кривой α : [a, c] → B

n \ {0} . Тогда имеем f (α(c)) = β(c), т.е.,
α(c) ∈ f−1 (β(c)) . С другой стороны, можно построить, см. [19, след-
ствие 3.3 гл. II], максимальное поднятие α ′ кривой β|[c, b) с началом
в точке α(c). Тогда, объединяя поднятия α и α ′, получаем новое по-
днятие α ′′ кривой β, которое определено на [a, c′), что противоречит
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максимальности поднятия α.
Таким образом, Γ∗

j ⊂ ΓEj
. Имеем ΓfEj

> fΓ∗
j , и, следовательно,

M
(
ΓfEj

)
≤M

(
fΓ∗

j

)
≤M

(
fΓEj

)
. (3.2)

Заметим, что семейство ΓEj
разбивается на два подсемейства,

ΓEj
= ΓEj1

∪ ΓEj2
, (3.3)

где ΓEj1
— семейство всех кривых α(t) : [a, c) → B

n \ {0} с началом в
Cj таких, что найдётся tk ∈ [a, c) с α(tk) → 0 при tk → c− 0; ΓEj2

—
семейство всех кривых α(t) : [a, c) → B

n \ {0} с началом в Cj таких,
что найдётся tk ∈ [a, c) с dist (α(tk), ∂B

n) → 0 при tk → c− 0.
В силу соотношений (3.2) и (3.3),

M
(
ΓfEj

)
≤M(fΓEj1

) + M(fΓEj2
). (3.4)

Покажем, что M(fΓEj1
) = 0 для любого фиксированного j ∈ N. За-

фиксируем целое число j ≥ 1 и положим lj = min {|xj |, |x
′
j |}. Рас-

смотрим кольцо Aε,j = {x ∈ R
n : ε < |x| < lj} и соответствующее

семейство функций

ηε(t) =

{
ψ(t)/I(ε, lj), t ∈ (ε, lj),

0, t ∈ R \ (ε, lj)
.

Имеем
∫ lj
ε ηε(t) dt = 1

I(ε,lj)

∫ lj
ε ψ(t) dt = 1. Следовательно, по опреде-

лению кольцевого Q-отображения

M(fΓEj1
) ≤ F(ε) :=

1

I(ε, lj)
n

∫

ε<|x|<ε0

Q(x)ψn(|x|) dm(x). (3.5)

Покажем, что F(ε) → 0. Учитывая (3.1), имеем следующее соотно-
шение:

∫

ε<|x|<ε0

Q(x)ψn(|x|) dm(x) = G(ε) ·

( ε0∫

ε

ψ(t) dt

)n

,

где G(ε) → 0 при ε→ 0. Заметим, что

F(ε) = G(ε) ·

(
1 +

∫ ε0

lj
ψ(t) dt

∫ lj
ε ψ(t) dt

)n

,

где
∫ ε0

lj
ψ(t) dt < ∞ — фиксированное число, а

∫ lj
ε ψ(t) dt → ∞ при

ε → 0, поскольку величина интеграла слева в (3.1) увеличивается
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при уменьшении ε. Таким образом, F(ε) → 0. Отметим, что левая
часть неравенства (3.5) не зависит от ε, а j фиксировано. Отсюда
получаем, что M(fΓEj1

) = 0. Фиксируем (произвольно) некоторое
ε1 < ε0. Аналогично схеме, приведённой выше, рассмотрим кольцо
Aj = {x ∈ R

n : rj < |x| < ε1} и семейство функций

ηj(t) =

{
ψ(t)/I(rj , ε1), t ∈ (rj , ε1),

0, t ∈ R \ (rj , ε1)
.

Имеем
∫ ε1

rj
ηj(t) dt = 1

I(rj ,ε1)

∫ ε1

rj
ψ(t) dt = 1. Таким образом, по опре-

делению кольцевого Q-отображения и условию (3.4)

M(fΓEj
) ≤ S(rj) :=

1

I(rj , ε1)
n

∫

rj<|x|<ε0

Q(x)ψn(|x|) dm(x).

В силу условия (3.1), S(rj) → 0 при j → ∞. Окончательно, по лем-
ме 2.1, cap fEj → 0 при j → ∞. С другой стороны, по лемме 2.2,
cap fEj ≥ δ > 0 для всех j ∈ N. Полученное противоречие опровер-
гает предположение, что f не имеет предела при x→ 0 в Rn.

4. Формулировка основных результатов

Теорема 4.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn – открытое дискре-
тное кольцевое Q-отображение в точке x0, удовлетворяющее усло-
вию cap

(
Rn \ f (D \ {x0})

)
> 0. Если

qx0
(r) = O

([
log

1

r

]n−1
)

(4.1)

при r → 0, где qx0
(r) среднее интегральное значение Q(x) над сферой

|x − x0| = r, то f имеет непрерывное продолжение f : D → Rn. В

частности, если при некотором ε(x0), Q(x) ≤ [log 1
|x−x0|

]
n−1

, ∀x ∈

B(x0, ε(x0)), то выполнено (4.1) и, значит, справедливо заключение
теоремы.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что
x0 = 0 и B

n ⊂ D. Фиксируем ε0 < 1. Положим ψ(t) = 1
t log 1

t

. За-
метим, что

∫

ε<|x|<ε0

Q(x) dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n =

ε0∫

ε

( ∫

|x|=r

Q(x)dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n dS

)
dr
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≤ ωn−1

ε0∫

ε

dr

r log 1
r

= ωn−1 log
log 1

ε

log 1
ε0

= ωn−1 · I(ε, ε0),

где I(ε, ε0) :=
∫ ε0

ε ψ(t) dt. Нужное заключение следует теперь прямо
из леммы 3.1.

Говорят, что функция ϕ : D → R с ϕ ∈ L1
loc(D) имеет ограничен-

ное среднее колебание в области D, ϕ ∈ BMO, если

‖ϕ‖∗ = sup
B ⊂D

1

|B|

∫

B

|ϕ(x) − ϕB| dm(x) <∞,

где точная верхняя грань берётся по всем шарам B ⊂ D и ϕB =
1
|B|

∫
B ϕ(x) dm(x) — среднее значение функции ϕ на шаре B, см. [12].

С целью упрощения записи, мы обозначаем в дальнейшем
∫
−

A

f(x) dm(x) :=
1

|A|

∫

A

f(x) dm(x),

где, как обычно, |A| обозначает лебегову меру множества A ⊆ R
n.

Известно, что L∞(D) ⊂ BMO(D) ⊂ Lp
loc(D), см., напр., [12]. Сле-

дуя работе [11], введём следующее определение. Будем говорить, что
функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в точке x0 ∈ D,
пишем ϕ ∈ FMO в x0, если

lim
ε→0

∫
−

B(x0, ε)

|ϕ(x) − ϕε| dm(x) <∞, (4.2)

где ϕε = −
∫
B(x0, ε) ϕ(x) dm(x). Заметим, что при выполнении условия

(4.2) возможна ситуация, когда ϕε → ∞ при ε→ 0.

Теорема 4.2. Пусть x0 ∈ D, f : D \{x0} → Rn — открытое дискре-
тное кольцевое Q-отображение в точке x0, удовлетворяющее усло-
вию cap

(
Rn \ f (D \ {x0})

)
> 0. Если функция Q(x) имеет конечное

среднее колебание в точке x0, то f имеет непрерывное продолжение
f : D → Rn.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что
x0 = 0 и B

n ⊂ D. Пусть ε0 < e−1. На основании следствия 2.3 в [11]
для функции 0 < ψ(t) = 1

t log 1

t

будем иметь, что

∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = O

(
log log

1

ε

)
.
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Заметим также, что

I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

.

Оставшаяся часть утверждения следует теперь из леммы 3.1.

Следствие 4.1. В частности, если
∫

|x−x0|<ε

Q(x) dm(x) = O(εn) (4.3)

при ε→ 0, то f имеет непрерывное продолжение в D.

5. Следствия

Напомним, что изолированная точка x0 границы ∂D области D
называется устранимой для отображения f, если существует коне-
чный предел limx→x0

f(x). Если f(x) → ∞ при x → x0, точку x0

будем называть полюсом. Изолированная точка x0 границы ∂D на-
зывается существенной особой точкой отображения f : D → R

n,
если при x→ x0 нет ни конечного, ни бесконечного предела.

Теорема 5.1. Пусть x0 — изолированная точка границы D,
f : D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в
точке x0 = 0, а функция Q(x) имеет конечное среднее колебание
в точке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий (4.1),
(4.3). Если x0 — существенная особая точка отображения f, то
cap

(
Rn \ f (U \ {x0})

)
= 0 для любой окрестности U точки x0.

Доказательство непосредственно вытекает, соответственно, из те-
орем 4.2, 4.1 и следствия 4.1.

Теорема 5.2. Пусть x0 — изолированная точка границы D,
f : D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в
точке x0, а функция Q(x) имеет конечное среднее колебание в то-
чке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий (4.1), (4.3).
Тогда точка x0 является устранимой для отображения f в том и
только том случае, когда f ограничено в некоторой окрестности U
точки x0.

Доказательство. Предположим, что точка x0 устранима, т.е. суще-
ствует предел limx→x0

f(x) = A < ∞. Тогда |f(x)| ≤ |A| + 1 в до-
статочно малой окрестности U точки x0. Обратно, пусть существу-
ет окрестность U точки x0 такая, что |f(x)| ≤ M для некоторого
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M ∈ (0, ∞) и всех x ∈ U \ {x0} . Тогда cap
(
Rn \ f (U \ {x0})

)
> 0 и

заключение следует из теоремы 5.1.

Теорема 5.3. Пусть x0 — изолированная точка границы D,
f : D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в
точке x0, а функция Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке
x0, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий (4.1), (4.3). Если
cap

(
Rn \ f (U \ {x0})

)
> 0 для некоторой окрестности U точки x0,

то f может быть непрерывным образом продолжено до открытого
дискретного кольцевого Q-отображения f : D ∪ {x0} → Rn.

Доказательство. Действительно, f продолжается до непрерывного
отображения f : D ∪ {x0} → Rn в силу, соответственно, теорем 4.2,
4.1 и следствия 4.1. Известно, что дискретные открытые отображе-
ния в R

n, n ≥ 2, либо сохраняют ориентацию, либо анти-сохраняют,
см., напр., [19, разд. 4 гл. I]. Пусть f для определённости сохраня-
ет ориентацию. Покажем, что продолженное отображение сохраня-
ет ориентацию, открыто и дискретно. Обозначим, как обычно, через
Bf (D) множество точек ветвления отображения f в области D, а че-
рез Bf (D′) — множество точек ветвления отображения f в области
D ′ = D ∪ {x0}. Если x0 — точка локальной гомеоморфности отобра-
жения f, доказывать нечего. Пусть точка x0 ∈ Bf (D ′). По теореме
Чернавского dimBf (D) = dim f (Bf (D)) ≤ n−2, см., напр., [19, тео-
рему 4.6 гл. I], где dim обозначает топологическую размерность мно-
жества, см. [8]. Тогда получим

dim f
(
Bf (D ′)

)
≤ n− 2, (5.1)

т.к. f (Bf (D ′)) = f (Bf (D))
⋃
{f(x0)} , множество {f(x0)} замкну-

то и топологическая размерность каждого из множеств f (Bf (D)) и
{f(x0)} не превышает n− 2, см. [8, следствие 1 гл. III разд. 3]. Пусть
G — область в D ′ с G ⋐ D ′ и пусть y ∈ f(G) \ f(∂G). Тогда, в си-
лу (5.1), существует точка y0 /∈ f (Bf (D ′)) , принадлежащая той же
компоненте связности множества Rn\f(∂G), что и y. В силу того, что
топологический индекс есть величина постоянная на каждой связной
компоненте множества Rn \ f(∂G), см. в [18, § 2 гл. I], будем иметь

µ(y, f,G) = µ(y0, f,G) =
∑

x∈G∩f −1(y0)

i(x, f) > 0.

Таким образом, отображение f сохраняет ориентацию в D ′. Наконец,
для любого y ∈ f(D ′), в силу дискретности отображения f в области
D, множество

{
f−1(y)

}
не более чем счётно и потому dim

{
f −1(y)

}
=

0. Следовательно, по [24, с. 333], отображение f открыто и дискретно,
что и требовалось доказать.
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Теорема 5.4 (Аналог теоремы Сохоцкого). Пусть x0 — изолиро-
ванная точка границы D, f : D → Rn — открытое дискретное коль-
цевое Q-отображение в точке x0, а функция Q(x) имеет конечное
среднее колебание в точке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному
из условий (4.1), (4.3). Если x0 — существенная особая точка ото-
бражения f, то для любого a ∈ Rn найдётся последовательность
xk → x0 при k → ∞, такая что f(xk) → a при k → ∞.

Доказательство. Допустим, что заключение теоремы неверно для
некоторого a ∈ Rn. Тогда существуют окрестность U точки x0 и ε0 >
0 такие, что

h (f(x), a) ≥ ε0 ∀x ∈ U \ {x0}

и, по неравенству треугольника, d0 = h (B (a, ε0/2) , f (U \ {x0})) ≥
ε0/2. Следовательно, cap

(
Rn \ f (U \ {x0})

)
> 0. Отсюда по теоре-

ме 5.1 следует существование предела (конечного или бесконечного)
отображения f в точке x0, что противоречит первоначальному пред-
положению.

Теорема 5.5. Пусть x0 — изолированная точка границы D,
f : D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в
точке x0, а функция Q(x) имеет конечное среднее колебание в то-
чке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий (4.1), (4.3).
Если x0 существенно особая точка отображения f, то существует
множество C ⊂ Rn типа Fσ в Rn ёмкости нуль такое, что

N (y, f, U \ {x0}) = ∞

для любой окрестности U точки x0 и для всех y ∈ Rn \ C.

Доказательство. Пусть U — произвольная окрестность точки x0. Не
ограничивая общности рассуждений, можно считать, что x0 = 0 и
U = B

n. Рассмотрим множества Vk = B(1/k) \ {0} , k = 1, 2, . . . .
Полагаем

C =
∞⋃

k=1

Rn \ f(Vk). (5.2)

По теореме 5.1 каждое из множеств Bk := Rn \ f(Vk) в объединении
правой части соотношения (5.2) имеет ёмкость нуль. Тогда C также
имеет ёмкость нуль, см., напр., [7, с. 126]. Фиксируем y ∈ Rn\C. Тогда

y ∈
∞⋂

k=1

f(Vk). (5.3)
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Из (5.3) вытекает существование подпоследовательности {xki
}∞i=1 та-

кой, что xki
→ 0 при i → ∞ и f(xki

) = y, i = 1, 2, . . . . Теорема 5.5
доказана.

Пусть теперь D — область в Rn, n ≥ 2. Будем говорить, что фун-
кция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в точке ∞, если
функция ϕ∗(x) = ϕ( x

|x|2
) имеет конечное среднее колебание в точке

0. Заметим, что отображение ψ(x) = x
|x|2

подобно отображает сферу

S(0, r) на сферу S (0, 1/r) , откуда следует, что |J(x, ψ)| = (1/|x|)2n .
Согласно сказанному, прибегая к замене переменной в интеграле, мы
можем переформулировать определение конечного среднего колеба-
ния в точке ∞ в следующем виде. Будем говорить, что функция
ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в точке ∞, пишем
ϕ ∈ FMO(∞), если при R→ ∞

∫

|x|>R

|ϕ(x) − ϕR|
dm(x)

|x|2n
= O

( 1

Rn

)
,

где ϕR = Rn

Ωn
·
∫
|x|>R ϕ(x) dm(x)

|x|2n , а Ωn — объём единичного шара в R
n.

Аналогично для бесконечности можно переформулировать условия
вида (4.1), (4.3), соответственно:

∫
−

S(0, R)

Q(x) dS = O
(
[logR]n−1 ), (5.4)

∫

|x|>R

Q(x)
dm(x)

|x|2n
= O

( 1

Rn

)
. (5.5)

Будем говорить, что отображение f : R
n → Rn есть кольцевое

Q-отображение в точке x0 = ∞, если отображение f̃ = f( x
|x|2

) яв-

ляется кольцевым Q ′-отображением в точке x0 = 0 с Q ′ = Q( x
|x|2

).

На основании теорем 4.2, 4.1 и следствия 4.1, получаем следующее
утверждение.

Теорема 5.6 (Аналог теоремы Лиувилля). Пусть f : R
n →

Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в точке
x0 = ∞, функция Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке
∞, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий (5.4), (5.5). Тог-
да cap

(
Rn \ f (Rn)

)
= 0. В частности, f не может отображать

всё R
n на ограниченную область.

Рассмотрим отдельно случай n = 2. Пусть ∆ = {z ∈ C : |z| < 1} .
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Теорема 5.7. Пусть f : ∆ \ {0} → C — открытое дискретное Q-
отображение, которое не принимает, по крайней мере, три значе-
ния в C. Если Q(z) имеет конечное среднее колебание в нуле, либо
удовлетворяет одному из условий типа (4.1), (4.3) в точке z0 = 0,
то отображение f может быть непрерывным образом продолжено
в ∆ до открытого дискретного Q-отображения f : ∆ → C.

Доказательство. Доказательство основано на теореме Стоилова о
факторизации, см. [23, разд. 5 гл. V]. Согласно упомянутой теореме,
отображение f может быть представлено как композиция f = ϕ ◦ g,
где g — гомеоморфизм, ϕ — аналитическая функция. В таком слу-
чае, отображение g является Q-гомеоморфизмом. По лемме 4.1, тео-
реме 4.1 и следствию 4.2 в [11], отображение g допускает гомеомор-
фное продолжение g в ∆. В таком случае, точка g(0) является изоли-
рованной точкой границы области g(∆) для функции ϕ. Из условия
вытекает, что ϕ также опускает не менее 3-х значений в C. Возмо-
жность непрерывного продолжения следует теперь из классической
теоремы Пикара для аналитических функций.

Теорема 5.8 (Аналог теоремы Пикара при n = 2). Пусть f :
C → C — открытое дискретное Q-отображение, а Q(z) имеет ко-
нечное среднее колебание в ∞ либо удовлетворяет хотя бы одному
из условий (5.4), (5.5). Тогда f принимает все значения в C, кроме,
может быть, двух.

Практически для всех известных ныне классов отображений ус-
тановлены оценки вида (1.2). Сформулированные в статье результаты
могут быть применены, например, к отображениям с конечным иска-
жением длины, см., напр., [15, теорема 6.10], см. также [17]. Более
того, всё вышеизложенное справедливо для так называемых отобра-
жений с конечным искажением. Отображение f : D → R

n называ-
ется отображением с конечным искажением, если f ∈ W 1,n

loc (D) и
п.в. ‖f ′ (x) ‖n ≤ K(x) · J (x, f) для некоторой функции K(x) : D →
[1,∞), см., напр., [9, 10].

Замечание 5.1. Каждое открытое дискретное отображение f : D →
R

n с конечным искажением такое, что K(x) ∈ Ln−1
loc и мера множе-

ства Bf точек ветвления отображения f равна нулю, является Q-
отображением с Q = Kn−1(x), см. замечание 4.10, теорему 6.10 в [15].
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