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СТОИМОСТЬ ДВУХЦВЕТНОГО ОПЦИОНА
В ДИФФУЗИОННОЙ МОДЕЛИ СО СКАЧКАМИ

В работе рассматривается двухцветный опцион покупки европейского типа в диффузионной модели
(B,S)-финансового рынка. Получена аналитическая формула, определяющая стоимость данного
опциона.
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1. Введение. Определение справедливой стоимости производных финансовых
инструментов является одной из основных задач финансовой инженерии. При этом
используется аппарат стохастической математики. Впервые использовать броунов-
ское движение для расчета цен опционов предложил в своей диссертации «Теория
спекуляций» [1] французский математик Луи Башелье.

На данный момент известны различные модели ценообразования опционов. Тем
не менее до 1973 года не было эффективных, для решения этой задачи, моделей
ценообразования опционов. Существенное влияние на развитие биржевого рынка
производных инструментов оказали опубликованные в 1973 году фундаментальные
работы Фишера Блэка, Майрона Шоулса [2] и Роберта Мертона [4]. В модели Блэка–
Шоулса цена акции имеет логнормальное распределение и удовлетворяет стохасти-
ческому дифференциальному уравнению Ито вида

dS (t) = µS (t) dt+ σS (t) dW (t) , S (0) = S0.

Таким образом, в этой модели изменение цены акции является непрерывным
диффузионным процессом.

Формула Блэка–Шоулса привлекает участников финансового рынка своей про-
стотой, поэтому на практике для оценки стоимости производных финансовых ин-
струментов предпочитают использовать именно ее. Но, несмотря на всю ее практи-
ческую ценность, формула Блэка–Шоулса не лишена недостатков. Основной из них,
и, наверное, самый очевидный, – в условиях реального финансового рынка цена ак-
тива может изменяться скачкообразно, что противоречит свойству непрерывности
геометрического процесса диффузии.

Различными исследователями в области финансовой математики были предло-
жены модели оценки стоимости акции, которые в той или иной степени смягчают
недостатки модели Блэка–Шоулса.

В частности, были предложены модели скачкообразной диффузии, согласно ко-
торым эволюция цены базового актива уже не является непрерывным процессом, а
является в общем случае решением стохастического дифференциального уравнения:

dS (t) = (r − λα)S (t) dt+
(
eξ − 1

)
S (t) dN (t) + σS (t) dW (t) , S (0) = S0,
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где r – безрисковая процентная ставка, σ – волатильность. W (t) – стандартный
винеровский процесс, N (t) – пуассоновский процесс с постоянной интенсивностью λ,
ξ – случайная величина с плотностью распределения вероятностей f (z) определяет
магнитуду скачков. Предполагается, что процессыW (t),N (t) и случайная величина
ξ независимы в совокупности.

В 1976 году в работе [5] Роберт Мертон получил аналитическую формулу для
цены европейского опциона в случае логнормального распределения магнитуд скач-
ков.

Все существующие на данный момент опционы делятся на две большие группы.
К первой относятся стандартные (ванильные): европейского и американского типа.
Ко второй – экзотические опционы. Они появились и стали популярны в 80-х го-
дах прошлого столетия, заменив комбинации стандартных. Существуют различные
стили экзотических опционов [1].

В группу многофакторных опционов входят опционы на несколько базисных ак-
тивов. Среди них можно выделить три основные группы опционов: радуга (rainbow
option), корзина (basket option) и кванто (quanto option). Существуют и другие раз-
новидности многофакторных опционов, и все они характеризуются тем, что их сто-
имость определяется ценами двух или более активов, а также корреляцией между
ценами этих активов.

Если в основе опциона лежат два базисных актива, то его называют двухцветным
опционом. Среди двухцветных опционов европейского типа можно выделить основ-
ные со следующими платежными функциями, через K обозначена цена исполнения
опциона.

Лучший актив или деньги, f(T ) = max (S1(T ), S2(T ),K) , обеспечивает облада-
телю получение максимального по стоимости из двух рискованных активов и де-
нежных средств по истечении срока исполнения опциона. Исследован Штульцем
[13], Джонсон [8], Рубинштейном [12].

Покупка по максимальной цене, f (T ) = max (max (S1 (T )− S2 (T ))−K, 0) , дает
право его владельцу на приобретение максимального по стоимости актива по цене
исполнения в момент экспирации. Исследован Шульцем [13] и Джонсоном [8].

Покупка по минимальной цене, f (T ) = max (min (S1 (T )− S2 (T ))−K, 0) , дает
право его владельцу на приобретение минимального по стоимости актива по цене
исполнения в момент экспирации. Исследован Штульцем [13] и Джонсоном [8].

Продажа по максимальной цене, f (T ) = max (K −max (S1 (T )− S2 (T )) , 0) , да-
ет его обладателю право продать один из двух рисковых активов с наибольшей
стоимостью по цене исполнения в момент экспирации. Исследован Марграбе [9],
Штульцем [13] и Джонсоном [8].

Продажа по минимальной цене, f (T ) = max (K −min (S1 (T )− S2 (T )) , 0), дает
его обладателю право продать один из двух рисковых активов с наименьшей сто-
имостью по цене исполнения в момент экспирации. Исследован Штульцем [13] и
Джонсоном [8].

Обмениваемый, f (T ) = max (S1 (T )− S2 (T ) , 0), дает его держателю право об-
менять при исполнении контракта первый актив на второй. Основу теории обме-
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ниваемых опционов в модели Блека-Шоулса положили две независимые работы,
опубликованные в 1978 году Вильямом Марграбе [9] и Стенли Фишером [7]. Они
рассмотрели стандартный обмениваемый опцион, который может быть интерпрети-
рован как колл-опцион на первый актив со страйком равным будущей цене второго
актива на дату погашения или пут-опцион на второй актив со страйком равным
будущей цене первого актива на дату погашения. В дальнейшем эта теория нашла
свое продолжение в работе Штульца [13] 1982 года.
2. Постановка задачи. Пусть (Ω, F,�t, P ) полное вероятностное простран-

ство, где �t = σ (Ws, Ns, s ≤ t) непрерывная справа возрастающая фильтрация,
{Wt, t ≥ 0} стандартный винеровский процесс, {Nt, t ≥ 0} процесс Пуассона с посто-
янной интенсивностью λ. Будем предполагать, что процессы Wt и Nt независимы.

Рассмотрим (B,S)-рынок с непрерывным временем, состоящий из банковского
счета B (нерисковый актив) и двух акций S1, S2 (рисковые активы). Относительно
банковского счета B будем предполагать, что B = {Bt, t ≥ 0} – детерминированная
функция, которая подчиняется дифференциальному уравнению

dBt = rBtdt (1)

с начальным условием B0 = 1, т.е. Bt = ert, r ≥ 0, здесь r – краткосрочная про-
центная ставка. Эволюции стоимости акций Si =

{
Sit , t ≥ 0

}
, i = 1, 2, описываются

решениями стохастических дифференциальных уравнений скачкообразной диффу-
зии

dS1
t

S1
t−

= µ1dt+ σ1dWt − ν1dNt, S1
0 > 0;

dS2
t

S2
t−

= µ2dt+ σ2dWt − ν2dNt, S2
0 > 0,

(2)

здесь µi ≥ 0 (параметры дрейфа), σi > 0 (волатильности диффузии) и νi < 1
(магнитуды скачков).

Согласно [2] плотность меры P̃ (·) эквивалентной P (·), относительно которой
дисконтированные цены акций являются мартингалами, имеет вид

dP̃

dP
= exp

{
φWt − φ2

2
t+ ψ (Nt − λt)

}∏
s≤t

(1 + ψ∆Nt) exp {−ψ∆Nt} , (3)

где константы φ и ψ являются решением системы уравнений{
µ1 − r − ν1λ+ φσ1 − ψν1λ = 0;
µ2 − r − ν2λ+ φσ2 − ψν2λ = 0.

При условии, что σ1ν2 − σ2ν1 
= 0, она имеет единственное решение

φ =
(µ1 − r) ν1 − (µ2 − r) ν2

σ2ν1 − σ1ν2
,
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ψ =
(µ1 − r)σ2 − (µ2 − r)σ1

λ (σ2ν1 − σ1ν2)
− 1.

Откуда непосредственно вытекает, что риск-нейтральная мера единственна и,
как следствие [3], рассматриваемая модель финансового рынка является полной.

Согласно теореме Гирсанова, процесс W̃t = Wt − φt относительно меры P̃ (·)
является винеровским, а процесс Nt – пуассоновским с интенсивностью

λ̃ = λ (1 + ψ) =
(µ1 − r)σ2 − (µ2 − r)σ1

(σ2ν1 − σ1ν2)
.

Таким образом, плотность (3) мартингальной меры P̃ (·) относительно исходной
меры P (·) приобретает вид

dP̃

dP
= exp

{
φWt − φ2

2
t+

(
λ− λ̃

)
t+

(
ln λ̃− lnλ

)
Nt

}
. (4)

Запишем решения уравнений (2) в экспоненциальной форме. Для этого полезным
будет следующее утверждение.
Лемма Ито для процесса скачкообразной диффузии [6].Пусть Xt диффу-

зионный процесс со скачками, определенный как сумма дрейфа at, стохастического
дифференциального интеграла Ито и сложного процесса Пуассона

Xt = X0 +

∫ t

0
asds+

∫ t

0
σsdWs +

Nt∑
k=1

∆Xk,

где at σt непрерывные неупреждающие процессы, причем

E

[∫ T

0
σ2t dWs

]
< +∞.

Тогда для любой функцииf (x, t): [0, T ]×R→ R из пространства C1,2
[0,T ]×R процесс

Yt = f (t,Xt) представим в виде

f (t,Xt)− f (0,X0) =
∫ t
0

[
∂f(s,Xs)

∂s + as
∂f(s,Xs)

∂x + σ2s
2
∂2f(s,Xs)

∂x2

]
ds+

+
∫ t
0 σs

∂f(s,Xs)
∂x dWs +

∑
i≥1,τi≤t [f (Xτi− +∆Xi)− f (Xτi−)] ,

или в дифференциальной форме

dYt = df (t,Xt) =
∂f(t,Xt)

∂t dt+ at
∂f(t,Xt)

∂x dt+
σ2t
2
∂2f(t,Xt)

∂x2 dt+

+σt
∂f(t,Xt)

∂x dWt + [f (Xt− +∆Xt)− f (Xt−)].
(5)

Применяя формулу (5) к функции lnSit , i = 1, 2, получим

d lnSit = µiS
i
t
∂ lnSi

t
∂x dt+

[σiSi
t]

2

2
∂2 lnSi

t
∂x2

dt+

+σiS
i
t
∂ lnSi

t
∂x dWt +

[
lnSit− (1− νi)− ln f

(
Sit−

)]
=

=
(
µi − [σi]

2

2

)
dt+ σidWt + ln (1− νi) .
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Таким образом, решения уравнений (2) имеют вид

Sit = Si0 exp
{(
µi − [σi]

2

2

)
t+ σiWt +

∑
τi≤t,∆Nτi �=0 ln (1− νi)

}
=

= Si0 exp
{(
µi − [σi]

2

2

)
t+ σiWt +Nt ln (1− νi)

}
.

С учетом представления Wt = W̃t + φt, выражения для Sit , i = 1, 2, имеют вид

Sit = Si0 exp

{(
νiλ̃− [σi]

2

2
+ r

)
t+ σiW̃t +Nt ln (1− νi)

}
. (6)

Рассмотрим на предложенном финансовом рынке обменный опцион европейского
типа с платежной функцией следующего вида

f (T ) = max
{
S1
T − S2

T , 0
}
=

(
S1
T − S2

T

)+
. (7)

В данной работе изучается ценообразование обмениваемого опциона в случае,
когда уравнения, которые описывают эволюции стоимости акций (2), возмущены не
только диффузионной составляющей, но и процессом Пуассона.
3. Стоимость опциона.
Теорема. Пусть (B,S)-рынок описывается уравнениями (1)–(2), причем

σ1ν2 − σ2ν1 
= 0. Тогда стоимость опциона с платежной функцией вида (7) опре-
деляется соотношениями при σ1 < σ2,

C (T ) = e−λ̃T
∞∑
n=0

(λ̃T)
n

n!

[
A1,n

(
1− F

(
Bn +

(σ2−σ1)
√
T

2

))
−

−A2,n

(
1− F

(
Bn +

(σ1−σ2)
√
T

2

))]
,

(8)

при σ1 > σ2,

C (T ) = e−λ̃T
∞∑
n=0

(λ̃T)
n

n!

[
A1,n

(
1− F

(
Bn +

(σ2−σ1)
√
T

2

))
−

−A2,n

(
1− F

(
Bn +

(σ1−σ2)
√
T

2

))]
,

(9)

где A1,n, A2,n и Bn определяются равенствами

A1,n = S1
0 (1− ν1)

n exp
{
ν1λ̃T

}
, A2,n = S2

0 (1− ν2)
n exp

{
ν2λ̃T

}
, (10)

Bn =
1

(σ1 − σ2)
√
T
ln
A2,n

A1,n
, (11)

а F (x) – функция распределения случайной стандартной нормальной величины.
Доказательство. Как показано в [1], [2] при существовании и единственности

мартингальной меры финансовый рынок является полным безарбитражным. Спра-
ведливая стоимость опциона европейского типа, в этом случае, определяется соот-
ношением

C (T ) = Ẽ
[
B−1 (T ) f (T )

]
= Ẽ

[
exp {−rT} (S1

T − S2
T

)+]
, (12)
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здесь Ẽ (·) – математическое ожидание относительно меры P̃ (·).
Подставим в равенство (12) выражения (6) для явного вида процессов изменения

стоимости акций Sit , i = 1, 2. Имеем

C (T ) = Ẽ
(
S1
0 exp

{(
ν1λ̃− [σ1]

2

2

)
T + σ1W̃T +NT ln (1− ν1)

}
−

−S2
0 exp

{(
ν2λ̃− [σ2]

2

2

)
T + σ2W̃T +NT ln (1− ν2)

})+

.
(13)

C учетом того, что процессы W̃t и Nt независимы относительно мартингальной
меры P̃ (·), продолжая равенство (13), получим

C (T ) = Ẽ

(
Ẽ

[(
S1
0 exp

{(
ν1λ̃− [σ1]

2

2

)
T + σ1W̃T +NT ln (1− ν1)

}
−

−S2
0 exp

{(
ν2λ̃− [σ2]

2

2

)
T + σ2W̃T +NT ln (1− ν2)

})+
∣∣∣∣NT

])
=

=
∑∞

n=0 Ẽ
[(
S1
0 exp

{(
ν1λ̃− [σ1]

2

2

)
T + σ1W̃T +NT ln (1− ν1)

}
−

−S2
0 exp

{(
ν2λ̃− [σ2]

2

2

)
T + σ2W̃T +NT ln (1− ν2)

})+
∣∣∣∣NT = n

]
×

×(λ̃T)
n

n! e−λ̃T =

= e−λ̃T
∑∞

n=0
(λ̃T)

n

n! Ẽ
(
S1
0 (1− ν1)

n exp
{(
ν1λ̃− [σ1]

2

2

)
T
}
exp

{
σ1W̃T

}
−

−S2
0 (1− ν2)

n exp
{(
ν2λ̃− [σ2]

2

2

)
T
}
exp

{
σ2W̃T

})+
= e−λ̃T×

×∑∞
n=0

(λ̃T)
n

n! Ẽ
(
A1,n exp

{
σ1W̃T − [σ1]

2

2 T
}
−A2,n exp

{
σ2W̃T − [σ2]

2

2 T
})+

,

(14)

где A1,n и A2,n определяются соотношениями (10) соответственно.

Найдем математическое ожидание, входящее в выражение (14):

Ẽ
(
A1,n exp

{
σ1W̃T − [σ1]

2

2 T
}
−A2,n exp

{
σ2W̃T − [σ2]

2

2 T
})+

=

= 1√
2πT

∫ +∞
−∞

(
A1,n exp

{
σ1x− [σ1]

2

2 T
}
−

−A2,n exp
{
σ2x− [σ2]

2

2 T
})+

exp
{
− x2

2T

}
dx.

(15)

Введем следующее обозначение: K = 1
σ1−σ2 ln

a2
a1

+ (σ1+σ2)T
2 . Если σ1 < σ2, то
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продолжая равенство (15), получим

Ẽ
(
A1,n exp

{
σ1W̃T − [σ1]

2

2 T
}
−A2,n exp

{
σ2W̃T − [σ2]

2

2 T
})+

=

= 1√
2πT

∫K
−∞

(
A1,n exp

{
σ1x− [σ1]

2

2 T
}
−

−A2,n exp
{
σ2x− [σ2]

2

2 T
})

exp
{
− x2

2T

}
dx =

=
A1,n√
2πT

∫ K
−∞ exp

{
− (x−σ1T )2

2T

}
dx−

− A2,n√
2πT

∫K
−∞ exp

{
− (x−σ2T )2

2T

}
dx =

= A1,nF
(
K−σ1T√

T

)
−A2,nF

(
K−σ2T√

T

)
=

= A1,nF
(

1
(σ1−σ2)

√
T
ln

A2,n

A1,n
+ (σ2−σ1)

√
T

2

)
−

−A2,nF
(

1
(σ1−σ2)

√
T
ln

A2,n

A1,n
+ (σ1−σ2)

√
T

2

)
=

= A1,nF
(
Bn +

(σ2−σ1)
√
T

2

)
−A2,nF

(
Bn +

(σ1−σ2)
√
T

2

)
.

(16)

Подставляя выражение (16) в равенство (14), получим соотношение (8).
В случае если σ1 > σ2, тогда

Ẽ
(
A1,n exp

{
σ1W̃T − [σ1]

2

2 T
}
−A2,n exp

{
σ2W̃T − [σ2]

2

2 T
})+

=

= 1√
2πT

∫ +∞
K

((
A1,n exp

{
σ1x− [σ1]

2

2 T
})

−
−A2,n exp

{
σ2x− [σ2]

2

2 T
})

exp
{
− x2

2T

}
dx =

= A1,n

[
1− F

(
K−σ1T√

T

)]
−A2,n

[
1− F

(
K−σ2T√

T

)]
=

= A1,n

[
1− F

(
Bn +

(σ2−σ1)
√
T

2

)]
−

−A2,n

[
1− F

(
Bn +

(σ1−σ2)
√
T

2

)]
.

(17)

И, наконец, подставляя выражение (17) в равенство (14), получим требуемое в
теореме соотношение (9). �
4. Заключение. В работе рассмотрена модель финансового (B,S)-рынка с непре-

рывным временем. Рынок состоит из банковского счета и двух рисковых активов.
При этом эволюция стоимости акции является процессом скачкообразной диффу-
зии, т.е. цена актива подчиняется геометрическому броуновскому движению, но ино-
гда испытывает скачки вверх или вниз с постоянными магнитудами.

Показано, что для данной модели существует единственная мартингальная мера,
т.е. рынок является полным безарбитражным. Выписана явная аналитическая фор-
мула для справедливой стоимости обмениваемого опциона, аналогичная формуле
Марграбе.
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Two-Color Option Pricing Under a Jump Diffusion Model.

The article considers of exotic purchase two-color option of European type a jump diffusion model of (B,
S)-financial market. The author have obtained the analytical formulas determining the options prices.
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