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ЗАДАЧИ ДЛЯ МАТРИЧНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

Найдены конструктивные условия существования, а также обобщенный оператор Грина линейной
нетеровой краевой задачи, а также оператор Грина задачи Коши для линейного матричного диф-
ференциального уравнения с импульсным воздействием.
Ключевые слова: нетеровы краевые задачи, матричные дифференциальные уравнения, импульс-
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1. Постановка задачи. Исследуем задачу о построении решений [1, 2, 3]

Z(t) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

матричного дифференциального уравнения [4]

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), t 6= τi, a < τi < b, Φ(t) ∈ C[a, b] (1)

с импульсным воздействием

∆Z(τi) = Si Z(τi − 0) + Z(τi − 0)Ri + Ψi, i = 1, 2, . . . , p , (2)

подчиненных краевому условию

LZ(·) = A, A ∈ Rm×n. (3)

Здесь A, B, Si, Ri, Ψi ∈ Rn×n – постоянные (n×n)-матрицы. Условия разрешимости и
структура решения системы (1) были приведены в монографии [4]. Конструктивные
условия разрешимости и структура периодического решения системы (1) получены
в статье [5] с использованием обобщенного обращения матриц и операторов, описан-
ного в статье [6]. Функционал, определяющий импульсное воздействие (2), является
обобщением использованного ранее выражения [1, 2, 3]; LZ(·) – линейный ограни-
ченный векторный функционал:

LZ(·) : C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
→ Rm×n.

Как известно [4], общее решение Z(t) ∈ C1[a, b] задачи Коши

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B, Z(a) = Θ
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имеет вид
X0(t,Θ) = U(t) ·Θ · V (t), Θ ∈ Rn×n,

где U(t) и V (t) – нормальные фундаментальные матрицы:

U ′(t) = AU(t), U(a) = In, V ′(t) = BV (t), V (a) = In.

Общее решение Z(t) ∈ C1[a, b] задачи Коши [5]

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), Z(a) = Θ

имеет вид

Z(t,Θ) = X0(t,Θ) + K

[
Φ(s)

]
(t), Θ ∈ Rn×n,

где

K

[
Φ(s)

]
(t) :=

∫ t

a
U(t)U−1(s)Φ(s)V (t)V −1(s)ds

– оператор Грина, определяющий гладкое частное решение задачи Коши для мат-
ричного уравнения (1).

2. Обобщенный оператор Грина задачи Коши. Общее решение однородной
части задачи Коши для матричного дифференциального уравнения (1) с импульс-
ным воздействием (2) определяет следующая лемма.

Лемма 1. Общее решение

Z(t) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

задачи Коши
Z(a) = Θ, Θ ∈ Rn×n

для матричного дифференциального уравнения с импульсным воздействием

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B, t 6= τi ∈ [a, b], ∆Z(τi) = Si Z(τi − 0) + Z(τi − 0)Ri (4)

имеет вид

X(t, Θ) =





X0(t,Θ), t ∈ [a; τ1[,
U(t)W1(Θ)V (t), t ∈ [τ1; τ2[,
........................ ............. ,
U(t)Wp(Θ)V (t), t ∈ [τp; b],

(5)

где Wi(Θ) – постоянные (n× n)− мерные матрицы:

Wi(Θ) := U−1(τi)
[
(In + Si)X(τi − 0, Θ) + X(τi − 0,Θ)Ri

]
V −1(τi), i = 1, 2, . . . , p.

При условии det Θ 6= 0 матрица X(t, Θ) представляет собой фундаментальную си-
стему решений однородной части задачи Коши Z(a) = Θ для однородного матрич-
ного дифференциального уравнения (1) с импульсным воздействием (2). Матрицу
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Ξ(t) := X(t, In) назовем нормальной Ξ(a) = In фундаментальной матрицей однород-
ного матричного дифференциального уравнения (1) с импульсным воздействием (2).
Утверждение леммы 1 является обобщением соответствующих утверждений [1, 2, 3]
на случай матричного дифференциального уравнения (1) с импульсным воздействи-
ем (2). При условии detΘ = 0 матрица X(t,Θ) вырождена и представляет собой ана-
лог фундаментальной системы решений однородной части задачи Коши Z(a) = Θ
для однородного дифференциального уравнения с вырожденным импульсным воз-
действием [7, 8].

Пример 1. Условия леммы 1 выполнены для задачи

dZ(t)/dt = AZ(t) + Z(t)B, t ∈ [0; 3π], t 6= τ1 := π, t 6= τ2 := 2π, (6)

∆Z(τi) = Si Z(τi − 0) + Z(τi − 0)Ri, i = 1, 2, Z(0) = Θ := I3,

где

A =



−2 5 −4
−1 2 −1

0 0 0


 , B :=




0 2 0
−2 0 0

0 0 0


 , S1 :=




0 0 1
0 1 0
0 0 0


 ,

R1 :=




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , S2 :=




0 0 1
1 0 0
0 0 1


 , R2 :=




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 .

Решение Z(t) задачи Коши Z(0) = I3 для матричного дифференциального уравне-
ния с импульсным воздействием (6) при t ∈ [0;π[ имеет вид

Z(t) = U(t) · V (t),

где

U(t) =




cos t− 2 sin t 5 sin t 3− 3 cos t− 4 sin t
− sin t cos t + 2 sin t 2− 2 cos t− sin t

0 0 1


 ,

V (t) =




cos 2t sin 2t 0
− sin 2t cos 2t 0

0 0 1




– нормальные U(0) = I3, V (0) = I3 фундаментальные матрицы. Обозначим вектор-
столбцы

P1 :=




1
0
0


 , P2 :=




0
1
0


 , P3 :=




0
0
1


 .

Решение задачи Коши Z(0, Θ) = I3 для матричного дифференциального уравнения
с импульсным воздействием (6)

X(t, Θ) =
(

X(t, Θ) · P1 X(t,Θ) · P2 X(t, Θ) · P3

)
, Θ = I3
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определяют матрицы

W1 =




1 0 0
0 2 −4
1 0 1


 , W2 =




2 1 1
3 −2 −2
2 2 2


 .

Здесь при t ∈ [0;π[:

X(t, Θ) · P1 =



−2 cos t + 3 cos 3t + sin t− sin 3t

− cos t + cos 3t− sin 3t
1


 ,

X(t, Θ) · P2 =



− cos t + cos 3t− 2 sin t + 3 sin 3t

cos 3t− sin t + sin 3t
1


 ,

X(t,Θ) · P3 =




3− 3 cos t− 4 sin t
2− 2 cos t− sin t

1


 , Θ = I3.

Аналогично, при t ∈ [π; 2π[:

X(t, Θ) · P1 =



−6 cos t + 3 cos 2t + 4 cos 3t + 3 sin t− 3 sin 3t

−3 cos t + 2 cos 2t + cos 3t− 2 sin 3t
cos 2t


 ,

X(t, Θ) · P2 =



−3 cos t + 3 cos 3t− 6 sin t + 3 sin 2t + 4 sin 3t

2 cos 3t− 3 sin t + 2 sin 2t + sin 3t
sin 2t


 ,

X(t,Θ) · P3 =



−3(−1 + cos t + 8 sin t

2− 6 cos t− 9 sin t
1


 , Θ = I3

и при t ∈ [2π; 3π] :

X(t,Θ) · P1 =




8 cos t + 6 cos 2t− 12 cos 3t + sin t− 6 sin 2t + 4 sin 3t
3 cos t + 4 cos 2t− 4 cos 3t + 2 sin t− 4 sin 2t + 4 sin 3t

2(cos 2t− sin 2t)


 ,

X(t, Θ) · P2 =



− cos t + 6 cos 2t− 4 cos 3t + 8 sin t + 6 sin 2t− 12 sin 3t
−2 cos t + 4 cos 2t− 4 cos 3t + 3 sin t + 4 sin 2t− 4 sin 3t

2(cos 2t + sin 2t)


 ,

X(t, Θ) · P3 =




6− 5 cos t− 20 sin t
4− 6 cos t− 7 sin t

2


 , Θ = I3.
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Общее решение неоднородной задачи Коши для матричного дифференциального
уравнения (1) с импульсным воздействием (2) определяет следующая лемма.

Лемма 2. Общее решение

Z(t) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

задачи Коши Z(a) = Θ для матричного дифференциального уравнения (1) с им-
пульсным воздействием (2) имеет вид

Z(t,Θ) = X(t,Θ) + K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t), Θ ∈ Rn×n,

где

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t) =





K

[
Φ(s)

]
(t), t ∈ [a; τ1[,

U(t)Γ1V (t) + K

[
Φ(s)

]
(t), t ∈ [τ1; τ2[,

........................ ............. ,

U(t)ΓpV (t) + K

[
Φ(s)

]
(t), t ∈ [τp; b],

– оператор Грина задачи Коши для матричного уравнения (1) с импульсным воз-
действием (2), Γi – постоянные (n× n)− мерные матрицы:

Γi := U−1(τi)
{

SiK

[
Φ(s)

]
(τi) + K

[
Φ(s)

]
(τi)Ri + Φi

}
V −1(τi), i = 1, 2, . . . , p.

Утверждение леммы 2 является обобщением соответствующих утверждений [1, 2,
3] на случай матричного дифференциального уравнения (1) с импульсным воздей-
ствием (2). При условии detΘ = 0 оператор Грина задачи Коши для матричного
уравнения (1) с импульсным воздействием (2) представляет собой аналог оператора
Грина задачи Коши для дифференциального уравнения с вырожденным импульс-
ным воздействием [7,8].

Пример 2. Условия леммы 2 выполнены для задачи

dZ(t)/dt = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), t ∈ [0; 3π], t 6= τ1 := π, t 6= τ2 := 2π, (7)

∆Z(τi) = Si Z(τi − 0) + Z(τi − 0)Ri + Ψi, i = 1, 2, Z(0) = Θ := I3,

где

A =



−2 5 −4
−1 2 −1

0 0 0


 , B :=




0 2 0
−2 0 0

0 0 0


 , S1 :=




0 0 1
0 1 0
0 0 0


 ,

R1 :=




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , S2 :=




0 0 1
1 0 0
0 0 1


 , R2 :=




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 ,
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Ψ1 =




0 1 0
1 1 1
0 1 0


 , Ψ2 =




1 1 1
0 1 0
0 1 0


 , Φ(t) =




cos t sin t cos t
sin t cos t sin t
cos t sin t cos t


 .

Поскольку однородная часть задачи Коши (7) совпадает с задачей Коши (6), по-
стольку нам известны нормальные фундаментальные матрицы U(t) и V (t), а также
фундаментальная матрица X(t) однородной части задачи Коши (7). Оператор Грина
задачи Коши для матричного уравнения с импульсным воздействием (7) представим
в виде

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t) =

(
K

[
Φ(s);Si; Ri

]
P1 K

[
Φ(s);Si; Ri

]
P2 K

[
Φ(s);Si;Ri

]
P3

)
,

где при t ∈ [0;π[:

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)P1 =




1
8(−12 cos t− 8t cos t + 12 cos 3t− 35 sin t+

+24t sin t + 24 sin 2t + sin 3t)
1
8(−5 cos t− 8t cos t + 5 cos 3t− 18 sin t+

+8t sin t + 16 sin 2t− 2 sin 3t)
− sin t + sin 2t




,

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)P2 =




1
8(25 cos t− 24t cos t− 24 cos 2t− cos 3t− 12 sin t−

−8t sin t + 12 sin 3t)
1
8(14 cos t− 8t cos t− 16 cos 2t + 2 cos 3t + sin t−

−8t sin t + 5 sin 3t)
cos t− cos 2t




,

K

[
Φ(s);Si;Ri

]
(t)P3 =




1
2(−7t cos t + 9 sin t− 6t sin t)
1
2(−4t cos t + 4 sin t− t sin t)

sin t


 .

Аналогично, при t ∈ [π; 2π[:

K

[
Φ;Si; Ri

]
P1 =




1
8(−80 cos t + 6π cos t− 8t cos t + 80 cos 3t− 34π cos 3t−
−31 sin t + 32π sin t + 24t sin t− 35 sin 3t− 32π sin 3t)

1
8(−33 cos t− 4π cos t− 8t cos t + 25 cos 3t− 20π cos 3t−
−30 sin t + 14π sin t + 8t sin t− 30 sin 3t− 6π sin 3t)

− sin t




,

K

[
Φ; Si;Ri

]
P2 =




1
8(21 cos t− 32π cos t− 24t cos t + 35 cos 3t + 32π cos 3t−
−80 sin t + 6π sin t− 8t sin t + 80 sin 3t− 34π sin 3t)

1
8(26 cos t− 14π cos t− 8t cos t + 30 cos 3t + 6π cos 3t−
−27 sin t− 4π sin t− 8t sin t + 25 sin 3t− 20π sin 3t)

cos t




,
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K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)P3 =




1
2(−2π cos t− 7t cos t− sin t− 26π sin t− 6t sin t)
1
2(−2 cos t− 6π cos t− 4t cos t− 10π sin t− t sin t)

sin t




и при t ∈ [2π; 3π] :

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)P1 =




1
8(−132 cos t + 234π cos t− 8t cos 3t + 24 cos 2t+
+172 cos 3t− 310π cos 3t− 75 sin t + 208π sin t+

+24t sin t− 48 sin 2t + 41 sin 3t− 100π sin 3t)
1
8(−45 cos t + 52π cos t− 8t cos 3t + 16 cos 2t+

+77 cos 3t− 144π cos 3t− 58 sin t + 130π sin t+
+8t sin t− 32 sin 2t− 18 sin 3t + 22π sin 3t)

cos 2t− sin t− 2 sin 2t




,

K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)P2 =




1
8(65 cos t− 208π cos t− 24t cos t + 48 cos 2t−

−41 cos 3t + 100π cos 3t− 132 sin t + 234π sin t−
−8t sin t + 24 sin 2t + 172 sin 3t− 310π sin 3t)
1
8(54 cos t− 130π cos t− 8t cos t + 32 cos 2t+
+18 cos 3t− 22π cos 3t− 39 sin t + 52π sin t−
−8t sin t + 16 sin 2t + 77 sin 3t− 144π sin 3t)

cos t + 2 cos 2t + sin 2t




,

K

[
Φ(s);Si;Ri

]
(t)P3 =




1
2(6 + 10 cos t− 14π cos t− 7t cos t+

+29 sin t− 112π sin t− 6t sin t)
1
2(4 + 8 cos t− 28π cos t− 4t cos t+

+10 sin t− 42π sin t− t sin t)
1 + sin t




.

3. Оператор Грина линейной краевой задачи для матричного дифферен-
циального уравнения с импульсным воздействием. Подставляя общее реше-
ние

Z(t,Θ) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·,Θ) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

задачи Коши Z(a) = Θ для матричного дифференциального уравнения (1) с им-
пульсным воздействием (2)

Z(t, Θ) = X(t,Θ) + K

[
Φ(s);Si; Ri

]
(t)

в краевое условие (3), приходим к линейному алгебраическому уравнению

LX(·, Θ) = A− LK

[
Φ(s);Si; Ri

]
(·) (8)

относительно матрицы Θ ∈ Rn×n. Линейный ограниченный векторный функционал
LZ(·) представим в виде

LZ(·) =
p∑

i=0

LiZ(·),
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где
L0Z(·) : C1[a; τ1]I → Rm×n, ..., LpZ(·) : C1[τp, b]I → Rm×n.

Таким образом,

LX(·, Θ) =
p∑

i=0

LiX(·,Θ) =
p∑

i=0

LiU(·)Wi(Θ)V (·) =
p∑

i=0

LiU(·)
n2∑

j=1

Ξ(j)
i cjV (·);

здесь Ξ(j)
i ∈ Rn×n, j = 1, 2, ... n2 – базис пространства Rn×n и cj , j = 1, 2, ... n2 –

константы, определяющие разложения матриц

Wi(Θ) =
n2∑

j=1

Ξ(j)
i cj , cj ∈ R1, i = 1, 2, ... p

по векторам Ξ(j)
i ∈ Rn×n базиса пространства Rn×n. Итак, приходим к линейному

алгебраическому уравнению

n2∑

j=1

p∑

i=0

LiU(·)Ξ(j)
i V (·) cj = A− LK

[
Φ(s);Si; Ri

]
(·)

относительно n2 констант cj ∈ R1, j = 1, 2, ... n2. Определим оператор

M[B] : Rn×n → Rn2
,

как оператор, который ставит в соответствие матрице B ∈ Rn×n вектор-столбец
M[B] ∈ Rn2

, составленный из n столбцов матрицы B, а также обратный оператор

M−1

{
M[B]

}
: Rn2 → Rn×n,

который ставит в соответствие вектор-столбцу M[B] ∈ Rn2 матрицу B ∈ Rn×n.
Таким образом, приходим к линейному алгебраическому уравнению

Qc = B (9)

относительно вектора c ∈ Rn2
, равносильному уравнению (8); здесь

Q :=
[

M

[
Q(1)

]
M

[
Q(2)

]
... M

[
Q(n2)

] ]
, B := M

[
A

]
−M

{
LK

[
Φ(s);Si;Ri

]
(·)

}
,

где

Q ∈ Rm·n×n2
, Q(j) :=

p∑

i=0

LiU(·)Ξ(j)
i V (·) ∈ Rm×n, j = 1, 2, ... n2.

Как известно [2], уравнение (9) разрешимо тогда и только тогда, когда

PQ∗B = 0. (10)
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Здесь PQ∗ – ортопроектор: Rm·n×m·n → N(Q∗). При условии (10) и только при нем
общее решение уравнения (9)

c = Q+B + PQrcr

определяет общее решение матричного уравнения (8)

Θ = M−1

[
Q+B

]
+M−1

[
PQrcr

]
,

которое, в свою очередь, определяет решение матричного дифференциального урав-
нения (1) с импульсным воздействием (2), подчиненное краевому условию (3)

Z(t, Θr) = X(t, Θr) + G

[
Φ(s);A

]
(t), Θr := M−1

[
PQrcr

]
.

Здесь PQ – ортопроектор: Rn2×n2 → N(Q); матрица PQr ∈ Rn2×r составлена из r
линейно независимых столбцов ортопроектора PQ,

G

[
Φ(s);A

]
(t) := X

[
t,M−1(Q+B)

]
+ K

[
Φ(s);Si;Ri

]
(t)

– обобщенный оператор Грина линейной нетеровой краевой задачи с импульсным
воздействием (1)–(3). Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Линейная нетерова матричная краевая задача с импульсным воз-
действием (1)–(3) разрешима тогда и только тогда, когда выполнено условие (10).
При условии (10) и только при нем общее решение

Z(t) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

нетеровой краевой задачи с импульсным воздействием (1)–(3) имеет вид

Z(t,Θr) = X(t, Θr) + G

[
Φ(s);A

]
(t), Θr := M−1

[
PQrcr

]
,

где

G

[
Φ(s);A

]
(t) := X

[
t,M−1(Q+B)

]
+ K

[
Φ(s);Si;Ri

]
(t)

– обобщенный оператор Грина линейной нетеровой краевой задачи с импульсным
воздействием (1)–(3).

При условии PQ∗ 6= 0 будем говорить, что для линейной матричной нетеровой
краевой задачи с импульсным воздействием (1)–(3) имеет место критический слу-
чай, при этом задача (1)–(3) разрешима лишь для тех неоднородностей Φ(t) и A,
для которых выполнено условие (10). При условии PQ∗ = 0 будем говорить, что для
матричной краевой задачи с импульсным воздействием (1)–(3) имеет место некри-
тический случай, при этом задача (1)–(3) разрешима для любых неоднородностей
Φ(t) и A.

Следствие. В некритическом случае (PQ∗ = 0) нетерова матричная краевая
задача с импульсным воздействием (1)–(3) разрешима для любых неоднородностей
Φ(t) и A, при этом общее решение
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Z(t) =
(

z(α,β)(t)
)

, Z(α,β)(·) ∈ C1

{
[a; b ] \ {τi}I

}
, α, β = 1, 2, . . . , n

нетеровой краевой задачи с импульсным воздействием (1)–(3) имеет вид

Z(t,Θr) = X(t, Θr) + G

[
Φ(s);A

]
(t), Θr := M−1

[
PQrcr

]
,

где
G

[
Φ(s);A

]
(t) := X

[
t,M−1(Q+B)

]
+ K

[
Φ(s);Si;Ri

]
(t)

– обобщенный оператор Грина линейной нетеровой краевой задачи с импульсным
воздействием (1)–(3).

Утверждение теоремы и следствия являются обобщением соответствующих утвер-
ждений [1, 2, 3] на случай линейной матричной нетеровой краевой задачи с импульс-
ным воздействием. При условии detΘ = 0 оператор Грина задачи Коши для мат-
ричного уравнения (1) с импульсным воздействием (2) представляет собой аналог
оператора Грина задачи Коши для дифференциального уравнения с вырожденным
импульсным воздействием [7, 8].

Пример 3. Условия следствия выполнены для антипериодической задачи

dZ(t)/dt = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), t ∈ [0; 2π], t 6= τ1 := π, (11)

∆Z(τ1) = S1 Z(τ1 − 0) + Z(τ1 − 0)R1 + Ψ1, LZ(·) := Z(0) + Z(2π) = 0,

где

A =



−2 5 −4
−1 2 −1

0 0 0


 , B :=




0 2 0
−2 0 0

0 0 0


 , S1 :=




0 0 1
0 1 0
0 0 0


 ,

R1 :=




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , Ψ1 =




0 1 0
1 1 1
0 1 0


 , Φ(t) =




cos t sin t cos t
sin t cos t sin t
cos t sin t cos t


 .

Поскольку однородная часть дифференциального уравнения с импульсным воздей-
ствием (11) совпадает с однородной частью дифференциального уравнения с им-
пульсным воздействием (6), постольку нам известны нормальные фундаментальные
матрицы U(t) и V (t), а также фундаментальная матрица X(t) однородной части
дифференциальной системы (11) и оператор Грина задачи Коши для матричного
уравнения с импульсным воздействием (11). Для антипериодической задачи (11)
имеет место некритический (PQ∗ = 0) случай, следовательно задача (11) разре-
шима. Единственное решение матричной антипериодической задачи с импульсным
воздействием (11)

Z(t) = G

[
Φ(s);A

]
(t) = X

[
t,M−1(Q+B)

]
+ K

[
Φ(s);S1;R1

]
(t)
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определяет матрица

M−1(Q+B) =




π 3π − 15
4

7π
2

1
4 + π π − 3 2π + 1

4
0 −1

2 0


 .

Заметим, что конструкция обобщенного оператора Грина линейной матричной нете-
ровой краевой задачи с импульсным воздействием (1)–(3) может быть перенесена
на задачи с запаздыванием [9], а также на случай более общего импульсного воз-
действия [10, 11, 12].
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Constructive conditions for the existence of solutions have been found and the generalized Green operator
for the linear Noetherian problem and the Green operator of the Cauchy problem for linear matrix system
of the differential equation with impulsive effect has been constructed.
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