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ЧИСЕЛЬНА РЕАЛIЗАЦIЯ IНТЕРЛIНАЦIЙНОГО МЕТОДУ
СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ ПОЧАТКОВО-
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ДВОМА ПРОСТОРОВИМИ ЗМIННИМИ

У статтi пропонуються i дослiджуються схеми методу скiнченних елементiв для розв’язання
початково-крайових задач, побудованi на основi формул iнтерполяцiї за двома просторовими змiн-
ними, з використанням iнтерлiнацiї функцiй. Розглянуто приклад, точний розв’язок якого побудо-
ваний з використанням R-функцiй.
Ключовi слова: нестацiонарна задача теплопровiдностi, метод скiнченних елементiв.

1. Загальна постановка задачi та її актуальнiсть. Одним з ефективних
чисельних методiв для визначення розподiлу температури в тiлi є метод скiнчен-
них елементiв. Якщо просторових змiнних двi або три, виникає велика кiлькiсть
рiвнянь (диференцiальних або в стацiонарному випадку алгебраїчних), якi тре-
ба розв’язувати при заданих граничних i початкових умовах. Тому доцiльно для
розв’язання таких задач використовувати новi методи.

Враховуючи, що методи iнтерлiнацiї функцiй двох змiнних дозволяють будувати
схеми методу скiнченних елементiв, якi для досягнення заданої точностi вимагають
розв’язання значно меншого числа диференцiальних рiвнянь, актуальним є засто-
сування i дослiдження їх обчислювальних можливостей для розв’язання нестацiо-
нарних задач теплопровiдностi.

Тому в данiй роботi будується та дослiджується iнтерлiнацiйний метод скiн-
ченних елементiв розв’язання початково-крайових задач, основа якого викладена
в статтях [1–2].

2. Дослiдження авторiв. В роботах [1–5] дослiджувався метод скiнченних еле-
ментiв розв’язання початково-крайової задачi для нестацiонарного рiвняння тепло-
провiдностi

∂u

∂t
− ∂

∂x
(p1(x, y)

∂u

∂x
)− ∂

∂y
(p2(x, y)

∂u

∂y
) + q(x, y)u = f(x, y, t)

з двома просторовими змiнними з використанням формул сплайн-iнтерполяцiї за
просторовими змiнними x, y, побудованими на основi сплайн-iнтерлiнацiї функцiї
трьох змiнних u(x, y, t). В методi наближений розв’язок представляється у виглядi
формул сплайн-iнтерполяцiї за просторовими змiнними з коефiцiєнтами, що є функ-
цiями змiнної t. Тому цей метод будемо називати iнтерлiнацiйним методом скiн-
ченних елементiв розв’язання початково-крайових задач. Вiн ґрунтується на замiнi
сплайнами слiдiв наближеного розв’язку у формулах iнтерлiнацiї, якi використову-
ються для його представлення, i є скiнченно-елементною реалiзацiєю методу ЛIДР
розв’язання диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними (методу зведення до
системи лiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь).
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Зокрема, в працях [4–6] розглянуто застосування цього методу для розв’язання
нестацiонарної задачi теплопровiдностi для випадку областей, що є об’єднанням пря-
мокутникiв зi сторонами, паралельними осям координат.

3. Нерозв’язанi проблеми i мета роботи. Не дивлячись на теоретичну об-
грунтованнiсть методу, нерозв’язаною є задача його чисельної реалiзацiї. Труднощi,
якi можуть виникнути при чисельнiй реалiзацiї, пов’язанi, перш за все, з нерегуляр-
нiстю вузлiв розбиття, у яких треба знайти невiдомi функцiї змiнної t у структурi
наближеного розв’язку.

У данiй роботi вказаний метод узагальнюється на випадок областей, обмежених
дугами вiдомих кривих. Розглянуто приклад. Iншi приклади див. у роботах [4–6].

4. Теоретичнi твердження щодо загального методу побудови функцiй
u(x, y, t), якi точно задовольняють умовам Дiрiхле на границi довiльної
областi G ⊂ R2. Для побудови структур розв’язкiв початково-крайових задач уза-
гальнюємо метод [3] побудови функцiй двох змiнних x, y, якi точно задовольняють
граничним умовам на границi двовимiрних областей складної форми (при узагаль-
неннi вважаємо t параметром).

З практичної точки зору важливою є побудова операторiв iнтерлiнацiї на лiнiях
ректангуляцiї та трiангуляцiї в областях складної форми, обмежених дугами вiдомих
кривих. Вважаємо, що G ⊂ R2 – обмежена область на площинi, границя якої ∂G є
об’єднанням дуг вiдомих кривих.

Припустимо, що область G повнiстю розмiщена в прямокутнику [a, b] × [c, d].
Розiб’ємо G на пiдобластi прямими x = xk, k = 0,M1 та y = yl, l = 0,M2, a =
x0 < x1 < ... < xM1 = b, c = y0 < y1 < ... < yM2 = d. Цi пiдобластi можуть бути
прямокутниками Ri,j = [xi, xi+1]× [yj , yj+1] ⊂ G або чотирикутниками:

R
(1)
i,j = [xi, xi+1]× [yj , yj+1 (x)] ⊂ G, R

(2)
i,j = [xi, xi+1 (y)]× [yj , yj+1] ⊂ G,

R
(3)
i,j = [xi (y) , xi+1]× [yj , yj+1] ⊂ G, R

(4)
i,j = [xi, xi+1]× [yj (x) , yj+1] ⊂ G,

в яких три сторони паралельнi вiсям координат, а одна – криволiнiйна (взагалi ка-
жучи) сторона – є частиною границi областi ∂G. Крiм того, пiдобластi, на якi роз-
бивається область G, можуть бути трикутниками:

T
(1)
i,j =

{
(x, y) |xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ ηj+1 (x) , η′j+1 (x) < 0

}
,

T
(2)
i,j =

{
(x, y) |xi−1 ≤ x ≤ xi, yj ≤ y ≤ ηj+1 (x) , η′j+1 (x) > 0

}
,

T
(3)
i,j =

{
(x, y) |xi−1 ≤ x ≤ xi, ηj−1 (x) ≤ y ≤ yj , η′j−1 (x) < 0

}
,

T
(4)
i,j =

{
(x, y) |xi ≤ x ≤ xi+1, ηj−1 (x) ≤ y ≤ yj , η′j−1 (x) > 0

}
, в яких одна iз

сторiн є криволiнiйною (взагалi кажучи) частиною границi ∂G областi G.
Введемо позначення:

O
(1)
i,j F (x, y, t) = (P1 + P2 − P1P2) F (x, y, t) ,

P1F (x, y, t) =
y − yj+1 (x)
yj − yj+1 (x)

F (x, yj , t) +
y − yj

yj+1 (x)− yj
F (x, yj+1 (x) , t) ,

P2F (x, y, t) =
x− xi+1

xi − xi+1
F (xi, y, t) +

x− xi

xi+1 − xi
F (xi+1, y, t) ,
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P1P2F (x, y, t) =
y − yj+1 (x)
yj − yj+1 (x)

P2F (x, yj , t) +
y − yj

yj+1 (x)− yj
P2F (x, yj+1 (x) , t) .

Теорема 1. Оператор O
(1)
i,j F (x, y, t) iнтерлiнує функцiю F (x, y, t) ∈ C

(
R

(1)
i,j

)

на границi чотирикутника R
(1)
i,j з однiєю криволiнiйною стороною:

O
(1)
i,j F (x, y, t) = F (x, y, t) , (x, y) ∈ ∂R

(1)
i,j ,

тобто O
(1)
i,j F (xq, y, t) = F (xq, y, t) , q = i, i + 1, O

(1)
i,j F (x, yj , t) = F (x, yj , t) ,

O
(1)
i,j F (x, yj+1 (x) , t) = F (x, yj+1 (x) , t) ∀t ∈ [0,∞).
Аналогiчно будуються iнтерлiнанти, що iнтерлiнують функцiю F (x, y, t) на

сторонах чотирикутникiв R
(2)
i,j , R

(3)
i,j , R

(4)
i,j .

Розглянемо прямокутний трикутник T з вершинами О(0,0), А(1,0), В(0,1) i гi-
потенузою AB, яка визначається рiвнянням f(x) + g(y) = 1, де функцiї f(x), g(y)
неперервнi i монотоннi на [0, 1] i задовольняють умови f(0) = 0, f(1) = 1, g(0) = 0,
g(1) = 1.

Теорема 2. Нехай F (x, y, t) ∈ C (T ) ,

P1F (x, y, t) = f (x) F
(
f−1 (1− g (y)) , y, t

)
+ g (y) F

(
x, g−1 (1− f (x)) , t

)
,

P2F (x, y, t) = F (x, 0, t) + F (0, y, t)− F (0, 0, t) .

Тодi оператор

P12F (x, y, t) = (P1 ⊕ P2) F (x, y, t) := (P1 + P2 − P1P2) F (x, y, t) =

= f (x)F
(
f−1 (1− g (y)) , y, t

)
+ g (y) F

(
x, g−1 (1− f (x)) , t

)
+

+ F (x, 0, t) + F (0, y, t)− F (0, 0, t)−
− f (x)

[
F (0, y, t) + F

(
f−1 (1− g (y)) , 0, t

)− F (0, 0, t)
]−

− g (y)
[
F

(
0, g−1 (1− f (x)) , t

)
+ F (x, 0, t)− F (0, 0, t)

]

(1)

iнтерлiнує функцiю F (x, y, t) на трьох сторонах трикутника T, тобто
P12F (x, 0, t) = F (x, 0, t) , P12F (0, y, t) = F (0, y, t) , P12F (x, y, t) = F (x, y, t) , якщо
f (x) + g (y) = 1 ∀t ∈ [0,∞).

Теорема 3. Нехай оператори OR
(q)
i,j F (x, y, t) , q = 0, 1, ..., 4 iнтерлiнують

функцiю F (x, y, t) на сторонах чотирикутникiв R
(q)
i,j , q = 0, 1, ..., 4, а оператори

OT
(q)
i,j F (x, y, t) , q = 1, ..., 4 iнтерлiнують функцiю F (x, y, t) на сторонах трикут-

никiв T
(q)
i,j ⊂ G з криволiнiйною (взагалi кажучи) гiпотенузою (означених вище).

Тодi оператор

OGF (x, y, t) =

{
OR

(q)
i,j F (x, y, t) , (x, y) ∈ R

(q)
i,j , q = 0 ∨ 1 ∨ ... ∨ 4,

OT
(q)
i,j F (x, y, t) , (x, y) ∈ T

(q)
i,j , q = 1 ∨ ... ∨ 4
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iнтерлiнує функцiю F (x, y, t) на прямих x = xk ∈ [a, b] , y = yi ∈ [c, d] , а також на
границi ∂G довiльної областi G, тобто OGF (xk, y, t) = F (xk, y, t) , OGF (x, yi, t) =
F (x, yi, t) , OGF (x, y, t) = F (x, y, t) , (x, y) ∈ ∂G. При цьому OGF (x, y, t) ∈ C (G)
∀F (x, y, t) ∈ C (G) ∀t ≥ 0, OGF (x, y, t) ∈ W 1

2 (G) ∀t ≥ 0.

Теорема 4. Нехай G – трикутник з криволiнiйною границею ∂G, G = {x ≥
0, y ≥ 0, f (x) + g (y) ≤ 1} i F (x, y, 0) = ϕ (x, y) . Тодi функцiя H (x, y, t) =
ϕ (x, y) + U (x, y, t) − U (x, y, 0), де U (x, y, t) = P12F (x, y, t), задовольняє початко-
ву умову H (x, y, 0) = ϕ (x, y) та граничну умову H (x, y, t) = U (x, y, t), (x, y) ∈ ∂G
(F (x, y, t) – довiльна неперервна в G функцiя), тобто P12F (x, y, 0)|∂G = ϕ (x, y)|∂G,
P12F (x, y, t) = F (x, y, t) ∀ (x, y) ∈ ∂G i ∀t ≥ 0 (P12 визначається рiвнiстю (1)).

Наслiдок. Якщо є неперервнi, двiчi диференцiйованi функцiї ϕ (x, y) , u (x, y, t)
за змiнними x, y, а u (x, y, t) є, крiм того, диференцiйованою функцiєю за змiнною
t ∀x, y, то функцiя u (x, y, t) = ϕ (x, y) + U (x, y, t)− U (x, y, 0) є точним розв’язком
початково-крайової задачi

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
p (x, y)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
q (x, y)

∂u

∂y

)
+ f (x, y, t) , t > 0, (x, y) ∈ G, (2)

u (x, y, 0) = ϕ (x, y) , (x, y) ∈ G,

u (x, y, t) = U (x, y, t) , (x, y) ∈ ∂G

за умови, що

f (x, y, t) =
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p (x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
q (x, y)

∂u

∂y

)
, (3)

U (x, y, t) = P12F (x, y, t) , F (x, y, t) ∈ C(2,2,1) (G) .

5. Результати обчислювального експерименту. Розглянемо приклад. Знай-
ти наближений розв’язок крайової задачi

∂u

∂t
= a2∆u (x, y, t) + f (x, y, t) , (x, y) ∈ G, t > 0, (4)

u (x, y, 0) = ϕ0 (x, y) , (5)

u (x, y, t)|∂G = 0, (6)

де G – Т-подiбна область – вертикальний перерiз балки (рис. 1).
Область G = Π1 ∪Π2, Π1 = [−a, a]× [0, b] , Π2 = [−c, c]× [0, d] .
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Рис. 1. Область iнтегрування: Т-подiбна область – вертикальний перерiз балки

Розбиваємо область G на прямокутники (рис. 2).

Рис. 2. Схема розбиття областi G на прямокутники

Функцiя f (x, y, t) має вигляд:

f (x, y, t) = e−β t (−βw (x, y)−∆w (x, y)) ,

де
w (x, y) = ω1 (x, y) ∨α(x,y) ω2 (x, y) , (7)
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ω1 (x, y) =
(
a2 − x2

)
y (b− y) , ω2 (x, y) =

(
c2 − x2

)
y (d− y) ,

α (u, v) =
1

1 + u2 + v2
,

u ∨α v = u + v +
√

u2 + v2 − 2α (u, v) uv,

u ∧α v = u + v −
√

u2 + v2 − 2α (u, v) uv.

Згiдно з методом R-функцiй [7–8], функцiї u ∨α v i u ∧α v є R-диз’юнкцiєю i R-
кон’юнкцiєю вiдповiдно, тобто функцiя w (x, y) буде мати властивостi: w (x, y) > 0,
якщо (x, y) ∈ G; w (x, y) = 0, якщо (x, y) ∈ ∂G.

Враховуємо наступнi властивостi R-операцiй:
u ∧α v > 0, якщо u > 0 або v > 0;
u ∧α v < 0, якщо u < 0 i v < 0;
u ∨α v = 0, якщо u = 0, v ≤ 0 або v = 0, u ≤ 0.
Враховуючи, що в формулi (7) ω1 (x, y) > 0 i ω2 (x, y) > 0 не тiльки в прямокут-

никах Π1 i Π2, то ω (x, y) > 0 не тiльки в областi G. Але на границi областi G вона
дорiвнює нулю, тобто w (x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂G.

Це дозволяє стверджувати, що ω (x, y) > 0, якщо (x, y) ∈ G, i w (x, y) = 0,
якщо (x, y) ∈ ∂G, тобто функцiя ω (x, y) може розглядатися, як точний розв’язок
поставленої задачi.

Для наближеного розв’язання сформульованої задачi область iнтегрування роз-
бивалася на прямокутнi елементи прямими x = xk, k = 0,M1 та y = yl, l = 0,M2,
M = (M1, M2) , −a = x0 < x1 < ... < xM1 = a, 0 = y0 < y1 < ... < yM2 = d. При
цьому ∃ k : xk = −x2k = c та ∃ ` : y` = b.

Згiдно з методом, викладеним у статтях [1–5], наближений розв’язок будемо шу-
кати у виглядi:

uM (x, y, t) =
M1∑

k=1

1∑

s=0

ψk s (y, t) hk s (x)+
M2∑

`=1

1∑

p=0

ϕ` p (x, t) H` p (y)−

−
M1∑

k=1

1∑

s=0

M2∑

`=1

1∑

p=0

Ck s ` p (t) hk s (x) H` p (y),

де невiдомi функцiї ψk (y, t) , ϕ` (x, t) , знаходяться у виглядi:

ϕ` (x, t) =
M1∑

q=1

Cq ` (t) hq (x), hq (x) = h (M1x− q) ,

ψk (y, t) =
M2∑

m=1

Ck m (t) Hm (y) ,Hm (y) = h (M2y −m),

де h (z) =





0, z ≤ −1,
1 + z,−1 < z ≤ 0,
1− z, 0 < z < 1,
0, z ≥ 1.
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Зокрема, якщо M1 = M2 = 5, то

ϕ1 (x, t) = 0, ϕ2 (x, t) =
4∑

q=2

Cq2 (t) hq (x),

ϕ4 (x, t) = C34 (t) h3 (x) , x2 ≤ x ≤ x4, ϕ5 (x, t) = 0,

ψ1 (y, t) = 0, ψ3 (y, t) =
4∑

r=2

Cr3 (t) Hr (y), y1 ≤ y < y5,

ψ4 (y, t) = C4 3 (t) H2 (y) , y1 ≤ y < y3,

ψ5 (y, t) = 0, ϕ3 (x, t) =
{

0, x1 ≤ x < x2

C33 (t)h3 (x) , x2 ≤ x ≤ x4,

ψ2 (y, t) =
{

C22 (t) H2 (y) , y1 ≤ y < y3

0, y3 ≤ y ≤ y5.

Таким чином, наближений розв’язок в явнiй формi можна записати у виглядi:

uM (x, y, t) =
4∑

k=2

ψk (y, t)hk (x)+
4∑

`=2

ϕ` (x, t) H` (y)−
M1∑

k=1

M2∑

`=1

Ck ` (t) hk (x) H` (y).

При проведеннi обчислювального експерименту вважаємо, що f (x, y, t) = 0 у
точках, якi не належать областi iнтегрування.

При чисельнiй реалiзацiї iнтерлiнацiйного методу для нестацiонарної задачi теп-
лопровiдностi, що дослiджується в данiй роботi, важливу роль вiдiграє нумерацiя
вузлiв. Автори пропонують проводити нумерацiю вузлiв так, як це було запропоно-
вано в працях [4, 9].

Знайдений наближений розв’язок порiвнювався з точним розв’язком w (x, y) та
наближеним, знайденим класичним методом скiнченних елементiв у виглядi:

ũ (x, y, t) =
M1∑

k=1

1∑

s=0

M2∑

`=1

1∑

p=0

Ck s ` p (t) h̃k s (x) H̃` p (y).

Для практичної реалiзацiї зручно базиснi функцiї hij (x) визначати на кожному
з пiдiнтервалiв окремо з умов, щоб hs′

k s (xk′) = δk,k′δs,s′ , 0 ≤ s, s′ ≤ 1, k, k′ = 1, M.
Явнi вирази для цих функцiй на кожному з пiдiнтервалiв [xm, xm+1] , M =

1,M1 − 1:

hm 0 (x) = (x− xm+1)
2

{
1

(xm − xm+1)
2 −

2 (x− xm)
(xm − xm+1)

3

}
,

h′m 0 (x) = 2 (x− xm+1)
{

1
(xm − xm+1)

2 −
2 (x− xm)

(xm − xm+1)
3

}
+

+ (x− xm+1)
2

{
− 2

(xm − xm+1)
3

}
,
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hm0 (xm) = 1, hm0 (xm+1) = 0, h′m0 (xm) = 0, h′m0 (xm+1) = 0,

hm 1 (x) = (x− xm) (x− xm+1)
2

{
1

(xm − xm+1)
2

}
,

h′m 1 (x) =
1

(xm − xm+1)
2

(
(x− xm+1)

2 + 2 (x− xm) (x− xm+1)
)

,

hm1 (xm) = 0, hm1 (xm+1) = 0, h′m1 (xm) = 1, h′m1 (xm+1) = 0,

hm+1,0 (x) = (x− xm)2
{

1
(xm+1 − xm)2

− 2 (x− xm+1)
(xm+1 − xm)3

}
,

h′m+1,0 (x) = − 6
(xm+1 − xm)3

(x− xm) (x− xm+1) ,

hm+1,0 (xm) = 0, hm+1,0 (xm+1) = 1, h′m+1,0 (xm) = 0, h′m+1,0 (xm+1) = 0,

hm+1,1 (x) = (x− xm+1)
2 (x− xm)2

(xm+1 − xm)2
,

hm+1,1 (xm) = 0, hm+1,1 (xm+1) = 0, h′m+1,1 (xm) = 0, h′m+1,1 (xm+1) = 1.

На рис. 3 зображено точний розв’язок задачi, побудований за допомогою
R-функцiй, та наближений розв’язок задачi при t = 0, 01.

Рис. 3. Точний та наближений розв’язки задачi при t = 0, 01: а) точний розв’язок, побудований за
допомогою R-функцiй; б) наближений розв’язок

Зауважимо, що максимальна похибка мiж розв’язками, наведеними на рис. 3, не
перевищує 0,04.

На рис. 4 зображено графiки точного i наближеного (знайденого iнтерлiнацiйним
методом) розв’язкiв (при М = 5) на лiнiях y = y2 = 0, 25, x1 ≤ x ≤ x5 (рис. 4а),
y = y3 = 0, 5, x1 ≤ x ≤ x5 (рис. 4б), y = y4 = 0, 75, x1 ≤ x ≤ x5 (рис. 4в) при t = 0, 01.
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Рис. 4. Графiки точного i наближеного розв’язкiв задачi при t = 0, 01 на лiнiях: а) y = y2 =
0, 25, x1 ≤ x ≤ x5, б) y = y3 = 0, 5, x1 ≤ x ≤ x5, в) y = y4 = 0, 75, x1 ≤ x ≤ x5

Зауважимо, що максимальна похибка мiж точним та наближеним розв’язками
по всiй областi не перевищує ε = O

(
h2

)
(при умовi, що розв’язок задачi Кошi для

системи звичайних диференцiальних рiвнянь проводиться з такою ж похибкою), що
збiгається з теоретичними твердженнями стосовно похибки наближення диферен-
цiйовних функцiй операторами сплайн-iнтерлiнацiї [1].

6. Висновки за результатами обчислювального експерименту. Аналiз ре-
зультатiв обчислювального експерименту показує, що дослiджуваний в роботi iн-
терлiнацiйний метод скiнченних елементiв розв’язання початково-крайових задач
дозволяє значно зменшити порядок системи диференцiальних рiвнянь, до яких зво-
диться початково-крайова задача, при досягненнi такої ж самої точностi. Це озна-
чає також, що для його обчислювальної реалiзацiї потрiбно використовувати меншу
кiлькiсть часу, i при цьому можна отримувати меншу загальну похибку заокруглен-
ня.
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O.M. Lytvyn, L. S. Lobanova, G.V. Zalyzhna
Approach of discontinuous function by an discontinuous spline when spline knots do not
coincide with function ruptures.

Are constructed and investigated discontinuous approximational splines for approach of discontinuous
functions. The algorithm of search of ruptures of function of one variable by means of its approach by
constructed approximational spline is developed. Also the algorithm of optimum definition of knots of
an approaching discontinuous spline is developed. Examples are resulted.

Keywords: unsteady heat conduction problem, finite element method.

О.M. Литвин, Л.С. Лобанова, Г. В. Залужная
Численная реализация интерлинационного метода конечных элементов решения на-
чально-краевых задач.

В работе исследуются некоторые аспекты численной реализации интерлинационного метода ко-
нечных элементов. Для тестирования метода используется предложенный ранее авторами метод
построения точных решений.

Ключевые слова: нестационарная задача теплопроводности, метод конечных элементов.
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