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IТЕРАЦIЙНI ПРОЦЕСИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ СТАТИЧНОЇ
ЗАДАЧI ПРО КОНТАКТ ПРУЖНИХ ШОРСТКИХ ТIЛ

Запропоновано алгоритм чисельного розв’язання статичної просторової задачi про контакт пруж-
них шорстких тiл при вiдсутностi тертя мiж ними i заздалегiдь невiдомiй поверхнi контакту. Ал-
горитм заснований на зведеннi задачi до нелiнiйного iнтегрального рiвняння, його дискретизацiї i
використаннi рiзних збiжних iтерацiйних процесiв для отримання розв’язку дискретизованого рiв-
няння. Наведено результати чисельного розв’язку задачi про вдавлювання гладкого параболiчного
штампа в пружний пiвпростiр з шорсткою поверхнею.
Ключовi слова: пружне тiло, шорстка поверхня, контактна задача, чисельний розв’язок, iте-
рацiйний процес.

1. Вступ. Використання нелiнiйних iнтегральних рiвнянь для моделювання кон-
тактної взаємодiї пружних тiл [1–7] дозволяє розробляти ефективнi iтерацiйнi ме-
тоди розв’язання контактних задач i дає можливiсть позбутися основної трудностi
реалiзацiї варiацiйних методiв, яка полягає в необхiдностi розглядати досить склад-
нi задачi нелiнiйного програмування. Основнi та найбiльш вiдомi з таких рiвнянь
[1, 3–5] є операторними рiвняннями першого роду, для яких пошук ефективних iте-
рацiйних процесiв отримання наближеного розв’язку є досить важким завданням.
Нелiнiйнi iнтегральнi рiвняння, якi використанi в роботах [6, 7] для моделювання
контактної взаємодiї пружних шорстих тiл, є операторними рiвняннями другого ро-
ду. Тому їх використання дозволяє розробити ефективнi збiжнi iтерацiйнi процеси
для отримання чисельного розв’язку контактних задач. Мета даної статтi полягає
в розробцi алгоритму чисельного розв’язання контактної задачi, який базується на
застосуваннi цих iтерацiйних процесiв.

2. Iнтегральне рiвняння контактної задачi. Розглянемо статичну просто-
рову контактну задачу про взаємодiю двох пружних тiл при вiдсутностi тертя мiж
ними i невiдомiй заздалегiдь поверхнi контакту. Будемо вважати, що взаємодiючi
тiла мають шорсткi поверхнi i можуть бути апроксимованi пружними пiвпростора-
ми. При певних припущеннях [6, 7] ця контактна задача зводиться до розв’язання
нелiнiйного iнтегрального рiвняння [7]

p (s) = h (p (s)− E (f (p (s)) + A (p) (s)−∆(s))) , s ∈ Ω̄ , (1)

в якому невiдома функцiя p (s) вiдшукується в просторi C
(
Ω̄

)
[8] i являє собою

розподiл контактних тискiв у заданiй замкненiй плоскiй обмеженiй областi Ω̄, яка
мiстить у собi невiдому площинку контакту Ω0. У рiвняннi (1) E є довiльна до-
датна константа, функцiя ∆(s) є елементом простору C

(
Ω̄

)
, i лiнiйний обмежений

iнтегральний оператор впливу A : C
(
Ω̄

) → C
(
Ω̄

)
задається спiввiдношеннями:

A (p) (s) =
∫

Ω
K (s, t) p (t) dt, s ∈ Ω; K (s, t) =

c

|s− t| , (2)
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де |s− t| є вiдстань мiж точками s i t областi Ω̄, c =
(
1− ν2

1

) · (πE1)
−1 +

(
1− ν2

2

) ·
(πE2)

−1, параметри ν1, ν2, E1, E2 – коефiцiєнти Пуассона i модулi Юнга взаємодi-
ючих тiл. Функцiї h (x) i ∆(s) у правiй частинi рiвняння (1) задаються спiввiдно-
шеннями:

h (x) =
1
2

(x + |x|) ∀x ∈ R; ∆ (s) = −δ0 (s) + ∆∗ ∀s ∈ Ω, (3)

де R – множина всiх дiйсних чисел, δ0 (s) ≥ 0 – зазор мiж тiлами в момент їх почат-
кового дотику, ∆∗ > 0 – жорстке зближення тiл. Нарештi, вираз f (p (s)) у рiвняннi
(1) задає зминання поверхневих мiкронерiвностей, що утворюють шорсткiсть. Бу-
демо вважати, що функцiя f (x) у цьому виразi є неперервною, строго зростаючою,
непарною i необмеженою на всiй дiйснiй числовiй прямiй. Отримання точного або
наближеного аналiтичного розв’язку iнтегрального рiвняння (1) пов’язане зi знач-
ними труднощами, головна з яких полягає в тому, що плоска поверхня контакту
тiл є заздалегiдь невiдомою i може мати дуже складну конфiгурацiю. Тому для
розв’язання даного рiвняння доцiльно використовувати числовi методи.

3. Дискретизацiя iнтегрального рiвняння. Для дискретизацiї рiвняння (1)
введемо на загальнiй для тiл дотичнiй площинi, яка проходить через точку їх почат-
кового дотику, декартову систему координат з центром у цiй точцi. Задамо на цiй
площинi область Ω у виглядi вiдкритого квадрата з площею d, обмеженого вiдрiзка-
ми прямих, паралельних координатним осям вказаної системи. Далi для натураль-
ного числа m розiб’ємо область Ω на m2 квадратних областей ω

(m)
1 , ω

(m)
2 , ..., ω

(m)
m2 рiв-

ної площi, орiєнтованих подiбно квадрату Ω. Позначивши символом Ω(m) об’єднання⋃m2

k=1 ω
(m)
k , наближений розв’язок рiвняння (1) будемо вiдшукувати у лiнiйному нор-

мованому просторi χ
(
Ω(m)

)
кусково постiйних на Ω(m) функцiй, який визначається

наступними спiввiдношеннями:

χ
(
Ω(m)

)
=

{
p (s) ∈ M

(
Ω(m)

)
| ∃c1, c2, ..., cm2 ∈ R : p (s) = ci

∀s ∈ ω
(m)
i

(
∀i = 1,m2

)}
; ‖p (s) ‖ = sup

s∈Ω(m)

|p (s) | ∀p (s) ∈ χ
(
Ω(m)

)
,

де M
(
Ω(m)

)
є простiр усiх обмежених на Ω(m) функцiй. Задамо оператор A(m) :

χ
(
Ω(m)

) → χ
(
Ω(m)

)
i елемент ∆(m) (s) ∈ χ

(
Ω(m)

)
наступними спiввiдношеннями:





A(m) (p) (s) =
∫
Ω K(m) (s, t) p (t) dt;

K(m) (s, t) = α
(m)
ij , якщо s ∈ ω

(m)
i i t ∈ ω

(m)
j ;

α
(m)
ij =





c∣∣∣s(m)
i −s

(m)
j

∣∣∣
, якщо i 6= j;

cm2

d

∫
ω

(m)
i

dt∣∣∣s(m)
i −t

∣∣∣
, якщо i = j;

∆(m) (s) = ∆
(
s
(m)
i

)
, якщо s ∈ ω

(m)
i ,

(4)

де символ s
(m)
i тут i далi означатиме центр квадрата ω

(m)
i . Цi спiввiдношення от-

римано з мiркувань близькостi функцiй K (s, t) та K(m) (s, t) у метрицi простору
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L1 (Ω× Ω) та близькостi функцiй ∆(s) i ∆(m) (s) у метрицi простору L1 (Ω) [8]. За-
мiнюючи в рiвняннi (1) оператор A на A(m) i функцiю ∆(s) на ∆(m) (s), отримаємо
рiвняння

p (s) = h
(
p (s)− E

(
f (p (s)) + A(m) (p) (s)−∆(m) (s)

))
, s ∈ Ω(m); (5)

розв’язок якого p (s) будемо вiдшукувати в просторi χ
(
Ω(m)

)
. Неважко перекона-

тися, що для оператора A(m) i елемента ∆(m), заданих рiвностями (4), iнтегральне
рiвняння (5) зводиться до наступної системи m2 скалярних рiвнянь з m2 невiдомими:

xi = h


xi −E


f (xi) +

m2∑

j=1

aijxj − bi





 , i = 1,m2. (6)

Зв’язок мiж невiдомими x1, x2, ..., xm2 i функцiєю p (s) ∈ χ
(
Ω(m)

)
, яка задоволь-

няє рiвняння (5), такий, що p(m) (s) = xi для всiх s ∈ ω
(m)
i . Параметри aij i bi, що

входять в систему (6), визначаються з наступних очевидних спiввiдношень:

aij = α
(m)
ij

d

m2
, bi = ∆

(
s
(m)
i

)
; i, j = 1,m2. (7)

Таким чином, чисельне розв’язання iнтегрального рiвняння (1) зводиться до зна-
ходження розв’язку системи скалярних рiвнянь (6), для якої числовi параметри aij

i bi, задаються рiвностями (7).
4. Iтерацiйнi процеси для розв’язання дискретизованого рiвняння. За-

пишемо систему рiвнянь (6) у виглядi:

xi = h


xi −E


f (xi) +

n∑

j=1

aijxj − bi





 , i = 1, n. (8)

Будемо припускати, що матриця податливостi A = {aij}i,j=1,n для системи взаємодi-
ючих тiл є симетричною та додатно визначеною, тобто

aij = aji ∀i, j = 1, n; (Ax, x) ≥ α′ · (x, x) ∀x ∈ Rn, (9)

де α′ > 0 – найменше власне значення матрицi A i символ (x, y) позначає скаляр-
ний добуток елементiв x, y n-вимiрного евклiдового простору Rn [8]. Будемо також
вважати, що функцiя f (x), яка задана на R, є неперервною, строго зростаючою,
непарною i необмеженою на R. Тодi для наближеного знаходження розв’язку систе-
ми (8) можна використовувати один з iтерацiйних процесiв:





(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)
∈ Rn;

x
(m)
i = h

(
x

(m−1)
i −E

(
f

(
x

(m−1)
i

)
+

∑n
j=1 aijx

(m−1)
j − bi

))
, i = 1, n;

m = 1, 2, ... ;

(10)

106



Iтерацiйнi процеси для розв’язання статичної задачi ...





(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)
∈ Rn;

x
(m)
i = h

(
x

(m−1)
i −E

(
f̃

(
x

(m−1)
i

)
+

∑n
j=1 aijx

(m−1)
j − bi

))
, i = 1, n;

m = 1, 2, ... ;

(11)





x
(0)
i = 0 ∀i = 1, n;

x
(m)
i = h

(
x

(m−1)
i −E

(
f

(
x

(m−1)
i

)
+

∑n
j=1 aijx

(m−1)
j − bi

))
, i = 1, n;

m = 1, 2, ... ,

(12)

де f̃(x) є допомiжною функцiєю, яка побудована за допомогою функцiї f(x). Для
забезпечення збiжностi цих процесiв будемо параметр E, що входить у правi частини
рiвностей (10)–(12), вибирати наступним чином:

0 < E <
1

L + max
1≤i≤n

(∑n
j=1 |aij |

) , (13)

де значення невiд’ємної константи L залежить вiд вигляду функцiї f (x). З ураху-
ванням усiх припущень можна довести наступнi теореми про збiжнiсть цих процесiв.

Теорема 1. Якщо для деякого додатного значення L функцiя f (x) задовольняє
умову Лiпшиця

|f (x)− f (y) | ≤ L · |x− y| ∀x, y ∈ R, (14)

то при виконаннi нерiвностей (13) iтерацiйний процес (10) збiгається в просторi
Rn до єдиного розв’язку системи рiвнянь (8) для будь-якого початкового вектора(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)
∈ Rn.

Доведення. Нехай стала E в системi рiвнянь (8) та в спiввiдношеннях (10) задо-
вольняє умову (13). Запишемо систему (8) в операторнiй формi:

x = F̃ (x) ,

де оператор F̃ : Rn → Rn задається спiввiдношеннями:

F̃ (x) = H (x− E · (F (x) + A · x− b)) , F (x) = (f (x1) , f (x2) , ..., f (xn)) ,

H (x) = (h (x1) , h (x2) , ..., h (xn)) ,

x = (x1, x2, ..., xn) , b = (b1, b2, ..., bn) .

Доведемо, що оператор F̃ : Rn → Rn є стискуючим на всьому Rn. Це означатиме
iснування та єдинiсть розв’язку системи рiвнянь (8) у Rn, а також збiжнiсть до цього
розв’язку iтерацiйного процесу (10) (згiдно з принципом стискуючих вiдображень
[8]).

Для довiльних елементiв x, y ∈ Rn можна з урахуванням (14) отримати оцiнки
∥∥∥F̃ (x)− F̃ (y)

∥∥∥ ≤ ‖(I − E ·A) (x− y)−E · (F (x)− F (y))‖ =
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= ‖(I − E ·A) (x− y)− E ·Bxy · (x− y)‖ = ‖(I − E · (Bxy + A)) (x− y) ‖ ≤
≤ ‖(I − E · (Bxy + A)) ‖∗ · ‖x− y ‖ ,

в яких дiагональна матриця Bxy мiстить на головнiй дiагоналi числа з вiдрiзку [0, L];
I – одинична матриця; символами ‖ · ‖ i ‖ · ‖∗ позначено евклiдову норму вектора та
спектральну норму матрицi [10].

Для матрицi (Bxy + A) є справедливими очевиднi оцiнки

‖Bxy + A‖∗ ≤ ‖Bxy‖∗ + ‖A‖∗ ≤ L + ‖A‖∗ ≤ L + max
1≤i≤n




n∑

j=1

|aij |

 ,

з яких внаслiдок (13) випливає, що симетрична матриця (I −E · (Bxy + A)) є
невiд’ємно визначеною [10]. Тому оцiнюючи норму такої матрицi, отримаємо спiввiд-
ношення [6, 10]:

‖I −E · (Bxy + A) ‖∗ = sup
‖z‖=1

(z − E · (Bxy · z + A · z) , z) =

= sup
‖z‖=1

(1− E · (Bxy · z, z)− E · (A · z, z)) ≤ sup
‖z‖=1

(1− E · (A · z, z)) ≤

≤ sup
‖z‖=1

(
1− E · α′) = 1− E · α′ < 1,

де символом (z′, z) позначено скалярний добуток елементiв z′, z ∈ Rn. З цих спiввiд-
ношень та отриманих вище оцiнок випливає нерiвнiсть

∥∥∥F̃ (x)− F̃ (y)
∥∥∥ ≤

(
1− E · α′) · ‖x− y‖ ,

яку можна довести для кожних елементiв x, y простору Rn. Таким чином, оператор
F̃ : Rn → Rn є стискуючим на Rn.

Теорема 1 доведена. ¤

Теорема 2. Нехай функцiя f (x) є неперервно диференцiйовною на iнтервалах
(−∞, 0), (0, +∞) i хоча б одне iз значень b1, b2, ..., bn є строго додатним. Нехай
числа a, b, L i функцiя f̃ (x) визначаються спiввiдношеннями:

0 < a ≤ min
1≤i≤n; x∗i >0

(x∗i ) ; b ≥ max
1≤i≤n

(x∗i ) ;

L = max (L1, f (a) /a) ; L1 = max
x∈[a,b]

(∣∣f ′ (x)
∣∣) ;

f̃ (x) =





(f (a) /a) · x, якщо |x| ≤ a;
f (x) , якщо a < |x| ≤ b;
f ′ (b) · x + sign (x) · [f (b)− f ′ (b) · b] , якщо |x| > b;

де x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n є розв’язок системи рiвнянь (8). Тодi при виконаннi нерiвностей (13)

iтерацiйний процес (11) збiгається в просторi Rn до єдиного розв’язку системи
рiвнянь (8).
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Доведення. Вiдмiтимо, що iз додатної означеностi симетричної матрицi A та непе-
рервностi, строгої зростаючостi, непарностi i необмеженостi функцiї f (x) на R вип-
ливає, що система рiвнянь (8) має єдиний розв’язок X∗ = (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) у просторi

Rn [9]. Тому використання цього розв’язку для побудови функцiї f̃ (x) є цiлком зро-
зумiлим.

Очевидно, що функцiя f̃ (x) за своєю побудовою задовольняє на R умову Лiп-
шиця ∣∣∣f̃ (x)− f̃ (y)

∣∣∣ ≤ L · |x− y| ∀x, y ∈ R

i, крiм того, є неперервною, строго зростаючою, непарною та необмеженою на R
(тобто f̃ (x) задовольняє всi умови, якi покладенi на f (x) у теоремi 1). Тому з тео-
реми 1 випливає, що при виконаннi умови (13) iтерацiйний процес (11) збiгається в
Rn до єдиного розв’язку X̃ = (x̃1, x̃2, ..., x̃n) наступної системи рiвнянь:

xi = h


xi −E


f̃ (xi) +

n∑

j=1

aijxj − bi





 , i = 1, n. (15)

Оскiльки f̃ (x∗i ) = f (x∗i ) для кожного i, то елемент X∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n), який

задовольняє систему рiвнянь (8), буде також задовольняти i систему рiвнянь (15).
Але система (15), як i система (8), має єдиний розв’язок у Rn. Тому X̃ = X∗ i
iтерацiйний процес (11) збiгається в Rn до розв’язку системи рiвнянь (8).

Теорема 2 доведена. ¤

Теорема 3. Нехай для деякого додатного значення L функцiя f (x) задовольняє
умову Лiпшиця

|f (x)− f (y) | ≤ L · |x− y| ∀x, y ∈ [−δ, δ] ,

де δ = 1
α′

√∑n
i=1 b2

i i α′ є найменше власне значення матрицi A. Тодi при виконан-
нi нерiвностей (13) iтерацiйний процес (12) збiгається в просторi Rn до єдиного
розв’язку системи рiвнянь (8).

Доведення теореми 3 наведено в роботi [9].

Теорема 4. Нехай функцiя f (x) є неперервно диференцiйовною на всiй дiйснiй
числовiй прямiй R i стала L задана спiввiдношеннями

L = max
x∈[−δ,δ]

∣∣f ′ (x)
∣∣ ,

де δ = 1
α′

√∑n
i=1 b2

i та α′ є найменше власне значення матрицi A. Тодi при виконан-
нi нерiвностей (13) iтерацiйний процес (12) збiгається в просторi Rn до єдиного
розв’язку системи рiвнянь (8).

Доведення. Згiдно теореми Лагранжа про середнє значення, функцiя f (x) задо-
вольняє умову Лiпшиця

|f (x)− f (y) | ≤ L · |x− y| ∀x, y ∈ [−δ, δ] ,
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де L = max
x∈[−δ,δ]

|f ′ (x)|. Таким чином, з теореми 3 випливає, що при виконаннi нерiв-

ностей (13) iтерацiйний процес (12) збiгається в Rn до єдиного розв’язку системи
рiвнянь (8).

Теорема 4 доведена. ¤
Вiдмiтимо, що при використаннi, наприклад, степеневого закону зiм’яття мiкро-

нерiвностей [2]
f (x) = α0 · sign (x) · (|x|)K (16)

наведенi теореми дозволяють отримувати наближений розв’язок контактної задачi
для випадку 0 < K < 1 (теорема 2), для випадку K = 1 (теорема 1) i для випадку
K > 1 (теореми 3 i 4).

5. Чисельнi результати. З метою апробацiї запропонованого алгоритму були
отриманi чисельнi розв’язки контактної задачi про вдавлювання силою P = 36054 Н
гладкого параболiчного штампу в пружний пiвпростiр з шорсткою поверхнею (та-
ке значення P отримано за результатами чисельного розв’язання задачi при ∆∗ =
1, 85 ·10−4м). Початковий зазор δ0 (x, y) мiж взаємодiючими тiлами заданий спiввiд-
ношенням

δ0 (x, y) = x2/2R0 + y2/2R0, (x, y) ∈ Ω,

в якому R0 = 0, 05 м. Коефiцiєнт Пуассона ν2 i модуль Юнга E2 пiвпросто-
ру прийнятi рiвними 0, 3 i 210000 МПа, вiдповiдно. Функцiя f (x), за допомогою
якої враховується шорсткiсть, задана спiввiдношенням (16), в якому K = 0, 4,
α = 1, 7 · 10−7.8м/(Па)0.4. Чисельний розв’язок задачi побудовано на сiтцi, що скла-
дається з 51×51 = 2601 квадратного граничного елемента, площа d1 кожного з яких
дорiвнює 4 · 10−8м2 (n = 51, d = 104, 04 · 10−6м2). Числовi параметри aij i bi, що
входять в систему (8), обчислювалися за формулами (4), (7). Для отримання резуль-
татiв використовувався iтерацiйний процес (10), в якому значення E задовольняло
умову (13). Значення константи L, що входить в (13), знаходилося на основi чи-
сельного експерименту. Воно вибиралося як найменше з усiх можливих значень, що
задовольняють нерiвнiсть L ≥ α0 ·K · (x0 · 10−3

)K−1 при x0 = 108 Па.
Позначивши через b половину довжини сторони квадрата Ω (b = 0, 005 м), знай-

демо значення безрозмiрних параметрiв A0, A, P, δ, r0 з наступних спiввiдношень
[2]:

A0 =
b

2R
; A =

α (2πθ)K

b
; P0 =

P

2πθb2
; δ =

∆∗

b
; r0 =

a

b
,

де K = 0, 4, θ = E2/
(
2

(
1− ν2

2

))
, a = 0, 004 м – радiус контактної плями, знайде-

ний за результатами чисельного розв’язання задачi. Цi значення такi: A0 = 0, 05;
A = 0, 3; P0 = 0, 00199; δ = 0, 037; r0 = 0, 8. У роботi [2] наведено результа-
ти розв’язання розглянутої контактної задачi для випадку A0 = 0, 05; A = 0, 3;
δ = 0, 037; P0 = 0, 00199, який i був обраний для апробацiї запропонованого алго-
ритму. Отримане в [2] значення r0 становить 0, 82, що дуже добре вiдповiдає ро-
зрахунковому значенню 0, 8. Таким чином, вiдносна похибка у визначеннi радiуса
контактної плями складає приблизно 2, 5%. Для бiльш повного аналiзу отриманих
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чисельних результатiв проведено спiвставлення знайденого розподiлу безрозмiрної
величини q

(
x
b , y

b

)
= p (x, y) / (2πθ) при y = 0, 0 ≤ (x/b) ≤ 1 з аналогiчним розподi-

лом, представленим у роботi [2]. Отриманi данi показано в таблицi 1, де у першому
рядку записано значення функцiї q (r, 0)× 103, якi наведенi в [2], а у другому рядку
– значення цiєї функцiї, знайденi за результатами чисельного розв’язку.

Таблиця 1. Результати розв’язання задачi про контакт
параболiчного штампа i пружного пiвпростору

r 0 0.08 0.16 0.24 0.32 0.4 0.48 0.56 0.64 0.72 0.8 0.82
1 2.760 2.709 2.623 2.501 2.280 1.931 1.411 0.849 0.466 0.169 0.021 0.001
2 2.938 2.881 2.715 2.461 2.132 1.738 1.241 0.767 0.382 0.116 0.005 0

Аналiз залежностей q (r, 0), показаних у таблицi 1, свiдчить про їхню добру вiд-
повiднiсть. Найбiльше взаємне ухилення порiвнюваних функцiй не перевищує 7% по
вiдношенню до найбiльшого значення q (0, 0), зазначеного в роботi [2].

6. Висновки. Запропонований алгоритм дозволяє отримувати чисельний
розв’язок просторової статичної контактної задачi про взаємодiю пружних шорст-
ких тiл при вiдсутностi тертя мiж ними i заздалегiдь невiдомiй поверхнi контакту.
Аналiз наведених чисельних результатiв свiдчить про те, що розроблений алгоритм
можна застосовувати до розв’язання задач розглянутого класу.
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O.V. Grabko
Iteration processes for solution of the static contact problem for the elastic rough bodies.

The algorithm of the numerical solution of the static three-dimensional frictionless problem, connected
with the interaction between the elastic rough bodies, where possible unknown contact surface, has been
proposed. Algorithm consists of the reduce problem into the nonlinear integral equation, discretization
of it and the use of different convergent iteration processes for the obtain solution of the discretized
equation. The numerical results for a problem on indentation of the rigid parabolic in the elastic half-
space with the rough surface are demonstrated.

Keywords: elastic body, rough surface, contact problem, numerical solution, iteration process.

Е.В. Грабко
Итерационные процессы для решения статической задачи о контакте упругих шеро-
ховатых тел.

Предложен алгоритм численного решения статической пространственной задачи о контакте упру-
гих шероховатых тел при отсутствии трения между ними и заранее неизвестной поверхности кон-
такта. Алгоритм основан на сведении задачи к нелинейному интегральному уравнению, его дискре-
тизации и использовании различных сходящихся итерационных процессов для получения решения
дискретизированного уравнения. Приведены результаты численного решения задачи о вдавлива-
нии гладкого параболического штампа в упругое полупространство с шероховатой поверхностью.

Ключевые слова: упругое тело, шероховатая поверхность, контактная задача, численное ре-
шение, итерационный процесс.
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