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ОБ АВТОМАТАХ НА МНОГООБРАЗИЯХ НАД КОЛЬЦОМ

Определены автоматы на многообразиях над конечным кольцом. Охарактеризованы гомоморфиз-
мы таких автоматов в терминах гомоморфизмов многообразий в следующих двух основных слу-
чаях. В первом случае гомоморфизмы многообразий определены посредством гомоморфизмов за-
данных на них алгебр, а автоматы определены посредством унарных и бинарных операций этих
алгебр. Во втором случае гомоморфизмы многообразий определены посредством гомоморфизмов
множеств траекторий, определяемых полиномиальными параметризациями многообразий, функ-
ции переходов автоматов обеспечивают их движение по указанным траекториям, а функции выхо-
дов автоматов – отображения многообразия в модуль над кольцом.
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1. Введение. Известно, что основным объектом алгебраической геометрии яв-
ляется многообразие. Это понятие, первоначально определенное как множество ре-
шений конечной системы полиномиальных уравнений над полем, постепенно транс-
формировалось в процессе развития алгебраической геометрии: аффинное много-
образие, квазипроективные и проективные многообразия, абстрактные алгебраиче-
ские многообразия, схемы, алгебраические пространства [1, 2]. Глубокая внутренняя
связь понятий многообразие и идеал (ассоциативно-коммутативного кольца полино-
мов над полем) стимулировала формирование раздела компьютерной алгебры, пред-
назначенного для реализации алгоритмов коммутативной алгебры [3, 4], основанных
на построении конечного базиса идеала, и имеющего многочисленные приложения
[5].

Хотя основные результаты алгебраической геометрии, как математической тео-
рии, получены в предположении, что поле алгебраически замкнуто, следует особо
выделить успешное применение эллиптических кривых над конечным полем при
решении задач защиты информации. Как следствие, понятие многообразие (а эл-
липтическая кривая, как и любая алгебраическая кривая, является многообразием)
послужило основой для формирования эллиптической криптографии – перспектив-
ного направления современной криптографии [6, 7].

С другой стороны, использование в процессе решения задач криптографии вы-
числений в кольцах вычетов [8, 9] стимулировало исследование автоматов над ко-
нечными кольцами [10, 11]. При этом особое значение имеет анализ сложности
идентификации (параметрической и начального состояния) автомата, а также ана-
лиз структуры множеств неподвижных точек автоматных отображений. Эти задачи
естественно сводятся к поиску решений систем уравнений с параметрами над коль-
цом, т.е. к исследованию многообразий над соответствующим кольцом.

Известно, что преобразования, осуществляемые конечными автоматами, являют-
ся математической моделью тех вычислений, которые могут быть реализованы на
компьютерах в реальном времени. Поэтому исследование автоматов, определенных
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на многообразиях над конечным кольцом, актуально как с позиции алгебраической
теории автоматов, так и с позиции их возможного применения в процессе решения
задач защиты информации. При этом особый интерес представляет вопрос о том,
как (определенные тем или иным образом) гомоморфизмы многообразий отража-
ются на множествах автоматов, определенных на этих многообразиях.

Пусть M = (Q,X, Y, δ, λ) – абстрактный автомат, где Q,X, Y – множество со-
стояний, входной и выходной алфавит, а δ : Q × X → Q и λ : Q × X → Y –
функции переходов и выходов (всюду в работе предполагается, что V al λ = Y ). В
общем случае гомоморфным образом автомата M = (Q,X, Y, δ, λ) называется такой
автомат M ′ = (Q′, X ′, Y ′, δ′, λ′), что существуют такие сюръекции χ1 : Q → Q′,
χ2 : X → X ′ и χ3 : Q → Y ′, что равенства χ1(δ(q, x)) = δ′(χ1(q), χ2(x)) и
χ3(λ(q, x)) = λ′(χ1(q), χ2(x)) истинны для всех q ∈ Q и x ∈ X. В частности, ес-
ли χ1, χ2, χ3 – биекции, то автоматы M и M ′ изоморфны.

Целью настоящей работы является характеристика гомоморфизмов автоматов,
определенных на многообразиях над кольцом, в терминах гомоморфизмов многооб-
разий. Рассмотрены два основные как с позиции теории, так и с позиции приложений
случая. В первом случае гомоморфизмы многообразий определены посредством го-
моморфизмов алгебр, заданных на многообразиях, а функции переходов и выходов
автоматов определены через унарные и бинарные операции этих алгебр. Во вто-
ром случае гомоморфизмы многообразий определены посредством гомоморфизмов
множеств траекторий на многообразиях, определяемых полиномиальными парамет-
ризациями многообразий, функции переходов автоматов обеспечивают движение ав-
томата по указанным траекториям, а функции выходов автоматов – произвольные
отображения многообразия в модуль над кольцом.

Все не определяемые в работе понятия – такие же, как в [11, 12].
2. Основные понятия. Всюду под кольцом K = (K,+, ·) (|K| ≥ 2) понима-

ется конечное ассоциативно-коммутативное кольцо с единицей. Обозначим через
Kd (Kd ⊆ K\{0}) множество всех делителей нуля кольца K, а через Knon−d –
множество всех ненулевых элементов кольца K, не являющихся делителями нуля.
Так как (Knon−d, ·) – гауссова полугруппа, то существует (наименьшее) расширение
K̃ = (K̃, +, ·) кольца K, в котором каждый элемент множества Knon−d обратим. Ес-
ли Kd = ∅ (т.е. K – область целостности), то K̃ – поле (оно называется полем дробей
кольца K).

В соответствии с [11] определим многообразие над кольцом K следующим обра-
зом. Многообразием в Kn (n ∈ N) назовем множество

V = {(v1, . . . , vn) ∈ Kn|fi(v1, . . . , vn) = 0 для всех i = 1, . . . , m}, (1)

где f1, . . . , fm ∈ K[τ1, . . . , τn] – попарно различные ненулевые многочлены. Чтобы
подчеркнуть, что многообразие V определяется многочленами f1, . . . , fm, использу-
ют запись V({fi|i = 1, . . . , m}). В дальнейшем рассматриваются только непустые
многообразия. При m = 1 многообразие (1) называется гиперповерхностью, если
n ≥ 3, и (алгебраической) кривой, если n = 2.
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Система уравнений, определяющая многообразие (1) над кольцом K, может рас-
сматриваться и над любым его расширением K′. Соответствующее расширение мно-
гообразия V обозначают K′(V).

Для любых многообразий Vi = V({f (i)
j |j = 1, . . . , mj}) (i = 1, 2) в Kn (n ∈ N)

истинны формулы:

V1 ∩V2 = V({f (1)
j |j = 1, . . . ,m1} ∪ {f (2)

j |j = 1, . . . , m2}), (2)

V1 ∪V2 ⊆ V({f (1)
i f

(2)
j |i = 1, . . . ,m1; j = 1, . . . , m2}), (3)

причем в (3) имеет место равенство, если кольцо K не содержит делителей нуля.
Многообразие V в Kn (n ∈ N) назовем:
1) неприводимым, если для любых многообразий V1 и V2 в Kn из равенства

V = V1 ∪V2 вытекает, что V = V1 или V = V2;
2) неразложимым, если не существуют такие многообразия Vi (i = 1, 2) в Kni

(n1, n2 ∈ N; n1 + n2 = n), что
V = V1 ×V2. (4)

Формулы (1)-(4) определяют алгебраическую систему на множестве всех мно-
гообразий над кольцом K, предназначенную для исследования соотношений между
многообразиями, как объектами. В то же время, сама по себе формула (1) мало
что дает при исследовании свойств отображений многообразия в себя (напомним,
что даже над полями GF (2k) поиск решений уравнения f(τ1, . . . , τn) = 0, где f
– квадратичная форма, является NP-полной задачей). Поэтому при исследовании
отображений многообразия в себя естественно ограничиться многообразиями V над
кольцом K, для которых выполнено одно из следующих двух условий.

Условие 1. Определена алгебра (V,F1 ∪ F2), где F1 = {α0, α1, . . . , αk1} – мно-
жество унарных операций, а F2 = {β1, . . . , βk2} – множество бинарных операций,
причем каждая операция, принадлежащая множеству F1 ∪F2, вычислима за поли-
номиальное время.

Условие 2. Определена полиномиальная параметризация многообразия V, т.е.
задан такой набор многочленов h1, . . . , hn ∈ K[τ1, . . . , τm] (m < n), что точки с
координатами 




v1 = h1(τ1, . . . , τm)
· · · · · · · · · · · · · · ··
vn = hn(τ1, . . . , τm)

((τ1, . . . , τm) ∈ Km)

принадлежат многообразию V.
Там где это не вызывает недоразумений, будем компактно представлять поли-

номиальную параметризацию многообразия V в векторном виде, а именно:

v = h(−→τ ) (−→τ ∈ Km). (5)

Замечание 1. Безусловным достоинством полиномиальной параметризации (5)
является то, что зафиксировав легко вычислимое отображение θ : Km → Km,
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мы тем самым определяем на многообразии V множество траекторий (т.е. по-
следовательностей точек), элементы которых вычислимы за полиномиальное вре-
мя. Действительно, для каждой точки P0 ∈ Km однозначно определена траек-
тория P0, P1, . . . , Pj , . . . во множестве Km, где Pj+1 = θ(Pj) (j ∈ Z+). В свою
очередь, эта траектория однозначно определяет на многообразии V траекторию
h(P0),h(P1), . . . ,h(Pj), . . . , точки которой вычислимы за полиномиальное время.

Множество всех многообразий над кольцом K, удовлетворяющих условию 1, обо-
значим через V1(K), а условию 2 – через V2(K).

Пример 1. 1. Пусть эллиптическая кривая γ определена уравнением

v2
2 + a1v1v2 + a3v2 = v3

1 + a2v
2
1 + a4v1 + a6 (6)

над областью целостности K. Известно, что в поле дробей K̃ множество K̃(γ) то-
чек кривой (6) (включая бесконечно удаленную точку O) образует абелеву груп-
пу (K̃(γ), +γ), для которой точка O – нейтральный элемент. Таким образом, опре-
делена алгебра (K̃(γ),F1 ∪ F2), где F2 = {+γ}, а множество унарных операций
F1 = {α0, α1, . . . , αk1} (1 ≤ k1 < |K̃(γ)|) определено равенствами: α0(P ) = O
(P ∈ K̃(γ)) и αi(P ) = P+γ . . .+γP︸ ︷︷ ︸

i раз

(P ∈ K̃(γ)) для всех i = 1, . . . , k1, т.е. много-

образие K̃(γ) ⊆ K̃2 принадлежит множеству V1(K̃).
2. Любая алгебраическая кривая v2 = a0v

n
1 + a1v

n−1
1 + · · · + an над кольцом K

может рассматриваться как полиномиально параметризованное многообразие
{

v1 = τ

v2 = a0τ
n + a1τ

n−1 + · · ·+ an

(τ ∈ K)

в K2, т.е. как элемент множества V2(K).
3. Автоматы на многообразии V ∈ V1(K). Так как V ∈ V1(K), то определена

алгебра (V,F1 ∪ F2), где F1 = {α0, α1, . . . , αk1} – множество унарных операций, а
F2 = {β1, . . . , βk2} – множество бинарных операций. Системы уравнений

{
qt+1 = βj1(αi1(qt), αxt+1(v1))
yt+1 = βj2(αi2(qt), αxt+1(v2))

(t ∈ Z+) (7)

и {
qt+1 = βj1(αi1(qt), αxt+1(v1))
yt+1 = βj2(αi2(qt+1),v2)

(t ∈ Z+), (8)

где v1,v2 ∈ V – фиксированные точки, i1, i2 ∈ Zk1+1 и j1, j2 ∈ Nk2 – фиксирован-
ные числа, а q0 ∈ V и xt+1 ∈ Zk1+1 (t ∈ Z+), определяют множество автоматов,
соответственно, A(1)(V) Мили и A(2)(V) Мура.

Замечание 2. Таким образом, xt, qt и yt – соответственно, входной символ, со-
стояние и выходной символ автомата M ∈ A(1)(V) ∪ A(2)(V) в момент t.
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Пусть V,U ∈ V1(K) – такие многообразия, что для алгебр (V,F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) и
(U,F (2)

1 ∪ F (2)
2 ) (F (i)

1 = {α(i)
0 , α

(i)
1 , . . . , α

(i)
k1
} (i = 1, 2) и F (i)

2 = {β(i)
1 , . . . , β

(i)
k2
} (i = 1, 2)

– множество, соответственно, унарных и бинарных операций) существует тройка
отображений Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) (ϕ1 : V→ U, ϕ2 : F (1)

1 → F (2)
1 , ϕ3 : F (1)

2 → F (2)
2 ), где ϕ1

– сюръекция, а ϕ2 и ϕ3 – биекции, для которой равенства

ϕ1(α(v1)) = ϕ2(α)(ϕ1(v1)), (9)

ϕ1(β(v1,v2)) = ϕ3(β)(ϕ1(v1), ϕ1(v2)) (10)

истинны для всех v1,v2 ∈ V, α ∈ F (1)
1 и β ∈ F (1)

2 . Тогда будем говорить, что:
1) многообразие U является гомоморфным образом многообразия V;
2) многообразия V и U изоморфны, если отображение ϕ1 – биекция.
Замечание 3. Иными словами: 1) многообразиеU ∈ V1(K) – гомоморфный образ

многообразия U ∈ V1(K) тогда и только тогда, когда алгебра (U,F (2)
1 ∪F (2)

2 ) – гомо-
морфный образ алгебры (V,F (1)

1 ∪F (1)
2 ); 2) многообразия V,U ∈ V1(K) изоморфны

тогда и только тогда, когда алгебры (V,F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) и (U,F (2)
1 ∪ F (2)

2 ) изоморфны.
Теорема 1. Пусть U,V ∈ V1(K). Если U – гомоморфный образ V, то суще-

ствуют такие отображения Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2), что автомат
Ψj(Mj) (Mj ∈ A(j)(V)) – гомоморфный образ автомата Mj.

Доказательство. Предположим, что многообразие U ∈ V1(K) является гомо-
морфным образом многообразия V ∈ V1(K), а тройка отображений Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)
(ϕ1 : V → U, ϕ2 : F (1)

1 → F (2)
1 , ϕ3 : F (1)

2 → F (2)
2 ) определяет гомоморфизм алгебры

(V,F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) на алгебру (U,F (2)
1 ∪ F (2)

2 ).
Рассмотрим такие отображения Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2), что:
1) для автомата M1 ∈ A(1)(V), заданного системой уравнений

{
q(1)

t+1 = β
(1)
j1

(α(1)
i1

(q(1)
t ), α(1)

xt+1(v
(1)
1 ))

y(1)
t+1 = β

(1)
j2

(α(1)
i2

(q(1)
t ), α(1)

xt+1(v
(1)
2 ))

(t ∈ Z+), (11)

автомат Ψ1(M1) ∈ A(1)(U) определен системой уравнений
{
q(2)

t+1 = ϕ3(β
(1)
j1

)(ϕ2(α
(1)
i1

)(q(2)
t ), ϕ2(α

(1)
xt+1)(v

(2)
1 ))

y(2)
t+1 = ϕ3(β

(1)
j2

)(ϕ2(α
(1)
i2

)(q(2)
t ), ϕ2(α

(1)
xt+1)(v

(2)
2 ))

(t ∈ Z+); (12)

2) для автомата M2 ∈ A(2)(V), заданного системой уравнений
{
q(1)

t+1 = β
(1)
j1

(α(1)
i1

(q(1)
t ), α(1)

xt+1(v
(1)
1 ))

y(1)
t+1 = β

(1)
j2

(α(1)
i2

(q(1)
t+1),v

(1)
2 )

(t ∈ Z+), (13)

автомат Ψ2(M2) ∈ A(2)(U) определен системой уравнений
{
q(2)

t+1 = ϕ3(β
(1)
j1

)(ϕ2(α
(1)
i1

)(q(2)
t ), ϕ2(α

(1)
xt+1)(v

(2)
1 ))

y(2)
t+1 = ϕ3(β

(1)
j2

)(ϕ2(α
(1)
i2

)(q(2)
t+1),v

(2)
2 ))

(t ∈ Z+). (14)
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Из (9)-(14) вытекает, что для всех t ∈ Z+ истинны равенства

ϕ1(β
(1)
j1

(α(1)
i1

(q(1)
t ), α(1)

xt+1
(v(1)

1 ))) = ϕ3(β
(1)
j1

)(ϕ2(α
(1)
i1

)(ϕ1(q
(1)
t )), ϕ2(α(1)

xt+1
)(ϕ1(v

(1)
1 ))),

ϕ1(β
(1)
j2

(α(1)
i2

(q(1)
t ), α(1)

xt+1
(v(1)

2 ))) = ϕ3(β
(1)
j2

)(ϕ2(α
(1)
i2

)(ϕ1(q
(1)
t )), ϕ2(α(1)

xt+1
)(ϕ1(v

(1)
2 ))),

ϕ1(β
(1)
j2

(α(1)
i2

(q(1)
t+1),v

(1)
2 )) = ϕ3(β

(1)
j2

)(ϕ2(α
(1)
i2

)(ϕ1(q
(1)
t+1)), ϕ1(v

(1)
2 )),

откуда, в свою очередь, вытекает, что автомат Ψj(Mj) (Mj ∈ A(j)(V)) – гомоморф-
ный образ автомата Mj . ¤

Замечание 4. Таким образом, в теореме 1 установлено, что если многообра-
зие U ∈ V1(K) – гомоморфный образ многообразия V ∈ V1(K), то существу-
ют такие отображения Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2), что автомат Ψj(Mj)
(Mj ∈ A(j)(V)) является гомоморфным образом автомата Mj . При этом тройка
сюръекций (χ1, χ2, χ3), определяющая гомоморфизм автомата Mj ∈ A(j)(V)) на ав-
томат Ψj(Mj) удовлетворяет следующим двум условиям: 1) χ1 = χ3 = ϕ1; 2) χ2 –
тождественное отображение.

Из теоремы 1 вытекает, что истинно следующее следствие.
Следствие 1. Пусть U,V ∈ V1(K). Если многообразия V и U изоморфны, то

существуют такие отображения Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2), что автоматы
Mj ∈ A(j)(V) и Ψj(Mj) изоморфны.

Пример 2. Пусть γ – эллиптическая кривая, заданная над областью целост-
ности K. Из (7) и (8) вытекает, что (см. пример 1.1) алгебра (K̃(γ),F1 ∪ F2)
(F1 = {α0, α1, . . . , αk1} (1 ≤ k1 < |K̃(γ)|), F2 = {+γ}) определяет на многообразии
K̃(γ) ∈ V1(K̃) множества автоматов Мили A(1)(K̃(γ)) и Мура A(2)(K̃(γ)), заданных,
соответственно, системами уравнений:

{
qt+1 = αi1(qt) +γ αxt+1(P1)
yt+1 = αi2(qt) +γ αxt+1(P2)

(t ∈ Z+) (15)

и {
qt+1 = αi1(qt) +γ αxt+1(P1)
yt+1 = αi2(qt+1) +γ P2

(t ∈ Z+), (16)

где i1, i2 ∈ Zk1+1 – фиксированные числа, P1, P2 ∈ K̃(γ) – фиксированные точки,
q0 ∈ K̃(γ) и xt+1 ∈ Zk1+1 (t ∈ Z+).

Если γ1 и γ2 – эллиптические кривые, заданные над областью целостности K, то
говорят, что:

1) эллиптическая кривая γ2 – гомоморфный образ эллиптической кривой γ1, если
абелева группа (K̃(γ2), +γ2) – гомоморфный образ абелевой группы (K̃(γ1), +γ1);

2) эллиптические кривые γ1 и γ2 изоморфны, если абелевы группы (K̃(γ1),+γ1)
и (K̃(γ2),+γ2) изоморфны.

Пусть ϕ1 : K̃(γ1) → K̃(γ2) – гомоморфизм эллиптической кривой γ1 на эллип-
тическую кривую γ2. Тогда для любого числа k1 ∈ {1, . . . , |K̃(γ2)| − 1} алгебра
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(K̃(γ2),F (2)
1 ∪ F (2)

2 ) (F (2)
1 = {α(2)

0 , α
(2)
1 , . . . , α

(2)
k1
}, F (2)

2 = {+γ2}) – гомоморфный об-

раз алгебры (K̃(γ1),F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) (F (1)
1 = {α(1)

0 , α
(1)
1 , . . . , α

(1)
k1
}, F (1)

2 = {+γ1}). При

этом для гомоморфизма Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) алгебры (K̃(γ1),F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) на алгебру
(K̃(γ2),F (2)

1 ∪ F (2)
2 ) биекции ϕ2 : F (1)

1 → F (2)
1 и ϕ3 : F (1)

2 → F (2)
2 ) определяются

равенствами ϕ2(α
(1)
i ) = α

(2)
i (i ∈ Zk1+1) и ϕ3(+γ1) = +γ2 . В частности, если ϕ1 –

биекция, то алгебры (K̃(γ1),F (1)
1 ∪ F (1)

2 ) и (K̃(γ2),F (2)
1 ∪ F (2)

2 ) изоморфны.
Таким образом, если эллиптическая кривая γ2 – гомоморфный образ эллиптиче-

ской кривой γ1, то многообразие K̃(γ2) ∈ V1(K̃) – гомоморфный образ многообразия
K̃(γ1) ∈ V1(K̃) (соответственно, если эллиптические кривые γ1 и γ2 изоморфны, то
многообразия K̃(γ1) ∈ V1(K̃) и K̃(γ2) ∈ V1(K̃) изоморфны).

Следовательно, из теоремы 1 вытекает, что если эллиптическая кривая γ2 –
гомоморфный образ эллиптической кривой γ1, то существуют такие отображения
Ψj : A(j)(K̃(γ1)) → A(j)(K̃(γ2)) (j = 1, 2), что автомат Ψj(Mj) (Mj ∈ A(j)(K̃(γ1))) –
гомоморфный образ автомата Mj . При этом, из доказательства теоремы 1 вытекает,
что:

1) для автомата M1 ∈ A(1)(K̃(γ1)), заданного системой уравнений
{

q
(1)
t+1 = α

(1)
i1

(q(1)
t ) +γ1 α

(1)
xt+1(P

(1)
1 )

y
(1)
t+1 = α

(1)
i2

(q(1)
t ) +γ1 α

(1)
xt+1(P

(1)
2 )

(t ∈ Z+),

автомат Ψ1(M1) ∈ A(1)(K̃(γ2)) определен системой уравнений
{

q
(2)
t+1 = α

(2)
i1

(q(2)
t ) +γ2 α

(2)
xt+1(P

(2)
1 )

y
(2)
t+1 = α

(2)
i2

(q(2)
t ) +γ2 α

(2)
xt+1(P

(2)
2 )

(t ∈ Z+);

2) для автомата M2 ∈ A(2)(K̃(γ1)), заданного системой уравнений
{

q
(1)
t+1 = α

(1)
i1

(q(1)
t ) +γ1 α

(1)
xt+1(P

(1)
1 )

y
(1)
t+1 = α

(1)
i2

(q(1)
t+1) +γ1 P

(1)
2

(t ∈ Z+),

автомат Ψ1(M2) ∈ A(2)(K̃(γ2)) определен системой уравнений
{

q
(2)
t+1 = α

(2)
i1

(q(2)
t ) +γ2 α

(2)
xt+1(P

(2)
1 )

y
(2)
t+1 = α

(2)
i2

(q(2)
t+1) +γ2 P

(2)
2

(t ∈ Z+).

4. Автоматы на многообразии V ∈ V2(K). Пусть V ∈ V2(K) – многообразие
в Kn. Тогда определена полиномиальная параметризация v = h(−→τ ) (−→τ ∈ Km) мно-
гообразия V. Зафиксируем семейство Θ = {θi}i∈Zk

легко вычислимых отображений
θi : Km → Km. Системы уравнений





Pt+1 = θxt+1(Pt)
qt+1 = h(Pt+1)
yt+1 = rxt+1(qt)

(t ∈ Z+) (17)
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и 



Pt+1 = θxt+1(Pt)
qt+1 = h(Pt+1)
yt+1 = r(qt+1)

(t ∈ Z+), (18)

где P0 ∈ Km – фиксированная точка, q0 = h(P0), ri : Kn → K l (i ∈ Zk) и r : Kn →
K l – фиксированные отображения, а xt+1 ∈ Zk (t ∈ Z+), определяют множество
автоматов, соответственно, A(1)(V,Θ) Мили и A(2)(V,Θ) Мура.

Замечание 5. Таким образом, xt, qt и yt – соответственно, входной символ, состо-
яние и выходной символ автомата M ∈ A(1)(V, Θ)∪A(2)(V,Θ) в момент t. Отметим
также, что из (17) и (18) вытекает, что на отображения, определяющие функции
выходов автомата M ∈ A(1)(V,Θ) ∪ A(2)(V, Θ) в момент t, наложено единственное
ограничение: они являются отображениями модуля над кольцом K в модуль над
этим кольцом.

Пусть для многообразия V ∈ V2(K) определена полиномиальная параметриза-
ция v = h1(−→τ 1) (−→τ 1 ∈ Km1) и зафиксировано семейство Θ1 = {θ(1)

i }i∈Zk
легко

вычислимых отображений θ
(1)
i : Km1 → Km1 , а для многообразия U ∈ V2(K) – по-

линомиальная параметризация v = h2(−→τ 2) (−→τ 2 ∈ Km2) и зафиксировано семейство
Θ2 = {θ(2)

i }i∈Zk
легко вычислимых отображений θ

(2)
i : Km2 → Km2 . Предположим,

что существует пара сюръекций Φ = (ϕ1, ϕ2) (ϕ1 : V → U, ϕ2 : Km1 → Km2), для
которой равенства

ϕ2(θ
(1)
i (−→τ 1)) = θ

(2)
i (ϕ2(−→τ 1)), (19)

ϕ1(h1(−→τ 1)) = h2(ϕ2(−→τ 1)) (20)

истинны для всех −→τ 1 ∈ Km1 и всех i ∈ Zk. Тогда будем говорить, что:
1) пара (U,Θ2) является гомоморфным образом пары (V,Θ1);
2) пары (V,Θ1) и (U, Θ2) изоморфны, если ϕ1 и ϕ2 – биекции.

Замечание 6. Ясно, что для изоморфных пар (V,Θ1) и (U, Θ2) истинны равен-
ства |V| = |U| и m1 = m2.

Теорема 2. Пусть U,V ∈ V2(K) и существует гомоморфизм Φ = (ϕ1, ϕ2)
(ϕ1 : V → U, ϕ2 : Km1 → Km2) пары (V, Θ1) на пару (U, Θ2). Тогда существуют
такие отображения Ψj : A(j)(V,Θ1) → A(j)(U, Θ2) (j = 1, 2), что автомат Ψj(Mj)
(Mj ∈ A(j)(V, Θ1)) – гомоморфный образ автомата Mj.

Доказательство. Пусть U,V ∈ V2(K), а v = h1(−→τ 1) (−→τ 1 ∈ Km1) и u = h2(−→τ 2)
(−→τ 2 ∈ Km2) – полиномиальная параметризация, соответственно, многообразия V ∈
Kn1 и многообразия U ∈ Kn2 . Предположим, что пара (U, Θ2) – гомоморфный
образ пары (V,Θ1), где Θj = {θ(j)

i }i∈Zk
(j = 1, 2) – семейство легко вычислимых

отображений θ
(j)
i : Kmj → Kmj (i ∈ Zk), а гомоморфизм Φ = (ϕ1, ϕ2) (ϕ1 : V →

U, ϕ2 : Km1 → Km2) состоит из легко вычислимых сюръекций.
Рассмотрим такие отображения Ψj : A(j)(V,Θ1) → A(j)(U, Θ2) (j = 1, 2), что:
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1) для автомата M1 ∈ A(1)(V, Θ1), заданного системой уравнений




P
(1)
t+1 = θ

(1)
xt+1(P

(1)
t )

q(1)
t+1 = h1(P

(1)
t+1)

y(1)
t+1 = r(1)

xt+1(q
(1)
t )

(t ∈ Z+), (21)

где r(1)
i : Kn1 → K l1 (i ∈ Zk), автомат Ψ1(M1) ∈ A(1)(U,Θ2) определен системой

уравнений 



P
(2)
t+1 = θ

(2)
xt+1(P

(2)
t )

q(2)
t+1 = h2(P

(2)
t+1)

y(2)
t+1 = r(2)

xt+1(q
(2)
t )

(t ∈ Z+), (22)

где число l2 и отображения r(2)
i : Kn2 → K l2 (i ∈ Zk) будут определены ниже;

2) для автомата M2 ∈ A(2)(V, Θ2), заданного системой уравнений




P
(1)
t+1 = θ

(1)
xt+1(P

(1)
t )

q(1)
t+1 = h1(P

(1)
t+1)

y(1)
t+1 = r(1)(q(1)

t+1)

(t ∈ Z+), (23)

где r(1) : Kn1 → K l1 , автомат Ψ2(M2) ∈ A(2)(U, Θ2) определен системой уравнений




P
(2)
t+1 = θ

(2)
xt+1(P

(2)
t )

q(2)
t+1 = h2(P

(2)
t+1)

y(2)
t+1 = r(2)(q(2)

t+1)

(t ∈ Z+), (24)

где число l2 и отображение r(2) : Kn2 → K l2 будет определено ниже.
Из (19)-(24) вытекает, что истинны равенства ϕ2(θ

(1)
xt+1(P

(1)
t )) = θ

(2)
xt+1(ϕ2(P

(1)
t ))

и ϕ1(h1(P
(1)
t+1)) = h2(ϕ2(P

(1)
t+1)). Из этих равенств вытекает, что функция переходов

автомата (22) (соответственно, автомата (24)) удовлетворяет требованиям, наклады-
ваемым на функцию переходов гомоморфного образа автомата (21) (соответственно,
автомата (23)) в случае, когда χ1 = ϕ1, а χ2 – тождественное отображение.

Определим теперь функции выходов автоматов (22) и (24).
Рассмотрим автомат (24). Пусть SM2 = {Su|u ∈ U}, где Su = r(1)(ϕ−1

1 (u)), а ≡M2

– отношение эквивалентности на множестве SM2 , определенное следующим образом:
Su′≡M2Su′′ (u′,u′′ ∈ U) тогда и только тогда, когда существует такая последователь-
ность u1 = u′,u2, . . . ,un = u′′ элементов многообразия U, что Sui ∩ Sui+1 6= ∅ для
всех i = 1, . . . , n − 1. Обозначим через ξM2 такую сюръекцию множества V al r(1) в
фактор-множество SM2/≡M2

, что ξM2(y) = S тогда и только тогда, когда существует
такое Su ∈ S, что y ∈ Su. Положим l2 = d(log |SM2 |) ·(log |K|)−1e и зафиксируем инъ-
екцию ηM2 фактор-множества SM2/≡M2

в множество K l2 . Определим отображение
r(2) равенством

r(2)(u) = (ηM2 ◦ ξM2)(r
(1)(ϕ−1

1 (u))) (u ∈ U). (25)
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Из (25) вытекает, что истинно равенство (ηM2 ◦ ξM2)(r(1)(q(1)
t+1)) = r(2)(ϕ1(q

(1)
t+1)),

т.е. функции выходов автомата (24), определенная равенством (25), удовлетворяет
требованиям, накладываемым на функцию выходов гомоморфного образа автомата
(23), если χ1 = ϕ1, χ2 – тождественное отображение, а χ3 = ηM2 ◦ ξM2 .

Рассмотрим автомат (22). Пусть SM1 =
⋃

i∈Zk

SM1,i, где SM1,i = {Su,i|u ∈ U}

(i ∈ Zk), а Su,i = r(1)
i (ϕ−1

1 (u)), а ≡M1 – такое отношение эквивалентности на мно-
жестве SM1 , что Su′,i1≡M1Su′′,i2 (u′,u′′ ∈ U; i1, i2 ∈ Zk) тогда и только тогда, когда
существуют такая последовательность элементов u1 = u′,u2, . . . ,un = u′′ много-
образия U и такая последовательность r1 = i1, r2, . . . , rn = i2 элементов множе-
ства Zk, что Suj ,rj ∩ Sui+1,rj+1 6= ∅ для всех j = 1, . . . , n − 1. Обозначим через
ξM1 такую сюръекцию множества

⋃
i∈Zk

V al r(1)
i в фактор-множество SM1/≡M1

, что

ξM1(y) = S тогда и только тогда, когда существует такое Su,i ∈ S, что y ∈ Su,i. Поло-
жим l2 = d(log |SM1 |) · (log |K|)−1e и зафиксируем инъекцию ηM1 фактор-множества
SM1/≡M1

в множество K l2 . Определим отображения r(2)
i (i ∈ Zk) равенствами

r(2)
i (u) = (ηM2 ◦ ξM2)(r

(1)
i (ϕ−1

1 (u))) (u ∈ U) (i ∈ Zk). (26)

Из (26) вытекает, что истинны равенства (ηM2 ◦ ξM2)(r
(1)
i (q(1)

t+1)) = r(2)
i (ϕ1(q

(1)
t+1))

(i ∈ Zk), т.е. функция выходов автомата (22), определенная равенствами (26),
удовлетворяет требованиям, которые накладываются на функцию выходов гомо-
морфного образа автомата (21), если χ1 = ϕ1, χ2 – тождественное отображение, а
χ3 = ηM2 ◦ ξM2 . ¤

Пример 3. Алгебраические кривые

v2 = a0v
n1
1 + a1v

n1−1
1 + · · ·+ an1 ,

u2 = b0u
n2
1 + b1u

n2−1
1 + · · ·+ bn2

над кольцом K определяют в K2 многообразия (см. пример 1.2), соответственно,

V = {(τ1, a0τ
n1
1 + a1τ

n1−1
1 + · · ·+ an1)|τ1 ∈ K},

U = {(τ2, b0τ
n2
2 + a1τ

n2−1
2 + · · ·+ bn2)|τ2 ∈ K}.

Зафиксируем элементы c, b0, . . . , bk ∈ Knon−d. Определим семейство Θ = {θi}i∈Zk

легко вычислимых отображений θi : K → K равенствами

θi(τ) = biτ (i ∈ Zk, τ ∈ K),

а пару биекций Φ = (ϕ1, ϕ2) (ϕ1 : V→ U, ϕ2 : K → K) – равенствами

ϕ1((τ, a0τ
n1 + a1τ

n1−1 + · · ·+ an1)) =

= (cτ, b0c
n2τn2 + a1c

n2−1τn2−1 + · · ·+ bn2) (τ ∈ K),
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ϕ2(τ) = cτ (τ ∈ K).

Пары (V, Θ) и (U, Θ) изоморфны, так как для биекций Φ = (ϕ1, ϕ2) истинны равен-
ства (19) и (20). Поэтому из теоремы 2 вытекает, что существуют такие отображения
Ψj : A(j)(V, Θ) → A(j)(U, Θ) (j = 1, 2), что автомат Ψj(Mj) (Mj ∈ A(j)(V)) – гомо-
морфный образ автомата Mj .

5. Заключение. В настоящей работе в терминах гомоморфизмов многообра-
зий над конечным кольцом охарактеризованы гомоморфизмы автоматов, опреде-
ленных на этих многообразиях. Рассмотрены два основные как с позиции теории,
так и с позиции приложений случая. В первом случае гомоморфизмы многообра-
зий определены посредством гомоморфизмов алгебр, заданных на многообразиях,
а функции переходов и выходов автоматов определены через унарные и бинарные
операции этих алгебр. Во втором случае гомоморфизмы многообразий определены
посредством гомоморфизмов множеств траекторий на многообразиях, определяе-
мых полиномиальными параметризациями многообразий, функции переходов авто-
матов обеспечивают движение автомата по указанным траекториям, а функциями
выходов автоматов – произвольные отображения многообразия в модуль над коль-
цом. Анализ свойств отображений Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2) в терминах
абстрактных свойств алгебр (V,F (1)

1 ∪F (1)
2 ) и (U,F (2)

1 ∪F (2)
2 ), а также свойств отоб-

ражений Ψj : A(j)(V,Θ1) → A(j)(U, Θ2) (j = 1, 2) в терминах свойств семейств легко
вычислимых отображений Θ1 и Θ2 представляет одно из дальнейших направлений
исследований.

Алгебраическая система на множестве многообразий над кольцом K, определя-
емая формулами (2)-(4), естественно определяет алгебраическую систему на мно-
жествах автоматов на многообразиях. Анализ свойств композиций отображений
Ψj : A(j)(V) → A(j)(U) (j = 1, 2) и Ψj : A(j)(V, Θ1) → A(j)(U, Θ2) (j = 1, 2),
соответствующих композициям автоматов, представляет другое направление иссле-
дований.
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Автоматы на многообразиях

V.V. Skobelev
On automata over varieties into a ring.

Automata over varieties into finite ring are determined. Homomorphisms of these automata are
characterized via homomorphisms of varieties for two basic cases. In the first case homomorphisms
of varieties are determined via homomorphisms of algebras determined onto varieties and automata
are determined via unary and binary operations of these algebras. In the second case homomorphisms
of varieties are determined via homomorphisms of sets of trajectories determined via polynomial
parametrization of varieties, transition mappings of automata provide moving of automata on these
trajectories, and output mappings of automata transforms varieties into some module over the ring.

Keywords: rings, varieties, automata.

В.В. Скобелєв
Про автомати на многовидах над кiльцем.

Визначено автомати на многовидах над скiнченним кiльцем. Охарактеризовано гомоморфiзми цих
автоматiв у термiнах гомоморфiзмiв многовидiв у наступних двох базових випадках. У першому
випадку гомоморфiзми многовидiв визначено за допомогою гомоморфiзмiв заданих на них алгебр,
а автомати визначено за допомогою унарних i бiнарних операцiй цих алгебр. У другому випадку
гомоморфiзми многовидiв визначено за допомогою гомоморфiзмiв множин траєкторiй, якi визна-
чаються за допомогою полiномiальних параметризацiй многовидiв, функцiї переходiв автоматiв
забезпечують їх рух вздовж вказаних траєкторiй, а функцiї виходiв автоматiв – довiльнi вiдобра-
ження многовида у модуль над кiльцем.

Ключовi слова: кiльця, многовиди, автомати.
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