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НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦIЇ РОЗРИВНИМ
СПЛАЙНОМ, КОЛИ ВУЗЛИ СПЛАЙНА
НЕ ЗБIГАЮТЬСЯ З РОЗРИВАМИ ФУНКЦIЇ

Побудовано та дослiджено розривнi апроксимацiйнi сплайни для наближення розривних функ-
цiй. Розроблено алгоритм пошуку розривiв функцiї однiєї змiнної за допомогою наближення її
побудованим розривним апроксимацiйним сплайном. Також розроблено алгоритм оптимального
визначення вузлiв наближуючого розривного сплайна. Наведено приклади.
Ключовi слова: розривна функцiя, розривна апроксимацiя, оцiнка похибки, знаходження розри-
вiв функцiї.

1. Вступ. Задачi дослiдження розривних функцiй виникають значно частiше,
нiж задачi дослiдження неперервних функцiй. Наприклад, при дослiдженнi внут-
рiшньої структури тiла людини корисно враховувати його неоднорiднiсть, тобто
рiзну щiльнiсть у рiзних частинах тiла (кiстки, серце, шлунок, печiнка тощо ма-
ють рiзну щiльнiсть, тобто щiльнiсть тiла є функцiєю з розривами першого роду на
системi поверхонь, що вiддiляють рiзнi його частини); при дослiдженнi кори Землi
за допомогою даних з кернiв свердловинного бурiння виникає задача вiдновлення
внутрiшньої структури кори мiж свердловинами. При цьому очевидним є той факт,
що щiльнiсть ґрунту в рiзних точках кори є неоднорiдною i найчастiше має розри-
ви першого роду в точках поверхонь, якi вiддiляють одну складову кори вiд iншої
(чорнозем, пiсок, глина, гранiт тощо).

Дослiдженню розривних функцiй присвяченi, наприклад, роботи [1]-[4], а наб-
лиження неперервних функцiй розглядається, наприклад, у роботах [5], [6]. У ро-
ботi [1] дослiджувалася задача рiвномiрного наближення неперервних та неперер-
вно-диференцiйовних функцiй розривними сплайнами однiєї змiнної. Вiдомi також
працi з наближення неперервних функцiй однiєї змiнної кусково-сталими функцiя-
ми [4], [6], в яких неперервнi та диференцiйовнi функцiї наближуються сплайнами
степеня нуль. Що стосується наближення розривних функцiй, то авторам невiдомi
загальнi методи сплайн-апроксимацiї та сплайн-iнтерполяцiї розривних функцiй за
допомогою розривних сплайнiв. Авторами вже були дослiдженi деякi питання наб-
лиження розривних функцiй розривними сплайнами для функцiй однiєї змiнної [7]
та для функцiй двох змiнних [8], [9].

Тi методи, що вже були побудованi припускають, що розриви наближуваної
функцiї вiдомi, i тому вони спiвпадають з розривами наближуючого сплайна. В
данiй роботi розробляється метод наближення розривних функцiй однiєї змiнної
розривними сплайнами, коли розриви наближуваної функцiї ще треба знайти. А та-
кож пропонується алгоритм оптимального вибору вузлiв наближуючого розривного
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сплайна.
2. Постановка задачi. Нехай задана функцiя однiєї змiнної f(x) на iнтервалi

[a, b] з можливими розривами першого роду, причому невiдомо, де вони знаходять-
ся. Метою роботи є побудова розривного апроксимацiйного сплайна для наближен-
ня розривної функцiї, побудованого на заданих вузлах xk, k = 1, n, якi розбивають
iнтервал [a, b] на n частин, та розробка алгоритму оптимального вибору вузлiв наб-
лижуючого сплайна.

3. Побудова розривного апроксимацiйного сплайна. Нехай xk, k = 1, n –
вузли наближуючого апроксимацiйного сплайна i деякi з них збiгаються з точками
розриву заданої розривної функцiї. Будемо будувати розривний апроксимацiйний
сплайн на кожному з вiдрiзкiв у виглядi формули

S(x) = Spk(x,C) = C+
k hk(x) + C−

k+1hk+1(x), k = 1, n− 1, (1)

hk(x) – базиснi полiноми з властивостями hi(xj) = δi,j , коефiцiєнти C+
k , C−

k+1 сплайна
знаходяться методом найменших квадратiв з умови

n−1∑

k=1

xk+1∫

xk

(f(t)− S(x))2dt → min
C

. (2)

Теорема 1. Оцiнка похибки наближення розривної функцiї f(x) ∈ C1[xk, xk+1]
k = 1, n− 1 розривним лiнiйним апроксимацiйним сплайном S(x) вигляду (1) на
кожному iнтервалi розбиття має вигляд:

– якщо f(x) ∈ C1[xk, xk+1], то

‖S(x)‖L∞[xk,xk+1] ≤ max{|f(xk)|, |f(xk+1|)}+
xk+1 − xk

2
|f ′(x)‖L∞[xk,xk+1], (3)

– якщо f(x) ∈ C2[xk, xk+1], то

‖S(x)‖L∞[xk,xk+1] ≤ max{|f(xk)|, |f(xk+1|)}+
(xk+1 − xk)2

8
‖f ′′(x)‖L∞[xk,xk+1], (4)

L∞[a, b] = lim
p→∞Lp[a, b].

Доведення. Згiдно формули (1) розривний лiнiйний апроксимацiйний сплайн на
кожному iнтервалi розбиття набуває вигляду

S(x) = C+
k

x− xk+1

xk − xk+1
+ C−

k+1

x− xk

xk+1 − xk
, x ∈ [xk, xk+1].

Розв’яжемо мiнiмiзацiйну задачу:

Jk(x) =

xk+1∫

xk

(f(x)− C+
k

x− xk+1

xk − xk+1
+ C−

k+1

x− xk

xk+1 − xk
)2dx → min

C
, k = 1, n− 1.
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Випишемо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь ∂Jk(C)

∂C+
k

= 0, ∂Jk(C)

∂C−k+1

= 0, вiд-

носно невiдомих C+
k , C−

k+1:





xk+1∫
xk

2(f(x)− C+
k

x−xk+1

xk−xk+1
+ C−

k+1
x−xk

xk+1−xk
) · (− x−xk+1

xk−xk+1
)dx = 0

xk+1∫
xk

2(f(x)− C+
k

x−xk+1

xk−xk+1
+ C−

k+1
x−xk

xk+1−xk
) · (− x−xk

xk+1−xk
)dx = 0,





C+
k

xk+1∫
xk

( x−xk+1

xk−xk+1
)2 + C−

k+1

xk+1∫
xk

x−xk
xk+1−xk

· x−xk+1

xk−xk+1
dx =

xk+1∫
xk

f(x) · x−xk+1

xk−xk+1
dx

C+
k

xk+1∫
xk

x−xk+1

xk−xk+1
· x−xk

xk+1−xk
dx + C−

k+1

xk+1∫
xk

( x−xk
xk+1−xk

)2dx =
xk+1∫
xk

f(x) · x−xk
xk+1−xk

dx.

В отриманiй системi зробимо замiну C+
k = f(xk+0)+ε+

k , C
−
k+1 = f(xk+1−0)+ε−k+1

i замiнимо f(x) iнтерполяцiйним полiномом Лагранжа iз залишковим членом R(x).
У результатi отримаємо наступнi вирази для iнтегральних членiв здобутої системи:

xk+1∫

xk

(
x− xk+1

xk − xk+1
)2dx =

xk+1 − xk

3
;

xk+1∫

xk

x− xk

xk+1 − xk
· x− xk+1

xk − xk+1
=

xk+1 − xk

6
;

xk+1∫

xk

(
x− xk

xk+1 − xk
)2x =

xk+1 − xk

3
;

xk+1∫

xk

f(x) · x− xk+1

xk − xk+1
dx =

1
3
(xk+1 − xk)f(xk + 0) +

1
6
(xk+1 − xk)f(xk+1 − 0)+

+

xk+1∫

xk

R(x)
x− xk+1

xk − xk+1
dx;

xk+1∫

xk

f(x) · x− xk

xk+1 − xk
dx =

1
6
(xk+1 − xk)f(xk + 0) +

1
3
(xk+1 − xk)f(xk+1 − 0)+

+

xk+1∫

xk

R(x)
x− xk

xk+1 − xk
dx.
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Отрмаємо систему наступного вигляду:




xk+1−xk

3 · ε+
k + xk+1−xk

6 · ε−k+1 =
xk+1∫
xk

R(x) · x−xk+1

xk−xk+1
dx

xk+1−xk

6 · ε+
k + xk+1−xk

3 · ε−k+1 =
xk+1∫
xk

R(x) · x−xk
xk+1−xk

dx.

(5)

Для аналiзу правих частин отриманої системи скориcтаємося формулами з ро-
боти [1]:

– якщо f(x) ∈ C1[xk, xk+1], то

‖f(x)− S(x)‖L∞[xk,xk+1] ≤
xk+1 − xk

2
· ‖f ′(x)‖L∞[xk,xk+1];

– якщо f(x) ∈ C2[xk, xk+1], то

‖f(x)− S(x)‖L∞[xk,xk+1] ≤ (
(xk+1 − xk)2

8
· ‖f ′′(x)‖L∞[xk,xk+1].

Використовуючи позначення ‖ε‖ = max{ε+
k , ε−k+1}, перепишемо систему (5) у

виглядi:
1) якщо f(x) ∈ C1[xk, xk+1], то

{
xk+1−xk

3 · ‖ε‖ ≤ xk+1−xk

6 · ‖ε‖+ ‖f ′(x)‖L∞[xk,xk+1] · (xk+1−xk

2 )2
xk+1−xk

6 · ‖ε‖ ≤ xk+1−xk

3 · ‖ε‖+ ‖f ′(x)‖L∞[xk,xk+1] · (xk+1−xk

2 )2.

З цiєї системи виходить, що

‖ε‖ ≤ xk+1 − xk

2
· ‖f ′(x)‖L∞[xk,xk+1]. (6)

2) якщо f(x) ∈ C2[xk, xk+1], то
{

xk+1−xk

3 · ‖ε‖ ≤ xk+1−xk

6 · ‖ε‖+ ‖f ′′(x)‖L∞[xk,xk+1] · (xk+1−xk)3

16
xk+1−xk

6 · ‖ε‖ ≤ xk+1−xk

3 · ‖ε‖+ ‖f ′′(x)‖L∞[xk,xk+1] · (xk+1−xk)3

8 .

З цiєї системи виходить, що

‖ε‖ ≤ (xk+1 − xk)2

8
· ‖f ′′(x)‖L∞[xk,xk+1]. (7)

З нерiвностей (6), (7) i випливає доведення теореми.
Теорема доведена.
Зауваження 1. Якщо функцiя f(x) = a(const) наближується розривним лiнiй-

ним сплайном вигляду (1) методом найменших квадратiв, то оцiнка (3) є точною,
якщо ж функцiя має вигляд f(x) = ax+b, то в оцiнцi (4) також досягається рiвнiсть.
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Наслiдок.Якщо наближувана функцiя f(x) є кусково-лiнiйною або кусково-
постiйною функцiєю з точками розриву x = xk, k = 1, n та наближуємо її кусково-
лiнiйним сплайном S(x), визначеним формулами (1)-(2), то отримаємо точно наб-
лижувану функцiю f(x), тобто S(x) = f(x).

Зауваження 2. Якщо C+
k = C−

k = S(xk), k = 1, n− 1, то побудований розривний
апроксимацiйний сплайн є неперервним лiнiйним апроксимацiйним сплайном.

4. Алгоритм оптимального вибору вузлiв наближуючого розривного
сплайна. Нехай xk, k = 1, n – вузли наближуючого сплайна, якi не збiгаються з
розривами заданої функцiї f(x). Викладемо алгоритм знаходження розривiв заданої
функцiї покроково.

Крок 1. Будуємо розривний апроксимацiйний сплайн S(x) на заданих вузлах
xk, k = 1, n за формулою (1), який на кожному iнтервалi розбиття може мати рiзний
аналiтичний вигляд Sk(x,C) з невiдомими C+

k , C−
k+1, k = 1, n− 1.

Крок 2. Знаходимо матрицю C невiдомих коефiцiєнтiв сплайна з умови (2).
При проведеннi обчислювального експерименту для мiнiмiзацiї використовувала-
ся стандартна процедура системи комп’ютерної математики MathCad – пiд назвою

Minimize(
n∑

k=1

xk+1∫
xk

(f(t)− Spk(t, C))2dt, C).

Пiсля пiдстановки знайдених коефiцiєнтiв у сплайн (1) отримаємо розривний
сплайн, що складається з функцiй Sk(x) = Spk(x,C), k = 1, n− 1.

Крок 3. На кожному з iнтервалiв [xk, xk+1], k = 1, n− 1 обчислюємо значення

J∗k = max
xk≤x≤xk+1

Jk(x); Jk(x) = |f(x)− Sk(x)|.

Означення. Якщо | lim
x→x+

q

f(x)− lim
x→x−q

f(x)| < ε, то функцiю f(x) будемо називати

ε-неперервною в точцi xq.
Крок 4. Якщо виконуються умови: 1) Jq < ε, Jq+1 < ε, де ε – задана точнiсть наб-

лиження; 2) f(x) є ε-неперервною в точцi xq+1, то вузол xq+1 видаляємо з розгляду.
Крок 5. З усiх Jk, k = 1, n− 1 обираємо максимальне значення W = max

1≤k≤n−1
(J∗k )

та дiлимо iнтервал, якому належить це максимальне значення, наприклад, W ∈
[xr, xr+1], r < n навпiл, тобто вводимо до множини вузлiв сплайна новий вузол x∗ =
xr + xr+1−x(r)

2 .
Крок 6. На новiй множинi вузлiв знову будуємо апроксимацiйний сплайн за фор-

мулою (1) та за формулою (2) знаходимо невiдому матрицю коефiцiєнтiв C. I далi
перевiряємо виконання умови max

x∈[a,b]
|f(x) − S(x)| < ε, де ε – задана точнiсть наб-

лиження. Якщо ця умова виконується, то ми отримали оптимальний вибiр вузлiв
наближуючого сплайна, серед яких знаходяться i розриви заданої функцiї. Якщо ж
вказана умова не виконується, то повертаємося до кроку 3.

Приклад 1. Нехай в областi D = [0, 1] задана функцiя (рис. 1)

f(x) =
{

4x2, x ∈ (0, 0.5];
2, x ∈ (0.5, 1].
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Тобто функцiя має один розрив першого роду в точцi x = 0.5.

Рис. 1. Графiчний вигляд функцiї f(x)

Обираємо вузли сплайна так, щоб вони не збiгалися з розривами заданої функцiї
x1 = 0, x2 = 0.3, x3 = 0.6, x4 = 1. Побудуємо розривний апроксимацiйний лiнiйний
сплайн у вигялдi формули (1), який у нашому випадку буде мати вигляд:

Sk(x,C) = C+
k

x− xk+1

xk − xk+1
+ C−

k+1

x− xk

xk+1 − xk
, xk ≤ x ≤ xk+1, k = 1, 3, (8)

де елементи матрицi C знаходимо з умови (2). Тобто будуємо розривний сплайн з
точками розриву у вузлах сплайна (рис. 2). Задамо точнiсть наближення ε = 0.01.

Рис. 2. Графiчний вигляд наближуваної функцiї (нежирна лiнiя) та побудованого сплайна (жирна
лiнiя)

Результат був отриманий за 24 iтерацiї. Наведемо результат деяких з них на рис. 3.
Тобто на 24-й iтерацiї сплайн S(x) наблизив задану функцiю f(x) з точнiстю ε.
При цьому оптимально обрали вузли сплайна, якi дорiвнюють x1 = 0, x2 = 0, 075,
x3 = 0, 15, x4 = 0, 3, x5 = 0, 5, x6 = 1.

Приклад 2. Нехай в тому ж iнтервалi [0, 1] задана функцiя (рис. 4).

g(x) =




−12x2 + 2, x ∈ (0, 0.4];
3− x, x ∈ (0.4, 0.7];
1, x ∈ (0.7, 1].
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Рис. 3. Графiчний вигляд наближуваної функцiї (нежирна лiнiя) та побудованого сплайна (жирна
лiнiя) на: а) 2-й iтерацiї; б) 3-й iтерацiї; в) 18-й iтерацiї; г) 24-й iтерацiї

Тобто ця функцiя має два розриви першого роду в точках x = 0.4 та x = 0, 7.
Оберемо вузли сплайна x1 = 0, x2 = 0.3, x3 = 0.6, x4 = 1. Побудуємо розривний

Рис. 4. Графiчний вигляд функцiї g(x)

апроксимацiйний лiнiйний сплайн у виглядi формули (8). Задамо точнiсть таку ж
як i в прикладi 1. На рис. 5 наведемо декiлька промiжних результатiв наближення.
Тобто на 37-й iтерацiї сплайн S(x) наблизив задану функцiю g(x) з точнiстю ε. При
цьому ми оптимально обрали вузли наближуючого сплайна, серед яких є i розриви
заданої функцiї.

x1 = 0, x2 = 0.075, x3 = 0.15, x4 = 0.225, x5 = 0.3, x6 = 0.375,

x7 = 0.4, x8 = 0.7, x9 = 1.
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Рис. 5. Графiчний вигляд наближуваної функцiї (нежирна лiнiя) та побудованого сплайна (жирна
лiнiя) на: а) 1-й iтерацiї; б) 5-й iтерацiї; в) 10-й iтерацiї; г) 15-й iтерацiї; д) 30-й iтерацiї; г) 37-й

iтерацiї

5. Висновки. Таким чином, у роботi розроблено алгоритм пошуку розривiв
функцiї однiєї змiнної за допомогою наближення її розривним апроксимацiйним
сплайном. Також розроблений алгоритм оптимального визначення вузлiв набли-
жуючого розривного сплайна. Наведено приклади, що пiдтверджують викладену
теорiю.

Надалi авторами планується дослiдити питання оптимального пошуку вузлiв
розривного сплайна для функцiй двох змiнних з ректангульованою областю визна-
чення.
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O.M. Lytvyn, Y. I. Pershina
Approach of discontinuous function by an discontinuous spline when spline knots do not
coincide with function ruptures.

Are constructed and investigated discontinuous approximational splines for approach of discontinuous
functions. The algorithm of search of ruptures of function of one variable by means of its approach by
constructed approximational spline is developed. Also the algorithm of optimum definition of knots of
an approaching discontinuous spline is developed. Examples are resulted.

Keywords: discontinuous function, discontinuous approximation, error estimation, finding of ruptures
of function.

О.Н. Литвин, Ю.И. Першина
Приближение разрывной функции разрывным сплайном в случае, когда узлы сплайна
не сходятся с разрывами функции.

Построены и исследованы разрывные аппроксимационные сплайны для приближения разрывных
функций. Разработан алгоритм поиска разрывов функции одной переменной с помощью прибли-
жения ее построенным разрывным аппроксимационным сплайном. Также разработан алгоритм
оптимального определения узлов приближающего разрывного сплайна. Приведены примеры.

Ключевые слова: разрывная функция, разрывная аппроксимация, оценка погрешности, нахож-
дение разрывов функции.
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