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СВОЙСТВА ДЕЛИТЕЛЕЙ НУЛЯ В АССОЦИАТИВНЫХ КОЛЬЦАХ

Систематически исследованы множества левых и правых делителей нуля в ассоциативных неком-
мутативных кольцах. Выделены два семейства множеств, определяемых, соответственно, левыми
и правыми делителями нуля. Показано, что эти семейства множеств определяют два семейства,
соответственно, правых и левых идеалов. Исследованы свойства этих семейств односторонних иде-
алов. Показано, что выделенные семейства множеств (а, следовательно, определяемые ими семей-
ства односторонних идеалов) применимы для анализа структуры множества решений уравнений с
параметрами, имеющими вид «произведение равно нулю», над ассоциативным некоммутативным
кольцом.
Ключевые слова: ассоциативные некоммутативные кольца, левые и правые делители нуля,
односторонние идеалы

1. Введение. В настоящее время наблюдается устойчивая тенденция исполь-
зования вычислений в кольцах вычетов в процессе решения задач преобразования
информации, в частности, криптографии (см., напр., [1-3]). Эта тенденция стиму-
лировала, с одной стороны, исследование автоматно-алгебраических моделей над
конечными кольцами, а, с другой стороны, исследование теоретико-множественных
и алгебраических свойств структуры колец с целью разработки математического
аппарата, применимого для систематического анализа соответствующих автоматно-
алгебраических моделей.

Исследование линейных и некоторых классов нелинейных автоматов над конеч-
ными ассоциативно-коммутативными кольцами с единицей [4, 5] показало, что при
их использовании в качестве математических моделей дискретных преобразовате-
лей информации актуальным становится анализ сложности решения задач иденти-
фикации (параметрической и начального состояния), а также структуры множеств
неподвижных точек автоматных отображений. Указанный анализ автоматически
сводится к анализу сложности решения систем уравнений (как правило, нелиней-
ных) с параметрами над соответствующим кольцом.

Известно, что поиск решения уравнения 2-й степени со многими переменными
над полем GF (2k) является NP-полной проблемой. Ситуация еще более усложняется
при решении уравнений с параметрами над кольцами с делителями нуля. Поэтому
актуальной становится задача систематического исследования свойств делителей
нуля в ассоциативных кольцах.

Целью настоящей работы и является систематическое исследование свойств де-
лителей нуля в ассоциативных не обязательно коммутативных кольцах с целью раз-
работки математического аппарата, применимого при решении уравнений с пара-
метрами, имеющих вид «произведение равно нулю».

Все не определяемые в работе алгебраические понятия – такие же, как и в [6].
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2. Основные понятия. Всюду под кольцом K = (K, +, ·) (|K| ≥ 2) понимается
ассоциативное не обязательно коммутативное кольцо.

Известно, что K = Kinv ∪Knon−inv, где Kinv и Knon−inv – множество, соответ-
ственно, обратимых и необратимых элементов кольца K. Множество Kinv опреде-
ляется следующим образом: Kinv = ∅, если K – кольцо без единицы, и Kinv = {x ∈
K|(∃x−1 ∈ K)(xx−1 = x−1x = 1)}, если K – кольцо с единицей. Отметим, что если
K – кольцо с единицей и u ∈ Knon−inv, то ul 6= 1 для всех l ∈ N.

Замечание 1. В некоммутативном кольце K с единицей определяются множество
K l−inv = {x ∈ K|(∃a ∈ K)(ax = 1)} обратимых слева элементов, а также множе-
ство Kr−inv = {x ∈ K|(∃b ∈ K)(xb = 1)} обратимых справа элементов. Ясно, что
K l−inv ⊇ Kinv и Kr−inv ⊇ Kinv, причем не исключается, что одно или оба из этих
включений могут быть строгими.

Таким образом, Knon−inv = K\Kinv. Отметим, что Knon−inv 6= ∅ для любого
кольца, так как 0 ∈ Knon−inv.

В свою очередь, известно, что Knon−inv = K ld ∪ Krd ∪ Knon−d ∪ {0}, где K ld

(соответственно, Krd) есть множество левых (соответственно, правых) делителей
нуля, а Knon−d = K\(K ld ∪Krd ∪ {0}).

Замечание 2. Если ab = 0 (a, b ∈ Knon−inv\{0}), то элемент a называется левым
делителем нуля, а элемент b – правым делителем нуля. В коммутативном кольце
K ld = Krd = Kd, а элементы множества Kd называются делителями нуля.

Нетрудно убедиться в том, что для множеств K ld и Krd истинны следующие
утверждения.

Утверждение 1. K ld 6= ∅ тогда и только тогда, когда Krd 6= ∅.
Утверждение 2. Если x ∈ K ld, то −x ∈ K ld, а если y ∈ Krd, то −y ∈ Krd.
Утверждение 3. Если x 6= 0, то x ∈ K ld ∩ Krd тогда и только тогда, когда

существуют такие элементы a ∈ K ld и b ∈ Krd, что ax = 0 и xb = 0.
Утверждение 4. Для любого элемента x ∈ K ld

ax ∈
{

K ld, если a ∈ Kinv ∪Knon−d

K ld ∪ {0}, иначе,

а для любого элемента y ∈ Krd

ya ∈
{

Krd, если a ∈ Kinv ∪Knon−d

Krd ∪ {0}, иначе.

Из утверждения 4 вытекает, что истинны следующие три следствия.
Следствие 1. Если x ∈ K ld\Krd (соответственно, y ∈ Krd\K ld), то ax ∈ K ld

(соответственно, yb ∈ Krd) для любого элемента a 6= 0 (соответственно, для
любого элемента b 6= 0).

Следствие 2. yx ∈ K ld ∩Krd ∪ {0} для любых x ∈ K ld и y ∈ Krd.
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Следствие 3. Если K ld 6= ∅ (или, что то же самое, Krd 6= ∅), то равенство
K ld ∩ Krd = ∅ истинно тогда и только тогда, когда (K ld, ·) и (Krd, ·) – подполу-
группы полугруппы (K, ·).

Утверждение 5. Для любого подкольца U = (U,+·) кольца K = (K, +, ·) ис-
тинны равенства K ld ∩ U = U ld и Krd ∩ U = U rd (и, следовательно, если U –
коммутативное подкольцо кольца K, то K ld ∩ U = Krd ∩ U = Ud).

Центром кольца K называется множество Kzntr всех таких элементов a ∈ K, что
ax = xa для всех x ∈ K. Для любого кольца K центр Kzntr – непустое множество
(так как 0 ∈ Kzntr), а Kzntr = (Kzntr, +, ·) – максимальное коммутативное подкольцо
кольца K.

Нетрудно убедиться в том, что истинны следующие утверждения, характеризу-
ющие множества K ld и Krd в терминах центра кольца.

Утверждение 6. Истинно равенство K ld ∩Kzntr = Krd ∩Kzntr.
Утверждение 7. K ld ⊆ Kzntr тогда и только тогда, когда Krd ⊆ Kzntr.
Утверждение 8. Если K ld ⊆ Kzntr (или, что то же самое, Krd ⊆ Kzntr), то

K ld = Krd.
Нетрудно убедиться в том, что истинны следующие утверждения, характеризу-

ющие множества левых и правых делителей нуля в терминах гомоморфизмов колец.
Утверждение 9. Если ϕ – гомоморфизм кольца K1 = (K1, +1, ·1) в кольцо K2 =

(K2, +2, ·2), то ϕ(K ld
1 ) ⊆ K ld

2 ∪ {0} и ϕ(Krd
1 ) ⊆ Krd

2 ∪ {0} (в частности, ϕ(K ld) ⊆
K ld ∪ {0} и ϕ(Krd) ⊆ Krd ∪ {0} для любого эндоморфизма ϕ кольца K).

Утверждение 10. Если ϕ – изоморфизм кольца K1 = (K1, +1, ·1) в кольцо
K2 = (K2, +2, ·2), то ϕ(K ld

1 ) ⊆ K ld
2 и ϕ(Krd

1 ) ⊆ Krd
2 (в частности, ϕ(K ld) ⊆ K ld

и ϕ(Krd) ⊆ Krd для любого изоморфизма ϕ кольца K в себя).
Утверждение 11. Если ϕ – автоморфизм кольца K, то истинны равенства

ϕ(K ld) = K ld и ϕ(Krd) = Krd.
Говорят, что в полугруппе (G, ·) выполняется закон сокращения, если истинно

следующее утверждение

(∀a, b, c ∈ G)((ac = bc ⇒ a = b)&(ca = cb ⇒ a = b)). (1)

Известно, что полугруппа (Kinv ∪ Knon−d, ·) является максимальной подполу-
группой полугруппы (K, ·), удовлетворяющей закону сокращения (отсюда, в част-
ности, вытекает, что для коммутативного кольца K существует расширение K̃, в
котором каждый элемент множества Knon−d обратим). Таким образом, подмноже-
ство K ld∪Krd ⊂ K полностью характеризует все свойства, связанные с нарушением
закона сокращения в кольце K (и во всех его расширениях).

Замечание 3.Формула (1) определяет двусторонний закон сокращения. В неком-
мутативном кольце K с единицей могут существовать такие обратимые слева эле-
менты a, что ax = ay ⇒ x = y, но xa = ya 6⇒ x = y, а также такие обратимые
справа элементы b, что xb = yb ⇒ x = y, но bx = by 6⇒ x = y. Таким образом,
подмножество K ld ∪ Krd ⊂ K полностью характеризует все свойства, связанные с
нарушением именно двустороннего закона сокращения в кольце K.

Всюду в дальнейшем считаем, что K ld 6= ∅ (и, следовательно, Krd 6= ∅).

194



Делители нуля в ассоциативных кольцах

Множества K ld и Krd однозначно определяют в кольце K системы непустых
множеств

Ar
x = {u ∈ Krd|xu = 0} (x ∈ K ld) (2)

и
Al

y = {v ∈ K ld|vy = 0} (y ∈ Krd). (3)

Из (2) и (3) непосредственно вытекает, что истинно следующее утверждение:

(∀a, b ∈ Knon−inv\{0})((ab = 0) ⇔ (a ∈ Al
b)&(b ∈ Ar

a)).

Отметим, что если K – коммутативное кольцо, то Ar
x = Al

x = Ax (x ∈ Kd).
Семейства множеств (2) и (3) играют важную роль для решения уравнений вида

«произведение равно нулю» над кольцом K. Проиллюстрируем это обстоятельство
следующим примером.

Пример 1. 1. Для любых n ∈ N и a1, . . . , an ∈ Knon−inv\{0} решение системы

уравнений aix = 0 (i = 1, . . . , n) имеет вид x ∈ {0} ∪
n⋂

i=1
Ar

ai
, а решение системы

уравнений xai = 0 (i = 1, . . . , n) имеет вид x ∈ {0} ∪
n⋂

i=1
Al

ai
.

2. Для любых a ∈ Knon−inv\{0} и n ∈ N решение уравнения axn = 0 имеет
вид x ∈ {0} ∪ {y ∈ Knon−inv|yn ∈ Ar

a}, а решение уравнения xna = 0 имеет вид
x ∈ {0} ∪ {y ∈ Knon−inv|yn ∈ Al

a}.
3. Для любого a ∈ K решение уравнения x2 + ax = 0 имеет вид

x ∈ {0,−a} ∪ {b ∈ Knon−inv|(b + a ∈ Knon−inv)&(b ∈ (Al
b − a) ∩Ar

b+a)},

а решение уравнения x2 + xa = 0 имеет вид

x ∈ {0,−a} ∪ {b ∈ Knon−inv|(b + a ∈ Knon−inv)&(b ∈ (Ar
b − a) ∩Al

b+a)}.

4. Решение уравнения f1(x)f2(y) = 0 имеет вид

(x, y) ∈ {(a, b) ∈ K2|(f1(a) = 0) ∨ (f2(b) = 0)}∪

∪{(a, b) ∈ K2|(f1(a) 6= 0)&(f2(b) 6= 0)&(f1(a) ∈ Al
f2(b))&(f2(b) ∈ Ar

f1(a))}.

Рассмотренный пример показывает, что исследование теоретико-множественных
и алгебраических свойств семейств множеств (2) и (3) имеет важное значение для
анализа структуры множества решений уравнений с параметрами, имеющими вид
«произведение равно нулю», над кольцом K.

3. Свойства семейств множеств Ar
x (x ∈ K ld) и Al

y (y ∈ Krd). Так как⋃
x∈Kld

Ar
x = Krd и

⋃
y∈Krd

Al
y = K ld, то семейство множеств Ar

x (x ∈ K ld) (соответствен-

но, семейство множеств Al
y (y ∈ Krd)) представляет собой покрытие множества Krd
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(соответственно, множества K ld) непустыми подмножествами. Соотношение между
этими покрытиями устанавливает следующее утверждение.

Предложение 1. Для любого кольца K истинны формулы

x ∈
⋂

u∈Ar
x

Al
u (x ∈ K ld), (4)

y ∈
⋂

v∈Al
y

Ar
v (y ∈ Krd). (5)

Доказательство. Из (2) вытекает, что истинна формула

(∀x ∈ K ld)(∀u ∈ Ar
x)(x ∈ Al

u),

откуда следует, что истинна формула (4).
Аналогичным образом, из (3) вытекает, что истинна формула

(∀y ∈ Krd)(∀v ∈ Al
y)(y ∈ Ar

v),

откуда следует, что истинна формула (5). ¤
Назовем множество Ir

x = Ar
x ∪ {0} (x ∈ K ld) правым аннулятором элемента x, а

множество I l
y = Al

y ∪ {0} (y ∈ Krd) – левым аннулятором элемента y.
Отметим, что если K – коммутативное кольцо, то Ir

x = I l
x = Ix (x ∈ Kd), а

множество Ix (x ∈ Kd) представляет собой аннулятор элемента x.
Предложение 2. Для любого кольца K каждое множество Ir

x (x ∈ K ld) является
правым идеалом, а каждое множество I l

y (y ∈ Krd) – левым идеалом.

Доказательство. Для любого x ∈ K ld и для любых a, b ∈ Ir
x

x(a± b) = xa± xb = 0± 0 = 0,

откуда вытекает, что a ± b ∈ Ir
x. Следовательно, (Ir

x, +) (x ∈ K ld) – подгруппа
аддитивной группы кольца K.

Аналогичным образом, для любого y ∈ Krd и для любых a, b ∈ I l
y

(a± b)y = ay ± by = 0± 0 = 0,

откуда вытекает, что a ± b ∈ I l
y. Следовательно, (I l

y,+) (y ∈ Krd) – подгруппа
аддитивной группы кольца K.

Для любого x ∈ K ld и для любых a ∈ Ir
x и b ∈ K

x(ab) = (xa)b = 0b = 0,

откуда вытекает, что ab ∈ Ir
x для любых a ∈ Ir

x и b ∈ K. Следовательно, каждое
множество Ir

x (x ∈ K ld) является правым идеалом кольца K.
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Аналогичным образом, для любого y ∈ Krd и для любых a ∈ I l
y и b ∈ K

(ba)y = b(ay) = b0 = 0,

откуда вытекает, что ba ∈ I l
y для любых a ∈ I l

y и b ∈ K. Следовательно, каждое
множество I l

y (y ∈ Krd) является левым идеалом кольца K. ¤
Таким образом, в каждом кольце K семейство множеств Ar

x (x ∈ K ld) опреде-
ляет семейство правых идеалов Ir

x (x ∈ K ld), а семейство множеств Al
y (y ∈ Krd) –

семейство левых идеалов I l
y (y ∈ Krd). Охарактеризуем эти семейства идеалов.

Предложение 3. В каждом кольце K истинны равенства

Ir
−x = Ir

x (x ∈ K ld), (6)

I l
−y = I l

y (y ∈ Krd). (7)

Доказательство. Зафиксируем элемент x ∈ K ld. Из утверждения 2 вытекает,
что −x ∈ K ld.

Пусть a ∈ Ir
x. Тогда xa = 0. Следовательно, (−x)a = −xa = −0 = 0, т.е. a ∈ Ir−x.

Итак, показано, что Ir
x ⊆ Ir−x.

Пусть a ∈ Ir−x. Тогда (−x)a = 0. Следовательно, xa = −(−x)a = −0 = 0, т.е.
a ∈ Ir

x. Итак, показано, что Ir−x ⊆ Ir
x.

Из включений Ir
x ⊆ Ir−x и Ir−x ⊆ Ir

x вытекает равенство (6).
Равенство (7) доказывается аналогично. ¤
Предложение 4. В каждом кольце K истинны включения

I l
u ∩ I l

v ⊆ I l
u+v (u, v, u + v ∈ Krd), (8)

I l
u ∩ I l

v ⊆ I l
u−v (u, v, u− v ∈ Krd), (9)

Ir
u ∩ Ir

v ⊆ Ir
u+v (u, v, u + v ∈ K ld), (10)

Ir
u ∩ Ir

v ⊆ Ir
u−v (u, v, u− v ∈ K ld). (11)

Доказательство. Зафиксируем элементы u, v ∈ Krd. Пусть a ∈ I l
u ∩ I l

v. Тогда
au = 0 и av = 0. Следовательно,

a(u± v) = au± av = 0± 0 = 0.

Отсюда вытекает, что если u + v ∈ Krd, то a ∈ I l
u+v, т.е. истинно включение (8), а

если u− v ∈ Krd, то a ∈ I l
u−v, т.е. истинно включение (9).

Включения (10) и (11) доказываются аналогичным образом. ¤
Произведением подмножеств X (X ⊆ K) и Y (Y ⊆ K) назовем множество XY ,

состоящее из всех таких конечных сумм
n∑

i=1
xiyi (n ∈ N), что xi ∈ X и yi ∈ Y для

всех i = 1, . . . , n.
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Предложение 5. В каждом кольце K для любых элементов x ∈ K ld и y ∈ Krd

множество I l
yI

r
x является двусторонним идеалом.

Доказательство. Так как (Ir
x,+) (x ∈ K ld) и (I l

y, +) (y ∈ Krd) – подгруппы
аддитивной группы кольца K, то (I l

yI
r
x, +) также является подгруппой аддитивной

группы кольца K.
Пусть u ∈ I l

yI
r
x. Тогда существует такое n ∈ N, что u =

n∑
i=1

viwi, где vi ∈ I l
y и

wi ∈ Ir
x для всех i = 1, . . . , n.

Так как множество I l
y – левый идеал и vi ∈ I l

y (i = 1, . . . , n), то avi = αi ∈ I l
y

(i = 1, . . . , n) для любого элемента a ∈ K. Следовательно,

au = a
n∑

i=1

viwi =
n∑

i=1

(avi)wi =
n∑

i=1

αiwi ∈ I l
yI

r
x

для любого элемента a ∈ K, т.е. множество I l
yI

r
x – левый идеал.

Аналогичным образом доказывается, что множество I l
yI

r
x – правый идеал.

Так как множество I l
yI

r
x является как левым, так и правым идеалом, то оно

является двусторонним идеалом кольца K. ¤
Элементы семейства I l

y (y ∈ Krd), а так же семейства Ir
x (x ∈ K ld) могут не

быть попарно различными, соответственно, левыми или правыми идеалами кольца
K. Проиллюстрируем это обстоятельство следующим примером.

Пример 2. Для кольца вычетов Zpk = (Zpk ,⊕, ◦) (p – простое число, а k ∈ N),
которое, как известно, является коммутативным, множество Zinv

pk состоит из всех
чисел a ∈ Zpk\{0}, взаимно-простых с числом p, а

Zd
pk = Zpk\(Zinv

pk ∪ {0}) = {api|a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1}.

Множества Aapi (a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1) имеют вид

Aapi = {bpj |b ∈ Zinv
pk ; j = k − i, . . . , k − 1}, (12)

а идеалы Iapi = Aapi ∪ {0} (a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1) определяют все собственные

идеалы кольца Zpk .
Из (12) вытекает, что Aa1pi = Aa2pi (i = 1, . . . , k − 1) для любых a1, a2 ∈ Zinv

pk и,
следовательно, Ia1pi = Ia2pi (i = 1, . . . , k − 1) для любых a1, a2 ∈ Zinv

pk .
Определив на множестве K ld отношение эквивалентности ∼l формулой

x1∼lx2 ⇔ Ar
x1

= Ar
x2

(x1, x2 ∈ K ld),

и выбрав по одному представителю a из каждого класса фактор-множества K ld/∼l,
получим все попарно-различные правые идеалы Ir

a , принадлежащие семейству пра-
вых идеалов Ir

x (x ∈ K ld). Аналогичным образом, определив на множестве Krd

отношение эквивалентности ∼r формулой

y1∼ry2 ⇔ Al
y1

= Al
y2

(y1, y2 ∈ Krd).
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и выбрав по одному представителю b из каждого класса фактор-множества Krd/∼r,
получим все попарно-различные левые идеалы I l

b, принадлежащие семейству левых
идеалов I l

y (y ∈ Krd).
Известно,что в любом кольце K для любого элемента u ∈ K\{0} последователь-

ность элементов
u, u2, . . . , un, . . .

удовлетворяет в точности одному из следующих трех условий:
Условие 1. Все элементы un (n ∈ N) попарно различны (что возможно только в

бесконечном кольце K).
Условие 2. Существует такое натуральное число nu ≥ 2, что u, . . . , unu−1 – по-

парно различные элементы множества K\{0} и unu = 0 (т.е. u – нильпотентный
элемент).

Условие 3. Существует такое натуральное число lu ≥ 2, что u, . . . , ulu−1 – попарно
различные элементы множества K\{0} и ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1.

Теорема 1. В каждом кольце K для любого элемента u ∈ K ld ∪ Krd, если
u, u2, . . . , uk (k ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0}, то истин-
ны включения

Ir
u ⊆ Ir

u2 ⊆ · · · ⊆ Ir
uk (u ∈ K ld), (13)

I l
u ⊆ I l

u2 ⊆ · · · ⊆ I l
uk (u ∈ Krd). (14)

Доказательство. Предположим, что u ∈ K ld и u, u2, . . . , uk (k ≥ 2) – попарно
различные элементы множества K\{0}.

Пусть a ∈ Ir
ui для некоторого i ∈ {1, . . . , k − 1}. Тогда uia = 0. Следовательно,

ui+1a = u(uia) = u0 = 0, т.е. a ∈ Ir
ui+1 .

Итак, показано, что Ir
ui ⊆ Ir

ui+1 для всех i = 1, . . . , k − 1. Отсюда вытекает, что
включения (13) истинны.

Включения (14) доказываются аналогичным образом. ¤
Для элементов множества K ld∪Krd ситуацию, определяемую условием 3, харак-

теризует следующая теорема.
Теорема 2. В каждом кольце K с единицей для любого элемента u ∈ K ld ∪

Krd, если u, . . . , ulu−1 (lu ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0}
и, кроме того, ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1, то истинны формулы

ui ∈ Al
ulu−i−1 ∩Ar

ulu−i−1, (15)

ulu−1 ∈ (Al
ui + 1) ∩ (Ar

ui + 1). (16)

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы.
Из равенства ulu = ui вытекает, что истинны равенства ui(ulu−i − 1) = 0 и

(ulu−i − 1)ui = 0.
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По условию теоремы ui 6= 0. Кроме того, так как u ∈ Knon−inv, то ulu−i 6= 1, т.е.
ulu−i − 1 6= 0.

Следовательно, из равенства ui(ulu−i − 1) = 0 вытекает, что ui ∈ Al
ulu−i−1

и
ulu−1 ∈ Ar

ui + 1, а из равенства (ulu−i − 1)ui = 0 вытекает, что ui ∈ Ar
ulu−i−1

и
ulu−1 ∈ Al

ui + 1.
Из соотношений ui ∈ Al

ulu−i−1
и ui ∈ Ar

ulu−i−1
вытекает, что истинна формула

(15), а из соотношений ulu−1 ∈ Ar
ui + 1 и ulu−1 ∈ Al

ui + 1 вытекает, что истинна
формула (16). ¤

Из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее следствие.
Следствие 4. В кольце K с единицей для любого элемента u ∈ K ld ∪Krd, если

u, . . . , ulu−1 (lu ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0} и, кроме
того, ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1, то истинны формулы

ui ∈ (I l
ulu−i−1 ∩ Ir

ulu−i−1)\{0},

ulu−1 ∈ ((I l
ui\{0}) + 1) ∩ ((Ir

ui\{0}) + 1).

4. Заключение. В настоящей работе исследованы теоретико-множественные и
алгебраические свойства семейств левых и правых идеалов, построенных на основе
семейств подмножеств, определяемых, соответственно, правыми и левыми делителя-
ми нуля в ассоциативных некоммутативных кольцах. Анализ свойств этих семейств
односторонних идеалов, формулируемых в терминах структуры тех или иных клас-
сов ассоциативных некоммутативных колец, представляет возможное направление
исследований. Другое направление связано с разработкой на основе построенного
математического аппарата методов анализа структуры множества решений различ-
ных типов уравнений с параметрами, имеющими вид «произведение равно нулю»,
над конечными ассоциативными некоммутативными кольцами.
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V.V. Skobelev
Properties of zero divisors in associative rings.

Sets of left and right divisors in associative non-commutative rings are examined systematically. There
are extracted two families of sets determined via, correspondingly, left and right zero divisors. It is
established that these families of sets determine two families of, correspondingly, left and right ideals.
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Properties of these families of one-sided ideals are investigated. It is established that extracted families
of sets (and, thus, determined families of one-sided ideals) can be applied into analysis the structure of
the set of solutions for equations with parameters, of the form «some product is equal to zero», over
associative non-commutative rings.

Keywords: associative non-commutative rings, left and right zero divisors, one-sided ideals.

В.В. Скобелєв
Властивостi дiльникiв нуля у асоцiативних кiльцях.

Систематично дослiджено множини лiвих та правих дiльникiв нуля для асоцiативних некомутатив-
них кiлець. Видiлено двi сiм’ї множин, якi визначено, вiдповiдно, лiвими та правими дiльниками
нуля. Встановлено, що цi сiм’ї множин визначають двi сiм’ї множин, вiдповiдно, правих та лiвих
iдеалiв. Дослiджено властивостi цих сiмей однобiчних iдеалiв. Встановлено, що видiленi сiм’ї мно-
жин (як наслiдок, ciм’ї однобiчних iдеалiв, якi визначено цими сiм’ями) може бути застосовано
для аналiзу структури множини розв’язкiв рiвнянь з параметрами, якi мають вигляд «добуток
дорiвнює нулю», над асоцiативними некомутативними кiльцями.

Ключовi слова: асоцiативнi некомутативнi кiльця, лiвi та правi дiльники нуля, однобiчнi iде-
али.
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