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ПРО ОДИН КЛАС НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ ЗI СКЛАДНОЮ
ЛОКАЛЬНОЮ БУДОВОЮ, БIЛЬШIСТЬ З ЯКИХ СИНГУЛЯРНI
АБО НЕДИФЕРЕНЦIЙОВНI

Дослiджується скiнченнопараметрична сiм’я функцiй, якi є або сингулярними, або звивистими,
зокрема, нiде не диференцiйовними. Вказано систему функцiональних рiвнянь, що визначає кож-
ну з таких функцiй в класi визначених та обмежених на [0, 1] функцiй. Вивчаються iнтегральнi,
диференцiальнi та фрактальнi властивостi функцiй даної сiм’ї.
Ключовi слова: сингулярна функцiя, звивиста функцiя, недиференцiйовна функцiя, самоафiнна
множина, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, s-кова система числення, перетворення, що зберi-
гають фрактальну розмiрнiсть.

1. Вступ. Неперервнi функцiї за своїми локальними властивостями часто прин-
ципово рiзняться. Мова йде не про гладкi функцiї, а про функцiї зi складною ло-
кальною будовою, якi мають “особливостi” в кожному як завгодно малому iнтервалi.
До цiєї “категорiї” функцiй вiдносять звивистi та сингулярнi функцiї. Першi не ма-
ють промiжкiв монотонностi, але в кожному як завгодно малому вiдрiзку мають
найбiльше та найменше значення. Теореми Банаха-Мазуркевича [8] та Замфiреску
[15] свiдчать про те, що сiм’ї таких функцiй “немалi” , а отже, заслуговують на ува-
гу . В останнiй час iнтерес до таких функцiй посилюється, їм присвячено чимало
робiт, зокрема [4, 10, 1, 2, 3, 5]. Для них iснує спiльна проблема – проблема наявностi
ефективного “апарату” задання та дослiдження. Слiдуючи принципу “вiд простого
до складного”, до цих пiр були вивченi функцiї, якi мають вiдносно простi локаль-
нi властивостi, а саме: володiють властивостями самоподiбностi та самоафiнностi.
Для цього класу функцiй ми шукаємо альтернативнi шляхи задання та вивчення,
вбачаючи в теорiї функцiональних рiвнянь деякий потенцiал.

Вiдмiнна вiд сталої неперервна функцiя, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь
(у розумiннi мiри Лебега) називається сингулярною. Простим прикладом такої є
функцiя Кантора – неперервна функцiя розподiлу на вiдрiзку [0, 1], яка зростає в
точках класичної множини Кантора i є постiйною на iнтервалах, сумiжних з нею (її
графiком є канторiвськi сходи).

Чи iснують строго зростаючi сингулярнi функцiї? Мало вiдомо, що ствердну
вiдповiдь на це, в свiй час непросте, запитання ще на початку 20-го столiття дав
Хелiнгер. Пiзнiше вони фiгурували в роботах Мiнковського [13], Серпiнського [7] та
iн. Вважається, що найпростiший приклад строго зростаючої сингулярної функцiї
належить Салему [14]. Сьогоднi iснують десятки робiт, в яких такi функцiї вивча-
ються (див. [4, 9]).

Тривалий час сингулярнi функцiї вiдносилися до класу математичної екзотики,
їх до цих пiр практично не можна зустрiти в унiверситетському курсi математич-
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ного аналiзу, тодi як добре вiдома теорема Лебега стверджує, що кожну монотонну
функцiю f можна розкласти в лiнiйну комбiнацiю α1fd + α2fac + α3fs (αi > 0,
α1 + α2 + α3 = 1) трьох монотонних функцiй: дискретної fd, абсолютно неперерв-
ної fac та сингулярної fs. Бiльше того, в 1981 роцi Т. Замфiреску [15] довiв, що
“бiльшiсть” неперервних монотонних функцiй є сингулярними, оскiльки останнi в
метричному просторi всiх неперервних монотонних функцiй з супремум-метрикою
утворюють множину другої категорiї Бера. Бiльш як за 100 рокiв розвитку теорiя
сингулярних функцiй збагачувалась в основному за рахунок iндивiдуальних теорiй
(дослiджувались окремi функцiї або скiнченнопараметричнi сiм’ї функцiй), загаль-
на ж теорiя до цих пiр є слабко розвинутою, вона мiстить невелику кiлькiсть ро-
зрiзнених фактiв. Разом з цим дослiдження сингулярних функцiй в останнiй час
активiзувалось завдяки їх зв’язку з теорiєю фракталiв.

Похiдна строго зростаючої сингулярної функцiї на довiльному, як завгодно ма-
лому, промiжку областi визначення принаймнi в однiй точцi є нескiнченною. Тому
iнтуїтивно здавалось, що перетворення пiд дiєю такої функцiї “сильно трансформу-
ють” простiр. Ця наївна думка спростована в [6, 10], де доведено, що iснують строго
зростаючi сингулярнi функцiї, якi зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича,
тодi коли деякi абсолютно неперервнi – нi.

Труднощi розвитку загальної та iндивiдуальної теорiї сингулярних функцiй по-
в’язанi з вiдсутнiстю ефективного апарату для їх задання та дослiдження. В остан-
нiй час для цього використовують рiзнi системи зображення дiйсних чисел i теорiю
рядiв. Часто сингулярнi функцiї виникають в дослiдженнях з теорiї ймовiрностей,
при вивченнi розподiлiв випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера та їх анало-
гiв [4], зокрема, нескiнченних згорток Бернуллi. Зазначимо, що сингулярнi функцiї
домiнують в класах функцiй розподiлу випадкових величин, цифри яких в тiй чи
iншiй системi зображення є незалежними.

Однiй сiм’ї вказаних функцiй присвячена дана робота.
2. Визначення функцiй системою функцiональних рiвнянь.Нехай 1 < s –

фiксоване натуральне число, A = {0, 1, ..., s − 1}, p0, p1, ..., ps−1 – дiйснi числа такi,

що p0 + p1 + ... + ps−1 = 1, β0 = 0, βk =
k−1∑

i=0

pi > 0, p∗ = max
i
|pi| < 1, k = 1, ..., s− 1.

Розглядається система з s функцiональних рiвнянь

f

(
i + x

s

)
= βi + pif(x), i = 0, 1, ..., s− 1. (1)

Якщо x = α1 · s + α2 · s−2 + ... + αn · s−n + ... ≡ ∆s
α1α2...αn..., то

i+x
s = ∆s

iα1α2...αn....
I тому система (1) може бути записана у виглядi

f
(
∆s

iα1α2...αn...

)
= βi + pif

(
∆s

α1α2...αn...

)
. (2)

Знайдемо функцiї, якi задовольняють систему (1), визначенi на [0, 1] i обмеженi.
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Теорема 1. Iснує лише одна функцiя f , яка задовольняє систему (1), є визна-
ченою в кожнiй точцi [0, 1] i обмеженою, причому її можна подати у виглядi:

f (x) = βα1 +
∞∑

k=2


βαk

k−1∏

j=1

pαj


 , де x = ∆s

α1α2...αn... . (3)

Доведення. Використовуючи рiвностi (2) m разiв, отримаємо розклад

f(x) = f(∆s
α1α2...αn...) = βα1 + pα1f(∆s

α2α3...αn...) =

= βα1 + βα2pα1 + pα1pα2f(∆s
α3α4...αn...) = ... =

= βα1 + βα2pα1 + ... + βαm

m−1∏

j=1

pαj +




m∏

j=1

pαj


 f(∆s

αm+1...αm+k...).

Цей процес можна продовжувати до нескiнченностi, оскiльки функцiя визначена
в усiх точках [0, 1], а отже, має змiст вираз f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...). Оскiльки
∣∣∣∣∣∣

m∏

j=1

pαj

∣∣∣∣∣∣
6 pm

∗ → 0(m →∞),
∣∣∣f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...)
∣∣∣ 6 C = const,

то залишковий член 


m∏

j=1

pαj


 f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...)

прямує до нуля, коли m →∞. Тому послiдовнiсть

Bm = βα1 + βα2pα1 + ... + βαm(pα1pα2 ...pαm−1)

має границю, що є значенням функцiї f в точцi x. Отже, має мiсце розклад (3). ¤
Доведемо коректнiсть визначення функцiї f рiвнiстю (3), тобто що її значен-

ня вiд двох рiзних зображень s-ково рацiонального числа x = ∆s
α1...αn−1αn(0) =

∆s
α1...αn−1(αn−1)((s−1)) спiвпадають. З цiєю метою розглянемо рiзницю

δ = f
(
∆s

α1...αn−1αn(0)

)
− f

(
∆s

α1...αn−1(αn−1)((s−1))

)
=

=




n−1∏

j=1

pαj




(
βαn − βαn−1 − βs−1pαn−1

(
1 + ps−1 + p2

s−1 + ... + pk
s−1 + ...

))
=

=




n−1∏

j=1

pαj


 (βαn − (βαn−1 + pαn−1)) = 0.
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Отже, значення спiвпадають i функцiя визначена коректно.
Лема 1. Функцiя f , визначена рiвнiстю (3), є неперервною в усiх точках [0, 1].
Доведення. Розглянемо довiльне x0 ∈ [0, 1] i рiзницю

f(x)− f(x0) =




m−1∏

j=1

pαj




(
f

(
∆s

αm(x)αm+1(x)...αm+k(x)...

)
− f

(
∆s

αm(x0)...αm+k(x0)...

))
,

де m ∈ N таке, що αi(x) = αi(x0) при i < m i αm(x) 6= αm(x0).
1) Якщо x0 – s-ково iррацiональна точка, то x → x0, що рiвносильно m →∞, i

|f(x)− f(x0)| 6 C
m−1∏

j=1

pαj → 0 (m → ∞),

тобто lim
x→x0

f(x) = f(x0) i функцiя f(x) є неперервною в точцi x0 за означенням.

2) Якщо x0 = ∆s
α1...αn−1αn(0) = ∆s

α1...αn−1(αn−1)((s−1)) – s-ково рацiональне число,
то можна скористатись мiркуваннями пункту 1), але при розглядi випадку, коли x
прямує до x0 злiва досить використати друге зображення числа x0, а коли x прямує
до x0 справа – перше. ¤

Наслiдок 1. Система функцiональних рiвнянь (1) в класi неперервних функцiй
на [0, 1] має єдиний розв’язок – функцiю, визначену рiвнiстю (3).

3. Умови монотонностi та звивистостi функцiй.
Означення 1. Вiдрiзок [∆s

c1...cm(0);∆
s
c1...cm((s−1))] називається цилiндром (або ци-

лiндричним вiдрiзком) рангу m з основою c1c2...cm. Його коротко позначатимемо:
∆s

c1c2...cm
, а прирiст функцiї f на цьому вiдрiзку через µf (∆s

c1...cm
), тобто

µf (∆s
c1...cm

) := f(∆s
c1...cm((s−1)))− f(∆s

c1...cm(0)).

Лема 2. Має мiсце рiвнiсть µf (∆s
c1c2...cm

) =
m∏

i=1

pci.

Справдi, використовуючи означення 1 i вираз значення функцiї (3), маємо

µf (∆s
c1c2...cm

) =

(
m∏

i=1

pci

)(
βs−1 − β0 +

∞∑

k=1

βs−1p
k
s−1

)
=

m∏

i=1

pci .

Наслiдок 2. Функцiя f є сталою на ∆s
c1c2...cm

лише тодi, коли iснує pck
= 0, де

k 6 m.
Наслiдок 3. Якщо всi pi > 0, то f є неспадною, а при pi > 0 – строго зроста-

ючою.
Лема 3. Якщо серед чисел p0, ..., ps−1 не iснує нуля i знайдеться pi < 0, то

функцiя не має жодного промiжку монотонностi (є звивистою [1]).
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Доведення. Припустимо, що при виконаннi умов леми знайдеться iнтервал (a, b) ⊂
[0, 1] монотонностi функцiї f . Тодi iснує s-ковий цилiндр ∆s

c1...cm
, який повнiстю на-

лежить (a, b), а отже, є промiжком монотонностi f .
Оскiльки p0p1...ps−1 6= 0, то µf (∆s

c1c2...cm
) 6= 0 i µf (∆s

c1c2...cm0) · µf (∆s
c1c2...cmi) < 0,

тобто на одному з цилiндрiв ∆s
c1c2...cm0, ∆

s
c1c2...cmi функцiя має додатнiй, а на iншому

– вiд’ємний прирiст, що суперечить монотонностi f на ∆s
c1c2...cm

. ¤
4. Самоафiннi властивостi. Нагадаємо, що перетворення (бiєктивне вiдобра-

ження множини на себе) простору R2 називається афiнним, якщо воно кожнi три
точки, якi лежать на однiй прямiй переводить в три точки, що теж лежать на однiй
прямiй.

Означення 2. Множина E ⊂ R2 називається самоафiнною, якщо iснує набiр ϕ1,
ϕ2, . . . , ϕn (n > 1) афiнних перетворень R2 таких, що

E = ϕ1(E) ∪ ϕ2(E) ∪ . . . ∪ ϕn(E), де ϕi(E) 6= ϕj(E) при i 6= j. (4)

Як вiдомо, кожне афiнне перетворення ϕi аналiтично задається формулами
{

x′ = a
(i)
11x + a

(i)
12y + x

(i)
0 ,

y′ = a
(i)
21x + a

(i)
22y + y

(i)
0 ;

причому

∣∣∣∣∣
a

(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 a

(i)
22

∣∣∣∣∣ 6= 0. (5)

Означення 3. Самоафiнною розмiрнiстю самоафiнної множини (4)-(5) нази-
вається число, яке є розв’язком рiвняння

n∑

i=1

∣∣∣a(i)
11a

(i)
22 − a

(i)
21a

(i)
12

∣∣∣
x
2 = 1.

Легко бачити, що самоафiннiсть множини є узагальненням самоподiбностi [4].
Можна довести, що самоафiнна розмiрнiсть є числом не меншим розмiрностi Хаус-
дорфа-Безиковича, а при деяких умовах спiвпадає з нею. Якщо самоафiнна множи-
на є самоподiбною, то її самоафiнна розмiрнiсть спiвпадає з самоподiбною розмiр-
нiстю.

Теорема 2. Якщо p0p1 . . . ps−1 6= 0, то графiк Γ функцiї (3) є самоафiнною мно-
жиною простору R2, причому

Γ = ϕ0 (Γ) ∪ ϕ1 (Γ) ∪ ... ∪ ϕs−1 (Γ) , (6)

де

ϕi :
{

x′ = 1
sx + i

s ,
y′ = βi + piy;

ϕi (Γ) ∩ ϕi+1 (Γ) = Ci+1

(
i + 1

s
;βi+1

)
. (7)

Cамоафiнна розмiрнiсть графiка Γ є розв’язком рiвняння

s−1∑

i=0

∣∣∣pi

s

∣∣∣
x
2 = 1.
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Доведення. Для доведення рiвностi (6) спочатку покажемо, що

ϕ0 (Γ) ∪ ϕ1 (Γ) ∪ ... ∪ ϕs−1 (Γ) ≡ G ⊂ Γ.

Справдi, розглянемо довiльну точку M графiка Γ

Γ 3 M(x; f(x))
ϕi−→ Mi

(
1
s
x +

i

s
;βi + pif(x)

)
= ϕi(M) ∈ Γ.

Тепер покажемо, що Γ ⊂ G. Нехай M(x; f(x)) ∈ Γ. Розглянемо число x1 =
∆2

α2(x)α3(x)... . Оскiльки α1(x) ∈ A, то f(x) = βi +pif(x1) i з того, що M(x1; f(x1)) ∈ Γ
випливає, що ϕi(M) = M(x; f(x)) ∈ G. Рiвнiсть (6) доведено.

Оскiльки

O(0; 0)
ϕi−→ Ci

(
i

s
; βi

)
, C(1; 1)

ϕi−→ Ci+1

(
i + 1

s
;βi+1

)
, i ∈ A,

то має мiсце рiвнiсть (7). Самоафiнна розмiрнiсть графiка Γ є розв’язком вказаного
рiвняння згiдно з означенням. ¤

5. Iнтегральнi властивостi.
Теорема 3. Для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть

1∫

0

f(x)dx =
1

s− 1
(β1 + β2 + ... + βs−1) .

Доведення. Використовуючи адитивну властивiсть iнтеграла Лебега, маємо

1∫

0

f(x)dx =

1
s∫

0

f(x)dx +

2
s∫

1
s

f(x)dx + ... +

1∫

s−1
s

f(x)dx =

=

1
s∫

0

p0f(∆s
α2(x)α3(x)...)dx +

2
s∫

1
s

[
p0 + p1f(∆s

α2(x)α3(x)...)
]
dx + ...+

+

1∫

s−1
s

[
βs−1 + ps−1f(∆s

α2(x)α3(x)...)
]
dx =

=
1
s
p0

1∫

0

f(x)dx + p0x|
2
s
1
s

+
1
s
p1

1∫

0

f(t)dt + ... + βs−1x|1s−1
s

+
1
s
ps−1

1∫

0

f(t)dt.

185



М.В. Працьовитий, А.В. Калашнiков

де t = ∆s
α2(x)α3(x)... . Звiдки

[
1− 1

s
(p0 + p1 + ... + ps−1)

] 1∫

0

f(x)dx =
s− 1

s

1∫

0

f(x)dx =

=
1
s
(p0 + (p0 + p1) + ... + (p0 + p1 + ... + ps−2)),

1∫

0

f(x)dx =
1

s− 1
(β1 + β2 + ... + βs−1) . ¤

6. Сингулярнi функцiї.

Лема 4. Якщо pi =
1
s
для всiх i ∈ A, то f(x) = x. Справдi, f

(
∆s

α1α2...αn...

)
=

α1

s
+

1
s
f

(
∆s

α2...αn...

)
= ... =

α1

s
+

α2

s2
+

α3

s3
+ ... = ∆s

α1α2...αn....

Лема 5. Якщо pi > 0, i = 0, s− 1, то f є неперервною функцiєю розподiлу на
[0, 1].

Доведення. Оскiльки f(0) = f(∆s
(0)) = 0 + p0f(∆s

(0)), то (1 − p0)f(∆s
(0)) =

0, а отже, f(0) = 0. Оскiльки f(1) = f(∆s
(s−1)) = βs−1 + ps−1f(∆s

(s−1)), то (1 −
ps−1)f(∆s

(s−1)) = βs−1 = 1− ps−1, а отже, f(1) = 1.
Нехай x1 < x2. Тодi iснує m таке, що αi(x1) = αi(x2) при i < m − 1 i αm(x1) <

αm(x2). Тому

f(x2)− f(x1) =




m−1∏

j=1

pαj (x1)


×

×

βαm(x2) − βαm(x1) +

∞∑

k=1


βαm+k(x2)

k−1∏

j=0

pαm+j(x2)


−

−
∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)





 .

Але
βαm(x2) − βαm(x1) = pαm(x1) + pαm(x1)+1 + ... + pαm(x2)−1 > pαm(x1),

ρ =
∞∑

k=1


βαm+k(x2)

k−1∏

j=0

pαm+j(x2)


−

∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)


 >

> −
∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)


 > −pαm(x1)

∞∑

k=0

[
βs−1p

k
s−1

]
= −pαm(x1).
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Тому f(x2) − f(x1) > 0 i функцiя f є неспадною. Таким чином, за лемою 1 i
доведеними властивостями, вона є неперервною функцiєю розподiлу на [0, 1]. ¤

Теорема 4. Функцiя f є функцiєю розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ з неза-
лежними однаково розподiленими s-ковими цифрами, а саме:

ξ = ∆s
η1η2...ηk..., де ηk − незалежнi i P{ηk = i} = pi, i = 0, s− 1.

Доведення. Згiдно з означенням функцiї розподiлу Fξ(x) = P{ξ < x}, але

{ξ < x} = {η1 < α1(x)} ∪ {η1 = α1(x), η2 < α2(x)} ∪ ...

∪{η1 = α1(x), η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} ∪ ...,

причому подiї, що входять до об’єднання, несумiснi. Враховуючи незалежнiсть ηk,

P{η1 = α1(x), η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} = βαk(x)

k−1∏

j=1

pαj(x).

А тому має мiсце рiвнiсть (3). Отже, f(x) = Fξ(x). ¤
Нагадаємо, що спектром неспадної функцiї називається множина всiх її точок

росту. Вiдомо [4], що спектр є замкненою, а для неперервної функцiї – досконалою
множиною.

Лема 6. [4] Якщо pi > 0, то спектром функцiї Fξ є множина SFξ
= {x : x =

∆s
α1...αn..., pαj > 0∀j ∈ N}, яка спiвпадає з [0, 1], коли pi > 0 для кожного i ∈ A, i є

нiде не щiльною самоподiбною нуль-множиною Лебега, множиною з самоподiбною
розмiрнiстю logs m, де m = #{i : pi > 0, i ∈ A}, коли iснує pi = 0.

Лема 7. Якщо в s-ково iррацiональнiй точцi x0 iснує похiдна f ′(x0), то

f ′(x0) = lim
n→∞

n∏

j=1

(
spαj(x0)

)
=

∞∏

j=1

(
spαj(x0)

)
. (8)

Доведення. Оскiльки x0 = ∆s
α1α2...αn... =

∞⋂
n=1

∆s
α1α2...αn

, то

f ′(x0) = lim
n→∞

µf

(
∆s

α1α2...αn

)

|∆s
α1α2...αn

| = lim
n→∞ sn

n∏

j=1

(
pαj(x0)

)
=

∞∏

j=1

(
spαj(x0)

)
. ¤

Наслiдок 4. Якщо iснує pm = 0, то функцiя f є сингулярною.
Зауваження. Якщо pi < 0, pm = 0, то f не є монотонною на [0, 1], але є сингу-

лярною.
Наслiдок 5. Якщо s|pi| > 1 для довiльного i = 0, s− 1, то функцiя f не має

скiнченної похiдної в жоднiй s-ково iррацiональнiй точцi вiдрiзка [0, 1].
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Теорема 5. Якщо всi pi > 0 i iснує pk 6= 1
s
, то функцiя f(x) = Fξ(x) є сингу-

лярною, строго зростаючою, якщо pi > 0, i = 0, s− 1, i канторiвського типу, якщо
iснує pm = 0.

Для pi > 0, i = 0, s− 1, сингулярнiсть Fξ вперше довiв Cалем [14], використавши
при цьому метод нормальних чисел. Пiзнiше для s = 2 це робилося в роботах [11,
12].

Якщо всi pi > 0, причому iснує pm = 0, то спектром функцiї Fξ буде множина
чисел, якi в своїх s-кових зображеннях не використовують цифру m. Вона, як вi-
домо, має нульову мiру Лебега. На сумiжних з цiєю множиною iнтервалах функцiя
є сталою, отже, має похiдну рiвну нулю. А тому сингулярнiсть функцiї в даному
випадку очевидна.

7. Функцiя Fξ як неперервне перетворення вiдрiзка [0, 1]. Кажуть [10],
що перетворення g вiдрiзка [0, 1] зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(·),
якщо для довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1] i ї ї образу E′ = g(E) розмiрностi
спiвпадають, тобто α0(E) = α0(E′). Якщо iснує борелiвська множина E ⊂ [0, 1]
така, що α0(E) 6= α0(E′), то кажуть, що перетворення g не зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича. Клас неперервних перетворень [0, 1] вичерпується строго
зростаючими функцiями розподiлу на [0, 1] та функцiями виду q(x) = 1 − F (x), де
F – функцiя розподiлу.

Теорема 6. Якщо серед додатних чисел p0, p1, ..., ps−1 iснує принаймнi одне чис-
ло, вiдмiнне вiд 1

s , то функцiя Fξ розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича не зберiгає.
Доведення. Нехай s = 2. Для кожного i ∈ {0, 1} розглянемо множину

D = D
[
2, ii

] ≡ {
x : x = ∆2

α1α2...αk..., де (αk, αk+1) 6= (i, i) ∀ k ∈ N
}

.

Очевидно, що D є самоподiбною множиною, оскiльки D
[
2, ii

]
= D1 ∪D2, де

D1 = ∆2
i−1 ∩D, D2 = ∆2

i(1−i) ∩D, причому D
1
2∼ D1 i D

1
4∼ D2.

Самоподiбна розмiрнiсть [4] множини D є розв’язком рiвняння (2)−x +(4)−x = 1,
тобто x = 1− log2(

√
5− 1), i спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Образом D при перетвореннi Fξ є множина D′ = {y : y = Fξ(x), x ∈ D}, яка є
самоподiбною: D′ = D′

1 ∪D′
2, де D′ p1−i∼ D′

1 = Fξ(D1), D′ p0p1∼ D′
2 = Fξ(D2), причому

D′
1 ∩ D′

2 = ∅. Рiвняння для визначення самоподiбної розмiрностi множини D′ має
вигляд

px
i + (p0p1)x = 1.

Оскiльки p0 6= 1
2 , то p0 < 1

2 або p1 < 1
2 . Розглянемо i таке, що pi < 1

2 . Покажемо,
що самоподiбнi розмiрностi множин D i D′ для такого i не спiвпадають.

Справдi, якщо pi < 1
2 , то

px
i <

(
1
2

)x

i (p0p1)x <

(
p0 + p1

2

)2x

=
(

1
4

)x

.
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Тому самоподiбна розмiрнiсть множини D менша, нiж в множини D′. Оскiльки
для даних множин розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спiвпадає з самоподiбною
розмiрнiстю, то функцiя Fξ розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича не зберiгає.

Нехай s > 2 i iснує pi 6= 1
s . Можливi випадки: 1) pi < 1

s ; 2) pi > 1
s . Множина

C ≡ C[s, V ] = {x : x = ∆s
α1...αn..., αn ∈ V = {j, k}}

i ї ї образ C ′ = f(C) є самоподiбними i їх самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з роз-
мiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Розмiрнiсть першої множини є розв’язком рiвняння 2 · s−x = 1, тобто x = logs 2,
другої – px

j + px
k = 1. Якщо pj i pk задовольняють одну з умов: a) одночасно бiльшi

1
s
, або меншi

1
s
; б) одне з них бiльше, а iнше рiвне

1
s
; в) одне менше, а iнше рiвне

1
s
,

то розв’язок останнього рiвняння не дорiвнює logs 2, а отже, множини C i C ′ мають
рiзнi розмiрностi.

Покажемо, що завжди iснує пара (j, k) така, що виконується одна з трьох вка-

заних умов. Справдi, якщо знайдеться pa =
1
s
, то виконується умова б) або в) i

{j, k} = {i, a}. Якщо pa 6= 1
s
∀ a ∈ A = {0, 1, ..., s−1}, то завжди серед p0, p1, ..., ps−1

знайдеться принаймнi два числа, якi є меншими або бiльшими
1
s
одночасно. Теорему

доведено. ¤
8. Диференцiальнi властивостi звивистих функцiй. Нехай серед чисел

p0, p1, ..., ps−1 є вiд’ємнi. Нагадаємо, що βi = p0 + p1 + ... + pi−1 > 0. В цiй ситуа-
цiї s > 2. Розглянемо випадок s = 3.

Лема 8. Якщо p1 · p2 < 0, то 3p0 > 1 або 3pj > 1, де pj > 0.
Доведення вiд супротивного. Нехай при виконаннi умов твердження одночасно

виконуються нерiвностi 3p0 6 1 i 3pj 6 1. Тодi

p0 + pj 6 2
3

або 1− pi 6 2
3
,

де i = {1, 2} − {j}. Звiдки pi > 1
3
, що суперечить вiд’ємностi pi. ¤

Теорема 7. Якщо p1 < 0, то функцiя f не має похiдної в жоднiй трiйково-
рацiональнiй точцi вiдрiзка [0, 1].

Доведення. Нехай x0 = ∆3
a1...an(0) = ∆3

a1...an−1(an−1)22...2... – трiйково рацiональна
точка. Розглянемо двi послiдовностi

x
′
k = x0 +

1
3n+k

= ∆3
a1...an−1an 0...01︸ ︷︷ ︸

k

(0)
, x

′′
k = x0 − 1

3n+k
= ∆3

a1...an−1(an−1)22...2︸ ︷︷ ︸
k

(0)
,

якi прямують до x0. Для них

f(x
′
k)− f(x0) = β1p

k−1
0

(
n∏

i=1

pai

)
= pk

0

(
n∏

i=1

pai

)
;
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f(x0)− f(x
′′
k) =

+∞∑

j=2

[
βαn+k+j(x0)

(
n−1∏

i=1

pai

)
· pan−1 · pk+j−1

2

]
=

= pk
2pan−1 ·

(
n−1∏

i=1

pai

)
[
β2 + β2p2 + β2p

2
2 + ...

]
= pk

2pan−1 ·
n−1∏

i=1

pai .

Звiдки

A
′
k =

f(x
′
k)− f(x0)
x
′
k − x0

= 3n+kpk
0

n∏

i=1

pai = (3p0)k(3pan)
n−1∏

i=1

3pai ;

A
′′
k =

f(x0)− f(x
′′
k)

x0 − x
′′
k

= (3p2)k(3pan−1)
n−1∏

i=1

3pai .

Зауважимо, що c1 =
n−1∏
j=1

3paj = const, c2 = 3pan · c1 = const, panpan−1 < 0. Тодi

1) при 3p0 > 1 i 3p2 > 1 одна з послiдовностей
(
A
′
k

)
,
(
A
′′
k

)
прямує до ∞, а iнша

до −∞;
2) при 3pi > 1 i 3p2−i < 1 одна з послiдовностей прямує до 0, а iнша до ±∞;
3) якщо ж 3pi = 1, то 3p2−i > 1, а отже, одна з послiдовностей

(
A
′
k

)
,

(
A
′′
k

)
є

сталою, а iнша прямує до ±∞.
В усiх випадках lim

k→∞
A
′
k 6= lim

k→∞
A
′′
k , що свiдчить про те, що f ′ (x0) не iснує. ¤

Наслiдок 6. Якщо p1 < −1
3 , а p0 = p2, то функцiя f є нiде не диференцiйовною.
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M.V. Pratsiovytyi, A.V. Kalashnikov
On a class of continuous functions with complicated local structure, most of with are
singular or non-differentiable.

We consider finite-parameter family of functions consisting of singular, nowhere monotone and nowhere
differentiable functions. We give the system of functional equations defining each of these functions in the
class of bounded functions defined on [0, 1]. Integral, differential and fractal properties of the functions
belonging to this family are studied.

Keywords: singular function, nowhere monotone function, non-differentiable function, self-affine set,
Hausdorff-Besicovitch, s-adic numeration system, fractal dimension preserving transformations.

М.В. Працевитый, А.В. Калашников
Об одном классе непрерывных функций со сложным локальным строением, большин-
ство из которых сингулярные или недифференцированные.

Исследуется конечнопараметрическое семейство функций, которые являются либо сингулярными,
либо извивающимися, в частности, нигде не дифференцируемыми. Указана система функциональ-
ных уравнений, определяющая каждую из таких функций в классе определенных и ограниченных
на [0, 1] функций. Изучаются интегральные, дифференциальные и фрактальные свойства функций
данного семейства.

Ключевые слова: сингулярная функция, извивающаяся функция, недифференцируемая функция,
самоаффинное множество, размерность Хаусдорфа-Безиковича, s-адическая система исчисления,
преобразования, сохраняющие фрактальную размерность.
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