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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ Ĉψ
β,∞ ОПЕРАТОРАМИ СПЕЦIАЛЬНОГО

ВИГЛЯДУ

Отримано асимптотичну рiвнiсть для точних верхнiх меж вiдхилень операторiв Uσ спецiального
вигляду в рiвномiрнiй метрицi на класах функцiй, визначених на дiйснiй осi та необов’язково пе-
рiодичних, (ψ, β)-похiднi яких належать одиничнiй кулi простору iстотно обмежених функцiй. У
деяких випадках отримана рiвнiсть дає розв’язок задачi Колмогорова-Нiкольського.
Ключовi слова: аппроксимацiя, оператори спецiального вигляду, задача Колмогорова–Нiкольсь-
кого.

У 1988 роцi О.I. Степанцем у роботах [1-3] були введенi класи L̂ψ
βN функцiй,

заданих на всiй дiйснiй осi. Наведемо їх означення.
Нехай L̂1 [1] – множина вимiрних на дiйснiй осi функцiй ϕ(·), якi мають скiнченну

норму ‖ϕ‖1̂ = sup
a∈R

a+π∫
a−π

|ϕ(t)|dt.

Через A [1] позначають множину всiх неперервних при t ≥ 0 функцiй ψ(t), якi
задовольняють умовам:

1. ψ(t) ≥ 0, ψ(0) = 0, ψ(t) зростає на вiдрiзку [0;1];

2. ψ(t) опукла вниз на промiжку [1;∞) i lim
t→∞ψ(t) = 0;

3. ψ′(t) := ψ′(t + 0) є функцiєю обмеженої варiацiї на [0;∞).

Через A′ [1] позначається пiдмножина всiх функцiй ψ ∈ A, для яких
∞∫
1

ψ(t)
t dt <

< ∞.
Нехай, далi, ψ(v) – функцiя, неперервна при всiх v ≥ 0 i β – фiксоване дiйсне

число, для яких майже при всiх t ∈ R iснує перетворення

ψ̂β(t) =
1
π

∞∫

0

ψ(v) cos
(

vt +
βπ

2

)
dv.

Згiдно пропозицiї 10 роботи [1], якщо ψ ∈ A′, то при всiх β ∈ R перетворення
ψ̂β(t) сумовне на R.

Через L̂ψ
β [1] позначають множину функцiй f ∈ L̂1, якi майже при всiх x можуть

бути поданими у виглядi згортки

f(x) = A0 +

∞∫

−∞
ϕ(x + t)ψ̂β(t)dt = A0 + (ϕ ∗ ψ̂β)(x), (1)
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де A0 – деяка стала, ϕ ∈ L̂1, а iнтеграл розумiється як границя iнтегралiв по про-
мiжках, що симетрично розширюються.

Функцiю ϕ(·) в рiвностi (1) називають (ψ, β)-похiдною функцiї f(·) i записують
ϕ(·) = fψ

β (·). У той же час функцiю f(·) називають (ψ, β)-iнтегралом функцiї ϕ(·) i
позначають f(·) = Iψ

β (ϕ, ·).
Якщо ϕ ∈ N ⊂ L̂1, то покладають f ∈ L̂ψ

βN. Пiдмножини неперервних функ-
цiй iз L̂ψ

βN позначаються Ĉψ
β N. У випадку, якщо N спiвпадає з множиною S∞ =

= {ϕ : ess sup
t∈R

|ϕ(t)| ≤ 1}, використовують позначення Ĉψ
β S∞ = Ĉψ

β,∞. Пiдмножини

перiодичних функцiй iз Ĉψ
β N є класи Cψ

β N, введенi О.I. Степанцем у 1983 роцi (див.,
наприклад, [4]).

Нехай Φ – сiм’я абсолютно неперервних при v ≥ 0, додатних, монотонно зрос-
таючих до нескiнченностi функцiй, таких, що ϕ(v) = 0 тодi й тiльки тодi, коли
v = 0, а H – сiм’я абсолютно неперервних i двiчi диференцiйовних на [0; 1] функцiй
iз обмеженою другою похiдною, таких, що F (0) > 0, F (1) = 1.

У якостi наближуючих агрегатiв для функцiй f ∈ L̂ψ
β,∞ будемо використовувати

оператори вигляду

Uσ(f ; x) = A0 +
1
π

∞∫

−∞
fψ

β

(
x +

t

σ

) ∞∫

0

λσ(v)ψ(σv) cos
(

vt +
βπ

2

)
dvdt, (2)

де при σ > 1
λσ(v) = 1− ϕ(σv)

ϕ(σ) F (v), 0 ≤ v ≤ 1,

λσ(v) = 0, 1 ≤ v,
(3)

ϕ ∈ Φ, F ∈ H.
Твердження 1 Нехай β ∈ R i ψ(v) – функцiя, абсолютно неперервна при всiх

v ≥ 0, причому ψ(0) sin βπ
2 = 0, ψ′ ∈ L2(0; a) при кожному a > 0 i ψ̂β ∈ L(R). Тодi,

якщо f ∈ L̂ψ
β i виконується одна з умов

|fψ
β (x)|

1+|x| ∈ L(R),
fψ

β (x)

1+|x| ∈ L2(R), то Uσ(f ;x) –
цiла функцiя експоненцiального типу, що не перевищує σ: Uσ(f ; x) ∈ Eσ.

Доведення. Покладемо γ(v) = ζσ(v) + iησ(v), де ζσ(v) = 1
2ψ(|v|)λσ(|v|) cos βπ

2 ,
ησ(v) = 1

2sign(v)ψ(|v|)λσ(|v|) sin βπ
2 , а функцiя λσ(v) задається спiввiдношенням (3).

Тодi, згiдно з (2) i (3) маємо Uσ(f ;x) = A0 + 1
π

∞∫
−∞

fψ
β (x + t)

σ∫
−σ

γ(v)eivtdvdt.

Для завершення доведення залишається скористатися твердженням з роботи [5,
c. 228], згiдно якого, якщо функцiя γ(v) абсолютно неперервна на [−σ;σ], γ(−v) =

γ(v), γ′ ∈ L2(−σ;σ) i функцiя h(x) така, що h(x)
1+|x| ∈ L(R), то згортка

∞∫
−∞

g(x +

t)h(t)dt, g(x) =
σ∫
−σ

γ(σ)eivxdv, належить Eσ.¤

Випадок наближення операторами Uϕ,F
σ на класах локально iнтегровних на дiйс-

нiй осi функцiй розглянутий у роботi [6] Л.А. Репетою. Зокрема, було встановлено,

44



Наближення класiв Ĉψ
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що за умов ψ ∈ A′, ϕ ∈ Φ, F ∈ H при σ →∞ має мiсце рiвнiсть

E(Ĉψ
β,∞;Uϕ,F

σ ) := sup
f∈Ĉψ

β,∞

max
t

∣∣f(t)− Uϕ,F
σ (f ; t)

∣∣ =
2|F (0) sin βπ

2 |
πϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv+

+O

(
ψ(σ) +

1
ϕ(σ)

+ σ|ψ′(σ)|+ σψ(σ)ϕ′(σ)
ϕ(σ)

+
σ|ψ′(σ)|

g(σ)
+

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv

)
, (4)

де функцiї g(t) = ϕ(t)ψ(t) при t ≥ 1 i σ ≥ 1 є монотонними та мають незмiнний
характер опуклостi.

Перiодичний випадок було дослiджено в роботах [7], [8]. Так, в роботi [8] показа-
но, що, якщо ψ ∈ M′

0 (див., наприклад, [1]), β ∈ R, F ∈ H, ϕ ∈ Φ i при t ≥ 1 функцiя
g(t) = ϕ(t)ψ(t) монотонна, не змiнює характер опуклостi та має неперервну похiдну,
то при n →∞ має мiсце рiвнiсть

E(Cψ
β,∞; Uϕ,F

n ) =
2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣


F (0)

ϕ(n)

n∫

1

g(t)
t

dt +

∞∫

n

ψ(t)
t

dt


 + O(1)rn,

де величина rn означається спiввiдношеннями:

rn = 1
ϕ(n) , g(t) опукла донизу та спадає,

rn = ψ(n), g(t) опукла догори та зростає або g(t) стала,
rn =

(
ϕ′(n)
ϕ(n) n + 1

)
ψ(n), g(t) опукла донизу та зростає,

(5)

O(1) – величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n i β.
У данiй роботi вивчається асимптотична поведiнка при σ → ∞ величин

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) за умови, що ψ ∈ A′0, де A′0 – множина, яка означається таким чином
[9, c. 193].

Кожнiй функцiї ψ ∈ A поставимо у вiдповiднiсть функцiю η(x) = η(ψ, x), пов’язану
при x ≥ 1 з ψ(x) спiввiдношенням ψ(η(x)) = 1

2ψ(x). Покладемо µ(t) = = t
η(t)−t . Тодi

A0 = {ψ ∈ A : 0 < µ(ψ; t) ≤ K < ∞}, A′0 = A0 ∩ A′.
Основний результат роботи мiститься в такому твердженнi.
Теорема 1. Нехай ψ ∈ A′0 i β ∈ R. Тодi якщо ϕ ∈ Φ, F ∈ H i при t ≥ 1 функцiя

g(t) = ϕ(t)ψ(t) є монотонною, має незмiнний характер опуклостi та неперервну
похiдну g′(t), то при σ →∞ має мiсце рiвнiсть

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) =
2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣


F (0)

ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv


 + O(1)rσ,

де величина rσ означається спiввiдношеннями:

rσ = 1
ϕ(σ) , g(t) опукла донизу та спадає,

rσ = ψ(σ), g(t) опукла догори та зростає або g(t) стала,
rσ =

(
ϕ′(σ)
ϕ(σ) σ + 1

)
ψ(σ), g(t) опукла донизу та зростає,

(6)
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а O(1) – величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
У подальшому будемо використовувати наступну лему, доведену в [10, c. 66].
Лемма 1. Нехай функцiя µ(u), u ≥ 0, – абсолютно неперервна на [0; 1], µ(0) =

= µ(1) = 0, i така, що її похiдну µ′(u) можна довизначити так, щоб збiгався

iнтеграл
1∫
0

u(1− u)|dµ′(u)|. Тодi для всiх N ≥ 1 справедлива оцiнка

∣∣∣∣∣∣
1
π

N∫

−N

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µ(u) cos
(

ut +
βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣
dt− 2

π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
1∫

N−1

|µ(u)|
u

du

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ K1

1∫

0

u(1− u)|dµ′(u)|+ K2

1−N−1∫

0

|µ(u)|
1− u

du, β ∈ R,

де K1 i K2 – абсолютнi сталi.
Нехай τσ(v) = (1− λσ(v))ψ(σv) при 0 ≤ v ≤ 1 i τσ(v) = ψ(σv) при 1 ≤ v.
Тодi згiдно з (3)

τσ(v) = ϕ(σv)
ϕ(σ) F (v)ψ(σv), 0 ≤ v ≤ 1,

τσ(v) = ψ(σv), 1 ≤ v.
(7)

Оскiльки класи Ĉψ
β,∞ є iнварiантними вiдносно зсуву по аргументу, то

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) = sup
f∈Ĉψ

β,∞

|ρϕ,F
σ (f ; 0)|, де ρϕ,F

σ (f ; x) := f(x)− Uϕ,F
σ (f ; x).

Зi спiввiдношень (1) i (2) для функцiй iз Ĉψ
β,∞ отримуємо наступне iнтегральне

зображення: ρϕ,F
σ (f ; 0) = 1

π

∞∫
−∞

fψ
β

(
t
σ

) ∞∫
0

τσ(v) cos
(
vt + βπ

2

)
dvdt, де функцiя τσ(v) за-

дається спiввiдношеннями (7).
З метою спрощення iнтегрального зображення для величини ρϕ,F

σ (f ; ·) доведемо
наступне твердження.

Лемма 2. Нехай ψ ∈ A′ i β ∈ R або ψ ∈ A i β = 2l, l ∈ Z. Тодi якщо ϕ ∈ Φ,
F ∈ H i при t ≥ 1 функцiя g(t) = ϕ(t)ψ(t) є монотонною, має незмiнний характер
опуклостi та неперервну похiдну g′(t), то мають мiсце оцiнки

N∫

−N

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

(τσ(v)− ψ(σ)v) cos
(

vt +
βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣
dt = 2

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
1∫

N−1

|τσ(v)|
v

dv + O(1)ασ, (8)

∞∫

−∞
|τ̂σ(t)|dt < ∞, (9)
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де функцiя τσ визначається формулою (7):

ασ = 1
ϕ(σ) , g(t) опукла донизу та спадає,

ασ = ψ(σ), g(t) опукла догори та зростає або g(t) стала,
ασ =

(
ϕ′(σ)
ϕ(σ) σ + 1

)
ψ(σ) + |ψ′(σ)|σ, g(t) опукла донизу та зростає,

N ≥ 1, ϕ′(t) := ϕ′(t + 0), ψ′(t) := ψ′(t + 0), а O(1) – величина, рiвномiрно обмежена
по σ, N i β.

Доведення леми. Доведення будемо проводити за схемою, застосованою в [8].
Покладемо νσ(v) = ψ(σ)v при 0 ≤ v ≤ 1 i νσ(v) = ψ(σv) при 1 ≤ v, а також

µσ(v) = τσ(v)− νσ(v) при v ≥ 0.

Встановимо збiжнiсть iнтеграла
1∫
0

v(1− v)|dµ′σ(v)|.

1∫

0

v(1− v)|dµ′σ(v)| =
1∫

0

v(1− v)|τ ′′σ (v)|dv = O(1)

[
1

ϕ(σ)

1∫

0

v(1− v)|(g(σv))′′|dv+

+
1

ϕ(σ)

1∫

0

v(1− v)|(g(σv))′|dv +
1

ϕ(σ)

1∫

0

v(1− v)|g(σv)|dv

]
.

Збiжнiсть кожного з iнтегралiв, що знаходяться в правiй частинi, випливає з
обмеженостi функцiй F (v), F ′(v), F ′′(v) i того факту, що функцiї g′(v), g′′(v) не
змiнюють знак при v ≥ 1. Врахувавши цi зауваження та проiнтегрувавши части-

нами, легко отримати оцiнку
1∫
0

v(1 − v)|dµ′σ(v)| = O(1)max
[1;σ]

g(v) = O(1)ασ. Отже,

1∫
0

v(1 − v)|dµ′σ(v)| < ∞. Функцiя µσ(v) задовольняє всiм умовам леми 1. Беручи в

цiй лемi в якостi µ(v) функцiю µσ(v), отримуємо

N∫

−N

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) cos
(

vt +
βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣
dt = 2

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
1∫

N−1

|µσ(v)|
v

dv+

+O(1)




1∫

0

v(1− v)|dµ′σ(v)|+
1−N−1∫

0

|µσ(v)|
1− v

dv


 . (10)

З метою вивчення залишкового члена в формулi (10) отримуємо оцiнку

1∫

0

|µσ(v)|
1− v

dv =

1∫

0

|τσ(v)− ψ(σ)v|
1− v

dv ≤
1∫

0

|τσ(v)− ψ(σ)|
1− v

dv + ψ(σ) =
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=
1

ϕ(σ)

1∫

0

|g(σv)F (v)− ψ(σ)|
1− v

dv + ψ(σ) ≤ K

ϕ(σ)

((
max

v∈[1;σ]
g(σ)

) 1∫

0

|1− F (v)|
1− v

dv+

+

1∫

0

|g(σv)− g(σ)|
1− v

dv + g(σ)

)
. (11)

Оскiльки функцiя |1−F (v)|
1−v обмежена на [0; 1], то, через монотоннiсть функцiї

g(v),

ψ(σ) ≤ K1

max
v∈[1;σ]

g(σ)

ϕ(σ)
≤ K2ασ. (12)

Далi, об’єднуючи спiввiдношення (10), (12) з отриманою в [8] нерiвнiстю
1∫
0

|τσ(v)−ψ(σ)v|
1−v dv ≤ ασ, одержуємо (8).

Iз (8) випливає оцiнка

∞∫

−∞
|µ̂σ(t)|dt =

1
π

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) cos
(

vt +
βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣
dt =

2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
1∫

0

|τσ(v)|
v

dv+

+O(1)ασ = O(1)
(

max
{

1
ϕ(σ)

, ψ(σ)
}

ln σ + ασ

)
< ∞. (13)

Як показано в [11, c. 186], для всiх σ ∈ N має мiсце нерiвнiсть

∞∫

−∞
|ν̂σ(t)|dt =

1
π

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

νσ(v) cos
(

vt +
βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣
dt < ∞. (14)

Аналiзуючи доведення спiввiдношення (14), бачимо, що обмеження σ ∈ N не вико-
ристовується при доведеннi. Тому нерiвнiсть (14) є справедливою при всiх дiйсних
значеннях σ.

Отже, з (13), (14) i нерiвностi
∞∫
−∞

|τ̂σ(t)|dt ≤
∞∫
−∞

|ν̂σ(t)|dt +
∞∫
−∞

|µ̂σ(t)|dt випливає

оцiнка (9). ¤
Доведення теореми. При доведеннi основного твердження роботи будемо слi-

дувати схемi отримання iнтегральних зображень, запропонованiй у [8], де було до-
слiджено перiодичний випадок. У цiй роботi при виконаннi умови σ ∈ N було отри-
мано наступну рiвнiсть:

ρσ(f ; 0) = − 1
π

sin
βπ

2

( ∫

|t|≤σ

fψ
β

(
t

σ

) 1∫

0

µσ(v) sin vtdvdt+
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+
∫

|t|≤1

fψ
β

(
t

σ

) ∞∫

1

ψ(σv) sin vtdvdt

)
+ O(1)ασ, (15)

де O(1) – величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
Розглянувши процес встановлення останньої оцiнки, неважко переконатися, що

вона залишається справедливою й у тому випадку, коли σ – довiльне дiйсне число.
З (15) отримуємо

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) ≤ 1
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣ sup
y∈S∞

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|t|≤σ

y

(
t

σ

) 1∫

0

µσ(v) sin vtdvdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

+
1
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣ sup
y∈S∞

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|t|≤1

y

(
t

σ

) ∞∫

1

ψ(σv) sin vtdvdt

∣∣∣∣∣∣∣
+ O(1)ασ ≤ 1

π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣×

×
∫

|t|≤σ

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) sin vtdvdt

∣∣∣∣∣∣
+

1
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
∫

|t|≤1

∣∣∣∣∣∣

∞∫

1

ψ(σv) sin vtdvdt

∣∣∣∣∣∣
+ O(1)ασ. (16)

Використовуючи твердження леми 2, маємо

∫

|t|≤σ

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt = 2

1∫

1
σ

|τσ(v)|
v

dv + O(1)ασ =

=
2

ϕ(σ)

1∫

1
σ

g(σv)
v

F (v)dv + O(1)ασ =
2

ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

F
( v

σ

)
dv + O(1)ασ.

Оскiльки за умовою теореми 1 функцiя g(v) є монотонною при v ≥ 1, то, засто-
совуючи формулу Лагранжа, за якою F (v) = F (0)+F ′(γ)v при γ ∈ (0; v) i v ∈ [0; 1],
а також згiдно з оцiнкою (11) одержуємо

∫

|t|≤σ

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt =

2F (0)
ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +
2

σϕ(σ)

σ∫

1

g(v)F ′(γ)dv + O(1)ασ =

=
2F (0)
ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +O(1)
(

1
F (σ)

max
v∈[1;σ]

g(v) + ασ

)
=

2F (0)
ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +O(1)ασ. (17)
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Згiдно з формулою (3.1.69) роботи [12, c. 142] для натуральних значень σ має
мiсце спiввiдношення

∫

|t|≤1

∣∣∣∣∣∣

∞∫

1

ψ(σv) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt = 2

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv + O(1)ψ(σ). (18)

Оскiльки умова σ ∈ N при встановленнi спiввiдношення (18) не використовувалася,
то воно є справедливим при всiх дiйсних значеннях σ. Об’єднуючи формули (16) –
(18) i (12), отримуємо нерiвнiсть

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) ≤ 2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
(

F (0)
ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv

)
+ O(1)ασ. (19)

Покажемо, що знайдеться функцiя f∗ ∈ Ĉψ
β,∞, для якої вiдхилення |ρ(f∗; 0)|

спiвпадає з правою частиною (19). З цiєю метою покладемо

ϕ∗(t) = sign
1∫
0

(τσ(v)− ψ(σ)v) sin σvtdv, 1
σ < |t| ≤ 1,

ϕ∗(t) = sign
∞∫
1

ψ(σv) sin σvtdv, |t| ≤ 1
σ .

При |t| > 1 довизначимо функцiю ϕ∗(t) так, щоб вона була 2π-перiодичною i задо-
вольняла умову |ϕ∗(t)| ≤ 1. Зрозумiло, що в класi Ĉψ

β,∞ iснує функцiя f∗(·), така,
що f∗ψβ (·) = ϕ∗(·). Покладаючи в рiвностi (15) f(·) = f∗(·) i враховуючи, що

∫

|t|≤1

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt = O(1)

(
ψ(σ) +

1
ϕ(σ)

max
v∈[1;σ]

g(v)
)

= O(1)ασ,

одержуємо

|ρ(f∗; 0)| = 1
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∫

|t|≤σ

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

µσ(v) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt +

∫

|t|≤1

∣∣∣∣∣∣

∞∫

1

ψ(σv) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣
dt

∣∣∣∣∣ + O(1)ασ.

(20)
Тепер, об’єднуючи рiвнiсть (20) з оцiнками (17) i (18), отримуємо

|ρ(f∗; 0)| = 2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣


F (0)

ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv


 + O(1)ασ.

Отже, у спiввiдношеннi (19) строгої нерiвностi бути не може. Помiчаючи, що для
дiйсних значень σ залишається справедливою нерiвнiсть |y′(σ)|σ ≤ Ky(σ), де y ∈

50



Наближення класiв Ĉψ
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∈ A0, y′(t) := y′(t+0) (див. формулу (12.10) роботи [12, c. 142], остаточно отримуємо

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,F

σ ) =
2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣


F (0)

ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv


 + O(1)rσ,

де величина rσ означається спiввiдношенням (6). ¤
Доведена теорема є розповсюдженням оцiнки (5) на неперiодичний випадок. Од-

ночасно з тим у порiвняннi з рiвнiстю (4) отримана оцiнка уточнює як головний член
i коефiцiєнт перед ним, так i залишковий член, показуючи його пряму залежнiсть
вiд поведiнки функцiї g(t).

Легко бачити, що твердження теореми забезпечує розв’язок задачi Колмогоро-
ва–Нiкольського у випадку, коли β 6= 2l, l ∈ Z, i rσ = o (max {A(σ), B(σ)}) при

σ →∞, де A(σ) = 1
ϕ(σ)

σ∫
1

g(v)
v dv, B(σ) =

∞∫
σ

ψ(v)
v dv.

Остання умова виконується, наприклад, у випадку, коли ϕ(v) = vs, s > 0, а
ψ(v) = v−s при v ≥ 1. Дiйсно, при такому виборi функцiй g(v) = 1, A(σ) = O

(
ln(σ)
σs

)
,

B(σ) = O
(

1
σs

)
, rσ = 1

σs , i rσ
max{A(σ),B(σ)} = rσ

B(σ) = 1
ln σ → 0, σ →∞.

Покладемо тепер ϕ(v) = v2 ln2 v, а ψ(v) = ln−2 v при v ≥ 1. Тодi, як легко
перевiрити, g(v) = v2, A(σ) = O

(
1

ln2 σ

)
, B(σ) = 1

ln σ , rσ = O
(

1
ln2 σ

)
. Як бачимо, у

цьому випадку rσ
max{A(σ),B(σ)} = rσ

B(σ) = 1
ln σ → 0, σ →∞.

Визначимо в рiвностi (3) функцiю F (v) за допомогою рiвностi Fα(v) = α(σ)+
+v2(1− α(σ)), де α(σ) – неперервна й обмежена при σ > 1 функцiя. Зрозумiло, що
Fα ∈ H, тому вiдповiдно до твердження теореми

E(Ĉψ
β,∞; Uϕ,α

σ ) =
2
π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣


α(σ)

ϕ(σ)

σ∫

1

g(v)
v

dv +

∞∫

σ

ψ(v)
v

dv


 + O(1)δσ, (21)

де δσ = O(1)rσ(|1− α(σ)|+ α(σ)), σ →∞.
Перевага функцiй Fα(v) полягає в тому, що при вдалому пiдборi α(σ) можна

впливати на поведiнку величини A(σ). Так, знову розглядаючи приклад, коли ϕ(v) =
vs, s > 0, а ψ(v) = v−s при v ≥ 1, згiдно з (21) отримуємо: якщо α(σ) = 1

σ , то

A(σ) = O
(

ln σ
σs+1

)
; якщо ж α(σ) = 1

lnθ σ
, 0 < θ < 1, то A(σ) = O

(
ln1−θ σ

σs

)
.

Отже, змiнюється не лише константа перед головним членом, але i швидкiсть
його спадання.
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D.S. Volkovnitskiy
Approximation of classes Ĉψ

β,∞ by operators of special type.

We obtain asymptotic equality for least upper bounds of deviations of operators Uσ of special type in
uniform metric on the classes of functions defined on real axis and not periodic that have (ψ, β)-derivative
from the space of essentially bounded functions. In some cases obtained equality can give the solution
of Kolmogoroff-Nikolskiy problem.

Keywords: approximation, operators of special type, Kolmogoroff–Nikolskiy problem.

Д.С. Волковницкий
Приближение классов Ĉψ

β,∞ операторами специального вида.

Получено асимптотическое равенство для точных верхних граней отклонений операторов Uσ специ-
ального вида в равномерной метрике на классах функций, определённых на действительной оси и
необязательно периодических, (ψ, β)-производные которых принадлежат единичному шару в про-
странстве существенно ограниченных функций. В некоторых случаях полученное равенство даёт
решение задачи Колмогорова-Никольского.

Ключовi слова: аппроксимация, операторы специального вида, задача Колмогорова-Никольского.
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