
 

© А.И. Песчанский, 2009 
58                                    ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2009, № 2 

TIДC  

МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ, ОПТИМАЛЬНЕ 
УПРАВЛІННЯ І ТЕОРІЯ ІГОР 

УДК 519.873 

ТЕХНИЧЕСКОЕ ОБСЛУЖИВАНИЕ МОНОТОННОЙ 
СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ СУММАРНОЙ НАРАБОТКИ НА 

ОТКАЗ КАЖДОГО ЕЕ ЭЛЕМЕНТА 

А.И. ПЕСЧАНСКИЙ 

Построена полумарковская модель технического обслуживания системы па-
раллельной структуры с учетом суммарной наработки на отказ каждого эле-
мента. Найдены стационарные показатели качества функционирования систе-
мы. Определены оптимальные величины наработок элементов для проведения 
предупредительного технического обслуживания. 

ВВЕДЕНИЕ 

В работах [1, 2] исследована надежность некоторых конкретных, часто 
встречающихся на практике восстанавливаемых систем с полнодоступным 
восстановлением. В общих предположениях относительно времен безотказ-
ной работы и восстановления элементов системы определены основные ста-
ционарные надежностные характеристики системы: коэффициент готовно-
сти, средняя наработка на отказ и среднее время восстановления системы. 

Одним из методов улучшения стационарных показателей качества 
функционирования системы является проведение предупредительного тех-
нического обслуживания (ТО) элементов при достижении ими определенно-
го «возраста жизни». Такая стратегия проведения ТО элементов для систе-
мы с последовательной структурой и восстанавливаемой системы с 
нагруженным резервом исследована в работах [3, 4]. В данной статье ре-
зультаты, полученные в [3, 4], обобщаются на случай систем с монотонной 
структурой [5]. Определяются стационарные и экономические показатели 
качества функционирования такой системы при указанной стратегии ТО ее 
элементов и устанавливаются оптимальные величины суммарных наработок 
элементов для проведения ТО с целью достижения наилучших значений 
стационарных характеристик. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Рассмотрим N -компонентную систему с монотонной структурой [5]. К по-
добным системам относятся, например, последовательные, дублированные, 
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мостиковые, « P  из N », а также системы с раздельно-общим резервирова-
нием. 

Время безотказной работы i -го элемента системы — случайная вели-
чина (СВ) iα  с функцией распределения (ФР) NitPtF ii ,1),()( =≤= α . Ин-
дикация отказа элемента осуществляется мгновенно, и начинается его вос-
становление (аварийное), которое длится случайное время iβ  с ФР =)(tGi  

)( tP i ≤= β , Ni ,1= . В момент времени, когда суммарная наработка на отказ 
i -го элемента («продолжительность жизни») достигает уровня iτ , начина-

ется его предупредительное ТО, длительность которого СВ p
iβ  с ФР 

)()( tPtG p
i

p
i ≤= β . 

Предполагается, что все СВ независимы, имеют абсолютно непрерыв-
ные ФР и конечные математические ожидания p

iii MMM ββα ,, . Очереди на 
восстановление не возникает. Как после ТО, так и после аварийного восста-
новления, все надежностные характеристики элементов полностью обнов-
ляются. Отключение и включение элементов в систему происходит мгно-
венно. Доход за единицу времени исправного функционирования, плата за 
единицу времени аварийного восстановления и за единицу времени ТО i -го 
элемента системы соответственно равны ii cc ,0  и .,1, Nic p

i =  
Система находится в работоспособном состоянии тогда и только тогда, 

когда, по крайней мере, одна из последовательных структур минимального 
пути [5] работоспособна. Система считается в отказе тогда и только тогда, 
когда, по крайней мере, одна из параллельных структур минимального сече-
ния [5] находится в нерабочем состоянии (по причине ТО или аварийного 
восстановления ее элементов). 

Требуется определить следующие показатели качества функциониро-
вания системы: стационарный коэффициент технического использования 

),...,( 1 NuK ττ , среднюю удельную прибыль ),...,( 1 NS ττ  на единицу кален-
дарного времени и средние удельные затраты ),...,( 1 NC ττ  на единицу вре-
мени исправного функционирования системы, а также величины суммарных 
наработок iτ  элементов, при достижении которых следует проводить ТО 
элементов для того, чтобы указанные показатели качества функционирова-
ния системы имели оптимальные значения. 

Функционирование системы опишем полумарковским процессом )(tξ  
с дискретно-непрерывным фазовым пространством состояний [1,2] 
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⎩⎨
⎧ == NiuxdiE

i
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, 

где компоненты вектора ( )Nddd ...,,1=  указывают на «физические» состоя-
ния элементов: 1=kd  — k -й элемент находится в работоспособном со-
стоянии; 0=kd  — аварийное восстановление; 2=kd  — состояние ТО; 
i  — номер элемента, изменившего свое «физическое» состояние послед-

ним. Компоненты вектора 
)(i

x  фиксируют время с момента последнего из-
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менения состояния i -го элемента до ближайших моментов изменения со-
стояний соответственно остальных элементов )0( =ix , причем, если 1=kd , 
то kx  — время до ближайшего аварийного отказа k -го элемента. Компо-
ненты вектора ( )Nuuu ...,,1=  равны суммарным наработкам соответствую-
щих элементов в момент последнего изменения состояния системы. Если 

2=kd , то считается, что kku τ= . В момент восстановления работоспособ-
ности i -го элемента после его ТО наработка этого элемента равна нулю 
( 0=iu ). 

Времена пребывания системы в указанных выше состояниях опреде-
ляются формулами 
 ( )kk

k
k

ik

d
iuxdi

ux
d

i
i −ΛΛ∧=

Ω∈≠
τγθ

1)(
)( , 

где Λ  — знак минимума; 1
dΩ  — совокупность номеров компонент вектора 

d , равных 1,  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

=
.2,
,0,
,1,

)(

i
p

i

ii

ii
d

i

d
d
d

i

β
β
α

γ  

Предположим, что для вложенной цепи Маркова (ВЦМ) { }0, ≥nnξ  
выполняются условия существования и единственности стационарного рас-
пределения )(⋅ρ , тогда [4] 
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где )(;)(1)(),(1)( kk
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0
∫ −++  — плотность прямого остаточного времени вос-

становления рекуррентного потока, порожденного СВ kα , 1)0,0( ≡kv ; 0
dΩ , 

2
dΩ  — совокупности номеров компонент вектора d , равных соответственно 

0 и 2. 
Разобьем фазовое пространство E  состояний системы на два непересе-

кающихся подмножества +E  — работоспособных и −E  — отказовых состо-
яний. 
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где ( )−+ DD  — множество векторов d , компоненты которых равны кодам 
«физических» состояний элементов системы, находящейся в подмножестве 
работоспособных (отказовых) состояний ( )−+ EE . 

Среднюю стационарную наработку на отказ +T , среднее стационарное 
время восстановления −T  и стационарный коэффициент технического ис-
пользования uK  системы найдем по формулам [1, 2] 
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где )(⋅ρ  — стационарное распределение ВЦМ { }0, ≥nnξ ; )(zm  — средние 
времена пребывания в состояниях системы; ),( +ΕzP , ( )),( −EzP  — вероят-
ности переходов ВЦМ { }0, ≥nnξ  из отказовых (работоспособных) состоя-
ний в работоспособные (отказовые). 

С учетом стационарного распределения ВЦМ (1) формулы (2) преобра-
зуются к виду 
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где −′+D  множество пограничных работоспособных «физических» состоя-
ний системы, т.е. множество векторов +∈Dd  таких, что изменение некото-
рой одной компоненты с 1 на 0 или 2 переводит вектор d  во множество 

−D ; )(dG  — множество номеров компонент вектора +′∈ Dd , изменение 

значения каждой из которых с 1 на 0 или 2 переводит вектор d  во множест-
во −D ; −′D  — множество пограничных отказовых состояний системы, т.е. 
множество векторов −∈Dd  таких, что изменение некоторой одной компо-

ненты с 0 или 2 на 1 переводит вектор d  во множество +D ; ( ))()( 20 dIdI  

— множество номеров компонент вектора −′∈Dd , изменение значения ка-

ждой из которых с 0 (2) на 1 переводит вектор d  во множество +D . 
Коэффициент технического использования (КТИ) ),...,( 1 NuK ττ  систе-

мы выразим структурной функцией ( )Nzz ,...,1ϕ  системы [5] и КТИ )( iiK τ  
i -го элемента — формулами [6]. 
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Пусть ωMM ,...,1  все различные множества элементов пути системы 
[5]. По определению, элементы, не принадлежащие множеству элементов 
пути, находятся в нерабочем состоянии, т.е. в состояниях 0 или 2. Формула 
(3) с помощью преобразования сумм произведений средних после неслож-
ных преобразований приводится к виду 
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Здесь структурная 
функция ϕ  задана в 
дизъюнктивной нормаль-
ной форме, однако ее 
можно представить мно-
гими эквивалентными спо-
собами, например, в ли-
нейной форме. 

Так, для последова-
тельной системы, дублиро-

ванной системы с нагруженным резервом и мостиковой системы (рис. 1) 
формула (4) запишется так: 

Рис. 1. Структура мостиковой системы 

2 4

1 5

3 
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Для определения среднего удельного дохода ),...,( 1 NS ττ  на единицу 
календарного времени и средних удельных затрат ),...,( 1 NC ττ  на единицу 
времени исправного функционирования системы используем формулы [7] 

 
∫

∫

∫

∫

+

==

Ε

Ε
c

Ε

Ε
s

dzzm

dzzfzm

C
dzzm

dzzfzm

S
)()(

)()()(
,

)()(

)()()(

ρ

ρ

ρ

ρ

, (5) 

где )(zf s , )(zfc  — функции, определяющие соответственно доход и затра-
ты в каждом состоянии. 

Функции )(zf s  и )(zfc  с учетом введенных обозначений имеют вид 
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После преобразований формулы (5) получаем 
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исправного функционирования i -го элемента. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ СРОКОВ ПРОВЕДЕНИЯ ТО ЭЛЕМЕНТОВ 

Задача определения оптимальных показателей качества функционирования 
системы сводится к отысканию абсолютных экстремумов функций (4), (6) и 
(7). Заметим, что для достижения максимальных значений КТИ 

),...,( 1 NuK ττ  и среднего удельного дохода ),...,( 1 NS ττ  необходимо и до-
статочно оптимизировать величину суммарной наработки каждого элемен-
та, чего нельзя утверждать относительно минимальных средних удельных 
затрат ),...,( 1 NC ττ  системы. 

Приравнивая нулю частные производные функций ( )NuK ττ ,...,1 , 
( )NS ττ ,...,1  и ( )NC ττ ,...,1 , получаем соответственно системы уравнений 

(8)–(10) для определения оптимальных значений наработок c
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Асимптотическое поведение процесса восстановления при ∞→τ  [5] 
позволяет утверждать, что достаточными условиями существования конеч-
ных решений систем уравнений (8)–(10) является выполнение соответствен-
но неравенств 
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где iDα  — конечная дисперсия СВ iα . 
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В случае существования единственных решений систем уравнений оп-
тимальные значения показателей качества функционирования системы оп-
ределяются формулами  
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Если системы уравнений имеют несколько решений, то оптимальные 
значения показателей качества находятся подстановкой каждого из них в 
формулу для случая единственного решения с последующим выбором наи-
лучшего из них. Отсутствие корней какого-либо j -го уравнения систем (8), 
(9) означает что функция ( ))()( jjjj SK ττ  является монотонной и ее экс-

тремум достигается при ∞→iτ . В этом случае в формулах (11) следует за-

менить )(∞jh  на 
jMα

1 . 

Если система уравнений (10) не имеет решений, то следует исследовать 
на минимум всевозможные функции, которые получаются из (7) в результа-
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−i го элемента нецелесообразно, поскольку его проведение ухудшает пока-

затель качества функционирования системы. 
В заключение приведем пример применения полученных результатов 

(табл. 1 и 2). Рассмотрим 
систему из трех элементов 
(рис. 2). Наработка на отказ 
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порядка с плотностями 
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Т а б л и ц а  1 .  Исходные данные системы 

Номер  
п/п iλ , 1ч−  M iα , ч iMβ , ч p

iMβ , ч
0
ic , 
ч/у.е.  

ic , 
ч/у.е.  

p
ic , 
ч/у.е.  

1 0,05 60 3 0,9 5 1 0,2 
2 0,1 30 10 3 7 3 2 
3 0,08 37,5 9 2 9 3 1 
 

1 

3

2

Рис. 2. Пример системы с монотонной структурой 
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Т а б л и ц а  2 .  Результаты расчетов 

Номер, 
п/п ч,k

iτ
max
uK  ∞

uK  ч,s
iτ  maxS  ∞S  ч,c

iτ  maxC  ∞C  

1 45,311 36,201 26,576
2 22,539 18,180 13,879
3 20,219

0,916 0,906 
16,310

16,608 15,892
10,124

0,973 1,521 

 

Здесь через ∞∞∞ CSKu ,,  обозначены показатели качества функциони-
рования системы в случае не проведения ТО элементов. Проведение ТО 
элементов улучшает эти показатели соответственно на 1,043%, 4,510%, 
36,019%. 
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