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Ïîñòðîåííîå Ãåññîì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîçâîëÿåò
èçó÷èòü ïîâåäåíèå ñëîæíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òèïè÷íîé äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêè. Íà ýòîì ÷àñòíîì ïðèìåðå, äîñêîíàëüíî èçó÷åííîì àíàëèòè÷åñêèìè è êà÷åñòâåííûìè ìåòîäàìè,
ìîæíî èññëåäîâàòü íåëèíåéíóþ äèíàìèêó ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû è ïîïûòàòüñÿ âûÿñíèòü îá-
ùèå âíóòðåííèå ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàþùèå ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû âîçìóùåííûå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ Ãåññà ïðè
íóëåâîé ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ïëîùàäåé. Ââåäåíû êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, óïðîùàþùèå àíàëèç
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Âû÷èñëåí èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà, õàðàêòåðèçóþùèé ïåðåñå÷åíèå ñåïà-
ðàòðèñ. Äàíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå àñèìïòîòè÷åñêè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà.

Ââåäåíèå. Ðåøåíèå Ãåññà [1] îáëàäàåò óíèêàëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè è êà÷åñòâåí-
íûìè ñâîéñòâàìè è ïîòîìó çàíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé äèíà-
ìèêå òâåðäîãî òåëà. Äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, íåñóùèå ðåøåíèå Ãåññà,
îïðåäåëÿþò ãðàíèöó õàîñà â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷èòü âîçìîæíûå
ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíûõ ê õàîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Â ýòîì ðåøåíèè óäèâè-
òåëüíûì îáðàçîì ñî÷åòàþòñÿ: èíâàðèàíòíûå òîðû, íåñóùèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâè-
æåíèÿ, ïðåäåëüíûå öèêëû è èçîëèðîâàííûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïðîñòåéøèå
äâèæåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâå-
ñèÿ, ãîìî- è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå äâèæåíèÿ, ÷àñòîòíûå ðåçîíàíñû è ðàñùåïëåíèÿ ñåïà-
ðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî íàèáîëåå çíà÷èìûå èäåè
è ðåçóëüòàòû äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî îáúÿñíåíû íà
îäíîì ïðèìåðå � ñëó÷àå Ãåññà çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îòíåñåííûå ê ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè
òâåðäîãî òåëà â åãî íåïîäâèæíîé òî÷êå, èìåþò âèä

Ġ = G× ω + µ(γ × r), γ̇ = γ × ω, (1)

ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, G = Aω � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, A = diag(A1, A2, A3)
� òåíçîð èíåðöèè, γ � îðò âåðòèêàëè, íàïðàâëåííûé ââåðõ, r � îðò, íàïðàâëåííûé èç
íåïîäâèæíîé òî÷êè ê öåíòðó òÿæåñòè òåëà, µ � ïðîèçâåäåíèå âåñà òåëà íà ðàññòîÿíèå
öåíòðà òÿæåñòè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå òåëà, ðàñïðåäåëåíèå
ìàññ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ãåññà [1]

r1

√
A1(A3 − A2) = r2

√
A2(A1 − A3), r3 = 0, A1 > A3 > A2. (2)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), òî óðàâíåíèÿ (1) äîïóñêàþò ëèíåéíîå èíâàðèàíòíîå ñî-
îòíîøåíèå [1]

r1G1 + r2G2 = 0. (3)
Èç óñëîâèé (2), ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî îãðàíè÷åíèÿ |r| = 1, íàéäåì

r2
1 =

A2(A1 − A3)

A3(A1 − A2)
, r2

2 =
A1(A3 − A2)

A3(A1 − A2)
. (4)
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Ôóíäàìåíòàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ Ãåññà âûïîëíèë Ï.À. Íå-
êðàñîâ: îí ñâåë çàäà÷ó ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, èç êîòîðîãî ïîëó÷èë
ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè, çàòåì èçó÷èë àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è îòìåòèë íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèé íà ñôåðå Ïóàññîíà. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Á.Ê. Ìëîäçååâñêîãî
è Ï.À. Íåêðàñîâà áûëè èçó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è
àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé. Âàæíûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ òåëà (â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè íóëåâîé ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé) áûëè îòìå÷åíû Í.Å. Æóêîâñêèì, èìåííî îí
íàçâàë ðàññìàòðèâàåìóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ëîêñîäðîìè÷åñêèì ìàÿòíèêîì Ãåññà.
Ïîëíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ Ãåññà âûïîëíåí À.Ì. Êî-
âàëåâûì [2]. Îcíîâàííàÿ íà ðåçóëüòàòàõ [2] äåòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ äâè-
æåíèé òâåðäîãî òåëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [3]. Ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñ â ñëó÷àå Ãåññà
èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [4�6]. Â ÷àñòíîñòè, Â.Â. Êîçëîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
µ èíâàðèàíòíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (3), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïàðó íåðàñùåïèâøèõñÿ ñåïàðàòðèñ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Â [5] áûëî ïðîäîëæå-
íî èçó÷åíèå ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñ âîçìóùåííîãî ñëó÷àÿ Ýéëåðà�Ïóàíñî è ïîêàçàíî,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ ñåïàðàòðèñû ðàñùåïëÿþòñÿ âñåãäà, êðîìå ñëó÷àÿ Ãåññà,
êîãäà äâå ïàðû ñåïàðàòðèñ îñòàþòñÿ ñäâîåííûìè, à äâå äðóãèå � ðàñùåïëÿþòñÿ. Ìå-
òîä ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïðèìåíåí â [7] äëÿ èçó÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà èíòåãðàëü-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íåñóùèõ ðåøåíèå Ãåññà. Òàì æå äàíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì êîíñòàíò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, ïîä÷èíåííîãî óñëîâèÿì
(2), ïðè íóëåâîé ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ïëîùàäåé è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ. Ââå-
äåíû íîâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ïîçâîëÿþùèå èçó÷àòü ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåê-
òîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåí èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà [8] âäîëü
íåâîçìóùåííîé îðáèòû, ñîåäèíÿþùåé óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûå öèêëû.
Äàíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå àñèìïòîòè÷åñêè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé íà áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè, èçó÷åí è îïèñàí ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé â
îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ Ãåññà. Óêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ Ãåññà
â íåïîäâèæíîì áàçèñå.

1. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè1.Äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèé òâåð-
äîãî òåëà â îêðåñòíîñòè èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ýéëåðà óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ êàíîíè-
÷åñêèå ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè. Ýòè æå ïåðåìåííûå íàøëè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷-
íûõ êîìïüþòåðíûõ ðåàëèçàöèÿõ ìåòîäà ñå÷åíèé Ïóàíêàðå [7, 9]. Èñïîëüçóåì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ [4]: OXY Z � íåïîäâèæíûé òðèýäð ñ íà÷àëîì â òî÷êå ïîäâåñà, Oxyz �
ãëàâíûå îñè èíåðöèè, Σ � ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-
òà G è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà. Òîãäà ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè
òàêîâû: G � ìîäóëü âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà G, L � ïðîåêöèÿ âåêòîðà G íà
ïîäâèæíóþ îñü Oz, M � ïðîåêöèÿ âåêòîðà G íà íåïîäâèæíóþ îñü OZ (âåðòèêàëü), g
� óãîë ìåæäó ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ Σ ñ ïëîñêîñòÿìè Oxy è OXY, l � óãîë ìåæäó îñüþ
Ox è ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ Σ ñ Oxy, m � óãîë ìåæäó îñüþ OX è ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ
Σ ñ OXY. Ñîïðÿæåííûå ñ G,L, M ïåðåìåííûå g, l, m ÿâëÿþòñÿ óãëàìè, èçìåíÿþùè-
ìèñÿ ïî ìîäóëþ 2π. Çàâèñèìîñòü ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îò êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

1Êðàòêèé êîììåíòàðèé îá èñòîðèè ñîçäàíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååòñÿ â ìîíîãðàôèè [4, ñ. 54].
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Î õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ è ðàñùåïëåíèè ñåïàðàòðèñ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ Ãåññà

Àíäóàéå�Äåïðè âûðàæåíà ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

G1 =
√

G2 − L2 sin l, G2 =
√

G2 − L2 cos l, G3 = L, (5)

γ1 = (sin ζ cos η + sin η cos ζ cos g) sin l + cos ζ sin g cos l,

γ2 = (sin ζ cos η + sin η cos ζ cos g) cos l − cos ζ sin g sin l,

γ3 = sin ζ sin η − cos η cos ζ cos g,

(6)

ãäå sin η = L/G, sin ζ = M/G. Ôîðìóëû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâû:

G = |G|, g = arcsin

(
(G2γ1 −G1γ2)√

G2
1 + G2

2

|G|
|G× γ|

)
,

L = G3, l = arctg(G1/G2), M = G · γ.

(7)

Çàïèøåì èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå (3) â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè
√

G2 − L2 sin (l + ϕ0) = 0, (8)

ãäå ïîñòîÿííûé óãîë

ϕ0 = arctg
(√

A1(A3 − A2)√
A2(A1 − A3)

)
∈ (0, π/2), (9)

îïðåäåëÿþùèé íåïîäâèæíóþ ïëîñêîñòü (èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî) â ïðîñòðàí-
ñòâå R3(G1, G2, G3), çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ òâåðäîãî òåëà. Ñ ó÷åòîì (5), (6) ãàìèëüòî-
íèàí ñèñòåìû ïðèìåò âèä

H =
1

2

[
(G2 − L2)(A−1

1 sin2 l + A−1
2 cos2 l) + A−1

3 L2
]
+

+µ [sin ζ cos η sin (l + ϕ0) + cos ζ sin η sin (l + ϕ0) cos g + cos ζ cos (l + ϕ0) sin g] .
(10)

Àíàëîãè÷íûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå G,L, M, g, l,m èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ Ãåññà íåîäíîêðàòíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5, 7]. Ìû ðåøèëè íàðóøèòü ñëî-
æèâøóþñÿ òðàäèöèþ è èçìåíèëè ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè â ïîäâèæ-
íîì áàçèñå Oxyz. Ïåðåîáîçíà÷åíèå îñåé èíåðöèè íåñóùåñòâåííî ïîâëèÿëî íà ñòðóêòóðó
ãàìèëüòîíèàíà (10), íî ïðè ýòîì óïðîñòèëîñü óðàâíåíèå (8). Óñïåõ äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàíèé ìû ñâÿçûâàåì èìåííî ñ ïðîñòîé àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èíâàðèàíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ Ãåññà.

2. Íîâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

S2 = 2(l + ϕ0)J1 + (g − l − ϕ0)J2 + mJ3

íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ

L =
∂S2

∂l
≡ 2J1 − J2, G =

∂S2

∂g
≡ J2, M =

∂S2

∂m
≡ J3,

θ1 =
∂S2

∂J1

≡ 2(l + ϕ0), θ2 =
∂S2

∂J2

≡ g − l − ϕ0, θ3 =
∂S2

∂J3

≡ m,

(11)
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êîòîðûå çàäàþò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ïåðåìåííûì (Ji, θi). Òîãäà èç (11) ñëå-
äóþò âûðàæåíèÿ

l =
θ1

2
− ϕ0, g = θ2 +

θ1

2
, m = θ3, J1 =

G + L

2
, J2 = G, J3 = M.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí (10) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

H̃ =J1(J1 − J2)(A
−1
1 − A−1

2 ) [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0] +
1

2
J2

2A−1
3 +

+µ [J1 sin (θ1 + θ2) + (J2 − J1) sin θ2]

√
J2

2 − J2
3

J2
2

+

+2µ sin
θ1

2

J3

√
J1(J2 − J1)

J2
2

.

(12)

Èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå Ãåññà ñëåäóåò èç (8):
√

J1(J2 − J1) sin
θ1

2
= 0. (13)

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû Ýéëåðà�Ïóàíñî,
ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì (2), â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè (â èíòåðïðåòàöèè [4, 5]) è â
íîâûõ ïåðåìåííûõ. Âûäåëåííûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñåïàðàòðèñàì. Æèðíîé ëèíèåé
è ïóíêòèðîì îòìå÷åíû ñåïàðàòðèñû, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ ðåøåíèÿ Ãåññà ïðè µ → 0.
Öèôðàìè 1�4 îòìå÷åíû ðàâíîìåðíûå âðàùåíèÿ, ê âðàùåíèÿì 1, 2 ñòðåìÿòñÿ ìàÿòíè-
êîâûå äâèæåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è.

0

4φ
0

2π

J

θ−G
0

G
0

2ππ0

l

L
G

0

1

1

0 

• ••

• •

• • •

•

2

4 

1 

2 2 2

4 3 

1 1 

3 

1 

à) â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè á) â íîâûõ ïåðåìåííûõ

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû Ýéëåðà�Ïóàíñî.

Íà íóëåâîì óðîâíå èíòåãðàëà ïëîùàäåé M = 0 ãàìèëüòîíèàí (12) ðàâåí

H =
c

2
J2

2 + κJ1(J1 − J2) [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0] +

+
µ

J2

[J1 sin (θ1 + θ2) + (J2 − J1) sin θ2] ,
(14)
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ãäå κ = (A−1
1 − A−1

2 ), c = A−1
3 . Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëû θ1,2 èçìåíÿþòñÿ ïî

ìîäóëþ 2π, à èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ J1,2 îãðàíè÷åíî íåðàâåíñòâàìè J2 > 0, J2 ≥ J1 ≥ 0.
Äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ

ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

θ̇i =
∂H
∂Ji

, J̇i = −∂H
∂θi

, i = 1, 2,

çàïèøåì èõ â ÿâíîì âèäå:

θ̇1 = κ(2J1 − J2) [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0] +
µ

J2

[sin (θ1 + θ2)− sin θ2] ,

J̇1 = κJ1(J1 − J2) sin (θ1 − 2ϕ0)− µ
J1

J2

cos (θ1 + θ2),

θ̇2 = cJ2 − κJ1 [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0]− µ
J1

J2
2

[sin (θ1 + θ2)− sin θ2] ,

J̇2 = − µ

J2

[J1 cos (θ1 + θ2) + (J2 − J1) cos θ2] .

(15)

Åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå ñèñòåìû (15), òî öèêëè÷åñêóþ êîîðäèíàòó θ3 íàéäåì êâàä-
ðàòóðîé èç óðàâíåíèÿ

θ̇3 = 2µ

√
J1(J2 − J1)

J2
2

sin
θ1

2
.

Ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû (15) íà ïëîñêîñòü R2(θ1, J1)
ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Âûäåëåííàÿ øòðèõïóíêòèðîì îáëàñòü èçîáðàæåíà ñïðàâà â óâåëè-
÷åííîì âèäå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ϕ0. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ñëåäó-
þùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ òâåðäîãî òåëà: µ = 0.01, A1 = 2.5, A2 = 2.0, A3 = 2.2.
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Ðèñ. 2. Ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (15) íà ïëîñêîñòü R2(θ1, J1).

3. ×àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15). Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ âåëè÷è-
íà ìîäóëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òâåðäîãî òåëà |G| = J2(t) áóäåò îñòàâàòüñÿ â ìàëîé
îêðåñòíîñòè ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ J2(0). Ðàññìîòðèì òî÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (15), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óðîâíÿì ýíåðãèè h, áëèç-
êèì ê h0 = cJ2

2 (0)/2 > µ.
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à) Ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Ïðè µ = 0 èìååì íåâîçìóùåííóþ ñèñòåìó

θ̇1 = κ(2J1 − J2) [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0] , J̇1 = κJ1(J1 − J2) sin (θ1 − 2ϕ0),

θ̇2 = cJ2 − κJ1 [cos (θ1 − 2ϕ0)− cos 2ϕ0] , J̇2 = 0.
(16)

Ýòà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà � îíà îïèñûâàåò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â èíòåãðèðóåìîì
ñëó÷àå Ýéëåðà. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (16) ìîæåò áûòü âûïèñàíî ïîñðåäñòâîì ýëëèï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé âðåìåíè. Èñïîëüçóåìûå äàëåå íåâîçìóùåííûå ñåïàðàòðèñû ñîîòâåò-
ñòâóþò äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (16):

1) θ1 = 0, J1 = J0
2/

(
eu(t−t0)+v + 1

)
, θ2 = cJ0

2 (t− t0) + θ0
2, J2 = J0

2 , (17)
2) θ1 = 4ϕ0, J1 = J0

2/
(
e−u(t−t0)+v + 1

)
, θ2 = cJ0

2 (t− t0) + θ0
2, J2 = J0

2 , (18)

ãäå θ0
i , J

0
i � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè t = t0, ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû îáîçíà÷åíû ÷åðåç

u = −κJ0
2 sin 2ϕ0 > 0, v = ln

(J0
2 − J0

1 )

J0
1

∈ (−∞,∞).

á) Ðåøåíèå Ãåññà. Èç ðåçóëüòàòîâ Ãåññà [1, �12] ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ (15) äîïóñêàþò äâà èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

θ1 = 0, J1 − C1J2

C1 + C2eλθ2
= 0, (19)

ãäå λ = −κA3 sin 2ϕ0 = 2

√
(A1 − A3)(A3 − A2)√

A1A2

> 0, C1,2 = const, C2
1 + C2

2 > 0.

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå (15) ñâîäèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì êâàäðàòóðàì

J̇2
2

= µ2 −
( c

2
J2

2 − h
)2

, θ2 = arcsin

(
2h− cJ2

2

2µ

)
, (20)

ãäå h � êîíñòàíòà èíòåãðàëà ýíåðãèè (14), îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïå-
ðåìåííûõ.
â)Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ h > µ, C1,2 6= 0 âñå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óðàâíåíèÿì (19),(20), ÿâëÿþòñÿ äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ïðè
t → ±∞ ê äâóì ðàçëè÷íûì ïðåäåëüíûì öèêëàì. Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ èíâàðèàíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ (19) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

1) θ1 = 0, J1 = 0; 2) θ1 = 0, J1 = J2.

Ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ âûðàæàþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ âðåìåíè, òàê êàê ïå-
ðåìåííûå J2, θ2 ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (20).

Èç (5),(11) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå óãëà θ1 íå îïðåäåëåíî äëÿ J1 = 0 è J1 = J2. Ýòî
âûðîæäåíèå íå ñóùåñòâåííî, òàê êàê ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ìàÿòíèêà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïðèâåäåííûì ðàâåíñòâàì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìåíüøèì ÷èñëîì ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ. Åñëè J1 = o(µ), òî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà (14) èñêëþ÷èì J2 èç ïåðâîãî
è òðåòüåãî óðàâíåíèé (15). Äàëåå çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = ctg(θ1/2), τ = θ2 ïîëó÷èì
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ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y
′
+a1(τ)y+a2(τ) = 0, êîòîðîå ïðîñòî èíòåãðè-

ðóåòñÿ. Åñëè J2 − J1 = o(µ), òî àíàëîãè÷íîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå
çàìåíû y = ctg(θ1/2), τ = θ1+θ2. Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü y(τ) ïîçâîëÿåò èçó÷èòü θ1(t)
â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé.

4. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15). Ìàëûå âîçìóùåíèÿ òî÷íûõ ðåøå-
íèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñåìåéñòâ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé íà óðîâíÿõ ýíåðãèè h, áëèçêèõ ê h0 = cJ2

2 (0)/2 > µ. Ïðèâåäåì
ôîðìóëû, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (15).
ã) Ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ìàÿòíèêîâûì. Îòëè÷íûå îò ãåññîâûõ àñèìïòîòè÷åñêè ìàÿò-
íèêîâûå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (2), áûëè îáíàðóæå-
íû Ã.Â. Ãîððîì, Þ.Ï. Âàðõàëåâûì â ðàáîòå [10]. Â ÷àñòíîñòè, èìè áûëè âû÷èñëåíû
äåéñòâèòåëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ±λ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ïåðâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ, çàïèñàíî îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâèæåíèé, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿùèõñÿ ê âðàùåíèþ ìàÿòíè-
êà âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïîñòðîåíû ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ìàÿòíèêîâûì. Ýòîò êëàññ àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé òâåðäîãî òå-
ëà íàéäåí â ïðåäïîëîæåíèÿõ r1G1 + r2G2 6= 0, h > µ, M = 0. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
ðÿäû Ëÿïóíîâà, âûïèñàííûå â òåðìèíàõ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé
ñòðóêòóðû, íåïðèãîäíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé äàæå â
ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé âíå ýòîé îêðåñòíîñòè îñòà-
åòñÿ íåèçó÷åííûì. Ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé µ.

Îáîçíà÷èì θ∗2(t) = cJ0
2 (t− t0) + θ0

2 è ðàññìîòðèì äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ

T̃1 : θ1 = 4ϕ0 + µ(d11 sin θ∗2 + d12 cos θ∗2), J1 = o (µ),

θ2 = θ∗2 +
µ

c(J0
2 )2

cos θ∗2, J2 = J0
2 −

µ

cJ0
2

sin θ∗2;

T̃2 : θ1 = 4ϕ0 + µ(d21 sin θ∗2 + d22 cos θ∗2), J1 = J2 = J0
2 −

µ

cJ0
2

sin (4ϕ0 + θ∗2),

θ2 = θ∗2 +
µ

c(J0
2 )2

(2 cos (4ϕ0 + θ∗2)− cos θ∗2)−
µκ
c

sin 2ϕ0(d21 cos θ∗2 − d22 sin θ∗2),

(21)

ãäå êîýôôèöèåíòû dij èìåþò âèä

d11 =
2 sin 2ϕ0(c cos 2ϕ0 + κ sin2 2ϕ0)

(J0
2 )2(c2 + κ2 sin2 2ϕ0)

, d12 =
2 sin2 2ϕ0(c− κ cos 2ϕ0)

(J0
2 )2(c2 + κ2 sin2 2ϕ0)

,

d21 =
2 sin 2ϕ0(c cos 2ϕ0 − κ sin2 2ϕ0)

(J0
2 )2(c2 + κ2 sin2 2ϕ0)

, d22 =
2 sin2 2ϕ0(c + κ cos 2ϕ0)

(J0
2 )2(c2 + κ2 sin2 2ϕ0)

.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15), ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêè ìàÿòíèêîâûì äâèæåíèÿì,
íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðåäåëüíûì öèêëàì T̃1, T̃2, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ θ1

êîëåáëåòñÿ â èíòåðâàëå äëèíîé 4θ1 = 2µ
√

d2
11 + d2

12 = 2µ
√

d2
21 + d2

22. Â ðåçóëüòàòå âû-
÷èñëåíèé íàõîäèì

4θ1 =
8µA2A1

(J0
2 )2(A1 − A2)

√
(A1 − A3)(A3 − A2)√

4A3A2 + 4A1A3 − 3A1A2 − 4A2
3

. (22)
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ä)Âîçìóùåííûå ñåïàðàòðèñû. Ïîëîæèì â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû (18)

θ1 = 4ϕ0 + µδθ1, J1 = J∗1 (t) + µδJ1, θ2 = θ∗2(t) + µδθ2, J2 = J0
2 + µδJ2.

Ëèíàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìåþò âèä

δθ̇1 = −κ sin 2ϕ0(2J
∗
1 − J0

2 )δθ1 +
1

J0
2

[sin (4ϕ0 + θ∗2)− sin θ∗2] ,

δJ̇1 = κ sin 2ϕ0(2J
∗
1 − J0

2 )δJ1 + κ cos 2ϕ0J
∗
1 (J∗1 − J0

2 )δθ1−
− κ sin 2ϕ0J

∗
1 δJ2 − J∗1

J0
2

cos (4ϕ0 + θ∗2),

δθ̇2 = c δJ2 + κ sin 2ϕ0J
∗
1 δJ1 +

J∗1
(J0

2 )2
[sin θ∗2 − sin (4ϕ0 + θ∗2)] ,

δJ̇2 = − cos θ∗2 +
J∗1
J0

2

[cos θ∗2 − cos (4ϕ0 + θ∗2)] .

(23)

Íå âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (23) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îíè äîïóñêàþò ïåðâûé èíòå-
ãðàë, ñâÿçûâàþùèé ïåðåìåííûå δθ1, δJ2 :

κ sin 2ϕ0 J∗1 (J0
2 − J∗1 )δθ1 + cJ0

2 δJ2 + sin θ∗2 +
J∗1
J0

2

[sin (4ϕ0 + θ∗2)− sin θ∗2] = const.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (23) èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Â ÷àñòíîñòè, èç ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì îòêëîíåíèå âåëè÷èíû θ1, âû÷èñëÿåìîé âäîëü âîçìóùåííîé
ñåïàðàòðèñû, îò èñõîäíîãî (íåâîçìóùåííîãî) çíà÷åíèÿ θ∗1 = 4ϕ0:

µδθ1 =
µ

J∗1 (J∗1 − J0
2 )

∫ t

t0

J∗1 (J∗1 − J0
2 )[sin (4ϕ0 + θ∗2)− sin θ∗2] dt =

= 2µ sin 2ϕ0
(eu(t−t0)−v + 1)2

J0
2 eu(t−t0)−v

∫ t−t0

0

euτ−v

(euτ−v + 1)2
cos (ω2τ + 2ϕ0 + θ0

2) dτ .

(24)

5. Èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè [4, 5] çàïèøåì ôóíê-
öèþ Ãàìèëüòîíà (14) â âèäå ñóììû H = H0 + µH1. Ïåðåñå÷åíèÿ ðîäñòâåííûõ âåòâåé
ðàñùåïëåííîé ñåïàðàòðèñû ñèñòåìû (15) èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ìåëüíèêî-
âà [8]

IM(θ̃) =

∫ ∞

−∞

{
H0,

H1

ω2

}
(J∗1 , θ∗1, J

∗
2 , θ∗2 + θ̃)d t,

{
H0,

H1

ω2

}
(J∗1 , θ∗1, J

∗
2 , θ∗2 + θ̃) =

1

ω2

[
∂H0

∂θ1

∂H1

∂J1

− ∂H0

∂J1

∂H1

∂θ1

]∣∣∣∣
J∗1 ,θ∗1 ,J∗2 ,θ∗2+θ̃

,

âû÷èñëåííîãî âäîëü íåâîçìóùåííîé îðáèòû (18), ñîåäèíÿþùåé óñòîé÷èâûé è íåóñòîé-
÷èâûé ïðåäåëüíûå öèêëû. Ôóíêöèè J∗1 (t), θ∗1(t), J

∗
2 (t), θ∗2(t) ñîîòâåòñòâóþò äâîÿêîàñèìï-

òîòè÷åñêîìó ðåøåíèþ (18). Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

IM(θ̃) = 2A3κ sin2 2ϕ0

∫ ∞

−∞

euτ−v

(euτ−v + 1)2
cos (ω2τ + 2ϕ0 + θ̃)dτ .
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Èíòåãðàë IM(θ̃) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ïîòîìó íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü òîëüêî îöåíêà åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (áåç áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè).
Ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêîé τ = (2πx + v)/u, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé

ν =
πω2

u
> 0, δ = 2ϕ0 +

ω2v

u
,

ñðåäíåå çíà÷åíèå IM(θ̃) ïðèâîäèòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó Ëåæàíäðà, êîòîðûé
ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ:

ÎM(θ̃) = − 8π

κJ0
2

cos (δ + θ̃)

∫ ∞

0

sin (2νx)

e2πx + 1
dx = − 2π

κJ0
2

[
1

ν
− 1

sh ν

]
cos (δ + θ̃). (25)

Äàëåå íàõîäèì, ÷òî â ñëó÷àå Ãåññà ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ òâåð-
äîãî òåëà âñåãäà âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

2π

κJ0
2

[
1

sh ν
− 1

ν

]
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ÎM(θ̃), ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà θ̃, èìååò ïðîñòûå íóëè òîëüêî â òî÷êàõ θ̃ = ±kπ/2− δ, k = 1, 2, ... . Ýòè çíà÷åíèÿ
îïðåäåëÿþò äâà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (15), àñèìïòîòè-
÷åñêè ñòðåìÿùèåñÿ (ïðè t → ±∞) ê äâóì ðàçëè÷íûì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì T̃1, T̃2.
Òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå âîçìóùåííûõ ñåïàðàòðèñ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òâåðäîãî òåëà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (2), õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò (ïî êðàéíåé
ìåðå, âáëèçè ñåïàðàòðèñ), åñëè òîëüêî ïàðàìåòð µ 6= 0 äîñòàòî÷íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ
ñ êîíñòàíòîé ýíåðãèè h. Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé Ïóàíêàðå ìåòîäèêå, ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), è
íà÷àëüíûõ óñëîâèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ M = 0, h À µ > 0, óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
(15) äîïóñêàþò ñ÷åòíîå ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þò äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèì ìàÿòíèêîâûì äâèæåíèÿì òâåðäîãî òåëà.

6. Àñèìïòîòè÷åñêè ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1) ïðè
îãðàíè÷åíèÿõ (2) èìååò äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ T1 è T2, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ çàìêíóòûìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå R6(G,γ). ×åðåç êàæäóþ èç ýòèõ êðèâûõ ïðîõîäÿò äâå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåðõíî-
ñòè S±1 , S±2 . Ïðè µ = 0 ýòè ïîâåðõíîñòè ïîïàðíî ñëèâàþòñÿ, ò. å. S+

1 = S−2 , S+
2 = S−1 .

Ðåøåíèå Ãåññà ïðèíàäëåæèò ñäâîåííîé ñåïàðàòðèñå S+
1 = S−2 , êîòîðàÿ íå ðàñùåïëÿåò-

ñÿ ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (ïðè µ 6= 0). Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé
òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå h > µ âàæíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûõ òîðîâ, êîòîðûå ìîãëè áû èçîëèðîâàòü îäíó èç ñåïà-
ðàòðèñ S−1 , S+

2 , S+
1 = S−2 ;

• íå ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêèõ ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ïðè t → ±∞ ê ïåðèîäè-
÷åñêèì ðåøåíèÿì T1, T2;

• ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (1) íà ëþáîì óðîâíå ýíåðãèè h > µ ñóùåñòâó-
åò ñ÷åòíîå ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ðåøåíèé èç S−1 ∩ S+

2 , ïðåäåëüíûìè öèêëàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ T1, T2;
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• ðàçëè÷íûå òèïû ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé èç S−1 ∩ S+
2 õàðàêòåðèçóþòñÿ

êîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öèêëîâ z(θ̃), ãäå îäèí öèêë ñîîòâåòñòâó-
åò äâèæåíèþ îò T1 ê T2 âäîëü íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû (18) è îáðàòíîìó
äâèæåíèþ ê T1 âäîëü òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ Ãåññà;

• ëþáûå äâå òðàåêòîðèè íà ñåïàðàòðèñå S−1 (S+
2 ) ðàçäåëåíû ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îð-

áèòîé, ïîòîìó ñîñåäíèå òðàåêòîðèè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñõîäÿòñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè.

Ðèñ. 3 ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î äîïóñòèìûõ

Ðèñ. 3. Äîïóñòèìûå öèêëû ðàçëè÷íûõ
òðàåêòîðèé ñåïàðàòðèñû S−1 .

öèêëàõ ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé èç S−1 âäîëü
íåâîçìóùåííûõ ñåïàðàòðèñ (17), (18). Òî÷êà-
ìè θ̃k = k/10, ãäå k = 0, 62, çàäàäèì ðàç-
áèåíèå èíòåðâàëà [0, 2π), â êîòîðîì èçìåíÿ-
åòñÿ àðãóìåíò θ̃ ôóíêöèè Ìåëüíèêîâà (25).
Âåðòèêàëüíûå ñòîëáöû ñîñòàâëåíû èç ïåðâûõ
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z(θ̃k), êàæäàÿ
áåëàÿ êëåòêà íà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâóåò öèêëó
âäîëü ïåðèìåòðà ëåâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íà
ðèñ. 2, ÷åðíàÿ � âäîëü ïåðèìåòðà ïðàâîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà íà ðèñ. 2. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äèëèñü äëÿ ïåðâûõ 30 öèêëîâ, ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

A1 = 2, A2 = 1.5, A3 = 1.8, µ = 0.001. Íèæíÿÿ ñòðîêà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó
öèêëó, âåðõíÿÿ � òðèäöàòîìó. Áåëûå è ÷åðíûå êëåòêè â íèæíåé ñòðîêå ðèñ. 3 îòâå÷àþò
ðàçëè÷íûì çíàêàì ôóíêöèè Ìåëüíèêîâà (25).

Èññëåäóåì êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â íåïîäâèæíîì áàçèñå.
Ïðè íóëåâîé ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ïëîùàäåé (M = 0) âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
G âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè OXY. Íàïðàâëåíèå
âåêòîðà G â ïëîñêîñòè OXY è åãî ìîäóëü |G| õàðàêòåðèçóþò ïåðåìåííûå θ3, J2,
ñëåäîâàòåëüíî, âðåìåíí�àÿ äèíàìèêà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè
θ3(t), J2(t). Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ Ãåññà (19),(20) è ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàÿò-
íèêîâûì äâèæåíèÿì, èìåþò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå θ3 = const, ò. å. ñîõðàíÿåòñÿ
íàïðàâëåíèå G â íåïîäâèæíîì áàçèñå è èçìåíÿåòñÿ ëèøü ìîäóëü |G|. Äëÿ âîçìóùåí-
íîé ñåïàðàòðèñû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (23), íàõîäèì ïðèðàùåíèå óãëà θ3 ïðè
íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè:

4θ3 ≈ − 2µπ

κ(J0
2 )2

≈ µπA1A2

A3(A1 − A2)h
. (26)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, åñëè ýëëèïñîèä èíåðöèè
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñôåðû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ òðàåêòîðèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìî-
ãóò ìíîãîêðàòíî ïðîõîäèòü â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû (18), ïðè ýòîì êàæäûé ðàç óãîë
θ3 ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 4θ3 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííîé ôîðìóëîé (26), íà îñòàëü-
íûõ ó÷àñòêàõ äâèæåíèÿ 4θ3 = o (µ). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ

lim
t→−∞

θ3(t) = θ−3 , lim
t→+∞

θ3(t) = θ+
3 .
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Â îáùåì ñëó÷àå òðàåêòîðèè îñòàþòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè â íåïîäâèæíîì áàçèñå, íî
ìîæíî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü (θ+

3 −θ−3 ) 6= 0
áûëà ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíîé, íàïðèìåð, ñîèçìåðèìîé èëè êðàòíîé 2π. Äàëüíåéøåå
âðàùåíèå òåëà ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî âáëèçè êàæäîé ñåïàðàòðèñû (17),(18)
ñðåäíÿÿ îñü èíåðöèè âû÷åð÷èâàåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå êðèâóþ, áëèçêóþ ê ëîêñîäðîìå.
Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ òâåðäîãî òåëà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

7. Ìåòîä ñå÷åíèé Ïóàíêàðå. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì êîìïüþòåðíîãî èçó-
÷åíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííûé À. Ïó-
àíêàðå ìåòîä ôàçîâûõ ñå÷åíèé. Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) âûáåðåì ñåêóùóþ ïî-
âåðõíîñòü, òðàíñâåðñàëüíóþ ê ôàçîâîìó ïîòîêó íà èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, çà-
äàííîì ñîîòíîøåíèåì (3). Â êà÷åñòâå òàêîé ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå R3(G) ìîæíî
âçÿòü ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð, îñü êîòîðîãî êîëëèíåàðíà âåêòîðó r, à íàïðàâëÿþùàÿ
îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè (3). Âåëè÷èíà ρ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ
òåëà, åå ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ Ãåññà òðàíñ-
âåðñàëüíî ïåðåñåêàëè öèëèíäð. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ, íà ðàçâåðòêå ïîâåðõíîñòè òî÷êàìè îòìå÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ
öèëèíäðà ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: x = G · r �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè (3), s � çíà÷åíèå äóãîâîé êîîðäèíàòû íà îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñà ρ. Ðåøåíèþ Ãåññà ñîîòâåòñòâóåò óðîâåíü x = 0, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1)
â ýòîì ñëó÷àå èçó÷åíû â ðàáîòàõ [2, 3]. Ôàçîâûå ïîðòðåòû íà ðèñ. 4 ðàçäåëåíû íà äâà
ñëîÿ ñäâîåííîé ñåïàðàòðèñîé Ãåññà � òî÷êè èç îäíîãî ñëîÿ íå ïðîíèêàþò â äðóãîé. Ïðè
h < µ ñîîòíîøåíèå Ãåññà (3) çàäàåò èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ, ïðèíàäëåæàùóþ ñëîåíèþ,
êîòîðîå íà ðèñ. 4, à, á, ä ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò ðåãóëÿðíîãî. Ïðè h > µ èíâàðèàíòíàÿ
êðèâàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëîÿ (ðèñ. 4, ã, å, æ, ç). Åñëè h → ∞
(ëèáî µ → 0), òî âñå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ Ýéëåðà, ðåøåíèå Ãåññà ñòðåìèòñÿ ê ñåïàðàòðè-
ñå íåóñòîé÷èâîãî ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã ñðåäíåé îñè èíåðöèè (ðèñ. 4,
è). Ñëó÷àè, êîãäà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå Ãåññà âûðîæäàåòñÿ â îêðóæíîñòü, íà êî-
òîðîé ñóùåñòâóþò îäíà ëèáî äâå íåïîäâèæíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè, ïîêàçàíû íà
ðèñ. 4, â, ã.

Íà ðèñ. 4, ä�ç îñíîâíàÿ ÷àñòü ñå÷åíèÿ çàïîëíåíà òî÷êàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
õàîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäå-
ëèðîâàíèÿ äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè [7]. Â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (1)
õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ìàëûõ µ â óçêèõ ùåëÿõ ìåæäó âåòâÿìè ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ñåïàðàòðèñ S−1 , S+

2 .

0 1 2 3 4 5
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

x 

s 0 2 4 6 8 10
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x 

s 0 2 4 6 8 10 12
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

x 

s
à) M = 0.4, h = 1, µ = 1 á) M = 1, h = 0.4, µ = 1 â) M = 1.9, h = 0.67, µ = 1

29



À.Ì. Êîâàëåâ, È.Í. Ãàøåíåíêî, Â.Â. Êèðè÷åíêî

0 5 10 15 20
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x 

s 0 1 2 3 4 5 6
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

x 

s 0 1 2 3 4 5 6 7 8
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x 

s
ã) M = 3.72, h = 3.4, µ = 1 ä) M = 0, h = 0.1, µ = 1 å) M = 0, h = 1, µ = 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

s

x 

0 2 4 6 8 10 12
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

x 

s 0 1 2 3 4 5
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

4 4.5 5

−0.05

0

0.05

s

x 

æ) M = 0, h = 12, µ = 1 ç) M = 0, h = 2, µ = 0.1 è) M = 0, h = 1, µ = 0.001

Ðèñ. 4. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (1) ïðè óñëîâèÿõ Ãåññà.
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