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1

Ç�Äqç
3 =

ç
1 ×

ç
2

@Â�ìªÅ�ÆÉ�ÈÆÅ�Ñ�Ä>ÕÕæ�Î²Ã&Ä>ÓÈÉÅ�í�Æ!Ä&Ü¥Å�É�í�Ä&Ü¥ÈÏ
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ç
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ç
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Ω = Ω
ç
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ç
′

1
=
ç

1 cos α +
ç

2 sin α (2)

ÔÆÈÕ!Ä�ÚÖ�Ê�Ý�È�Ã�Ô	Ö�Å�Ï�Ó�Å�Ï�Ã�ÈWÑ�Õ�Ø�Ã�ÆÊ�ÕÕÊ�Û�Å²Ó�Å&Ö�×�â!Ä�Ç!Ä
ç
′

2
= − ç 1 sin α +

ç
2 cos α (3)
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′

3
=
ç
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O0
ç
′

1

ç
′

2

ç
′

3

ÇÕÊ�È�Ü¥É�Ê�ÕÕÅÍÏ�Ñ>Ð�Ü+Ä>ÕÕæ�ÎpÏ�Ñ�Õ�Ø�Ã�ÆÊ�ÕÕÈÉWÓ�Å&Ö�×�âÅ�É#áhÄ>Æ	ÙÕÈÆ!Ä¤ãTØ	Ó	Ä�@ 61Û�Ö�Å�Ñ�Ä�ÐtÏ�Ó	Å�ÆÅ�Ï�Ã�×¤Ò�Ã�Å�Û�Å�í�Ä&Ü¥ÈÏ¥Ä

ωα = α•
ç
′

3
. (4)
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ç
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ç
′
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′
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@&Â�Å¥Ú�Ê�Æ�Ý¸Ä&ÌhÄ&ÐªÃ�Å�ßÓ�Ø
O
Å�Ï�×ÍÑ�ÕÊ�á:ÕÊ�Û�Å1Ó�Å&Ö�×�â!ÄÍÑ>Ã�Å�ÆÅ>Û�ÅÍáhÄ>Æ	ÙÕÈÆ!Ä¸ãTØ	Ó�Ä¸ÈÉ�Ê�Ê�Ã�Õ!Ä>ÔÆ!Ä>Ñ&Ö�Ê�ÕÈÊ

� ′
2

= − ç ′
1
sin γ +

ç
′

2
cos γ, (5)

ÄhÑ�Ê�Ó�Ã�Å�Æ � ′
3

Ï�Å�Ñ�É�Ê�Ì:Ê�ÕNÏªç
′

3

È#Ñ�É�Ê�Ï�Ã�ÊqÏ
� ′

1
=
ç
′

1
cos γ +

ç
′

2
sin γ (6)

Å�í>Æ!Ä&Ü�Ø�Ê�Ã�ÔÆÈ	Ö�Å+ÝhÊ�ÕÕæ�ÎNÑ
O
í�Ä&Ü¥ÈÏ

O � ′
1

� ′
2

� ′
3

@61Û�Ö�Å�Ñ�Ä&Ð#Ï�Ó	Å�ÆÅ�Ï�Ã�×¤Ò�Ã�Å�Û�Å�í�Ä&Ü¥ÈÏ¥Ä
ωγ = γ•

ç
′

3
. (7)

ÂëÑ�ÕÊ�á:ÕÈÉZÓ	Å&Ö�×�âÅ�É±ÕÊ�È�Ü¥É�Ê�ÕÕÅ3Ï�Ñ>Ð�Ü+Ä>ÕÅ�Ã�Ê�Ö�ÅÇ�âÊ�Õ�Ã�ÆhÉVÄ>Ï�Ï
C
Ó�Å>Ã�Å�ÆÅ�Û�Å3ÔÆÈÕ!Ä�ÚÖ�Ê�Ý�È�Ã3Ô	Ö�Å�Ï�ÙÓ�Å�Ï�Ã�ÈNÑ�ÕÊ�á:ÕÊ�Û�Å²Ó�Å&Ö�×�â!Ä�@��|Ä>Ï�Ï�Ã�Å+ÐÕÈÊpÅ>Ã

C
Ú�Å

O
Å�í�Å>Ü¥Õ!Ä+ßÈÉ�ßÊ�ÆÊ�Ü

a > 0
ÈtÑ�Ñ�Ê�Ú�Ê�É�Ñ�Ê�Ó�Ã�Å�Æ

���
= a = a � 1. (8)

61Û�Å&ÖÞÉ�Ê�Ý¸Ú!ØZÕ!Ä>ÔÆ!Ä>Ñ&Ö�Ê�ÕÈ�Ð!É�ÈëÊ�Ú�ÈÕÈßÕæ�ä¹Ñ�Ê�Ó�Ã�Å�ÆÅ�Ñ �
1

È � ′
1

Å>í�Å>Ü¥Õ!Ä�ßÈÉ ßÊ�ÆÊ�Ü
ε
Ç_ÔÅ&Ö³Ä>Û�Ä&ÐTÇß�Ã�Å �

1

ÔÆÈÕ!Ä�ÚÖ�Ê�Ý�È�Ã�Ô	Ö�Å�Ï�Ó�Å�Ï�Ã�È
O � ′

1

� ′
3

Ç�Ã>Ä>Ótß�Ã�Å
�

1 = � ′
1
cos ε − � ′

3
sin ε. (9)

61Û�Ö�æ
γ
È

ε
Ñ�æ�í�Æ!Ä>Õæ�Ã&Ä>ÓTÇ�ß�Ã�Å\Õ!Ä>ÔÆ!Ä>Ñ&Ö�Ê�ÕÈÊ � ′
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Å�Ï�È±Ñ�ÕÊ�á:ÕÊ�Û�Å#Ó�Å&Ö�×�â!Ä�Å�Æ�Ã�Å�Û�Å�Õ!Ä�Ö�×�ÕÅ²Ó �
1

ÇÈëÏ¤ÕÈÉ�É�Å+ÝhÊ�ÃNí�æ�Ã�×WÏ�Å�Ñ�É�Ê�Ì:Ê�ÕÅWÕ!Ä>ÔÆ!Ä>Ñ&Ö�Ê�ÕÈÊ �
2

ÕÊ�È�Ü¥É�Ê�ÕÕÅWÏ�Ñ>Ð�Ü+Ä>ÕÕÅ�Û�ÅWÏ¸Ã�Ê�Ö�Å�É�í�Ä&Ü¥ÈÏ¥Ä
C � 1

�
2

�
3

Ç!Û�Ú�Ê �
3 = �

1 × �
2

Ç!È#ÔÅ�Ò�Ã�Å�É|Ø
�

3 = � ′
1
sin ε + � ′

3
cos ε, (10)

ωε = ε• � 2. (11)61Û�Ö�Å�Ñ�Ä&Ð#Ï�Ó�Å�ÆÅ�Ï�Ã�×¤Ã�Ê�Ö³Ä
ω = ω1

�
1 + ω2

�
2 + ω3

�
3 (12)Ê�Ï�Ã�×�Ï�Ø	É�ÉVÄ¸Ï�Ó	Å�ÆÅ�Ï�Ã�Ê�Î î ? ï Ç î�� ï Ç î þ ï Ç î ?�? ï

ω = Ω
ç

1 + α•
ç
′

3
+ γ•

ç
′

3
+ ε• � 2. (13)

ý�Ñ�Ê�Ú�Ê�É�Ø	Û�Å&Ö
β = α + γ (14)Å>Ã�Ó	Ö�Å>ÕÊ�ÕÈ�ÐNÅ�Ï�È

CO
Ã�Ê�Ö³Ä¸Å>Ã¤È	Ú!Ø�Ì:Ê�ÎWÑ�Ñ�Ê�Æ�ä#Ñ�Ê�Æ�Ã�ÈÓ	Ä�Ö�ÈT@Â¶Ø	ßÊ�Ã�Å�É î C�ï Ç î = ï Ç î ; ï Ç î�� ï Ç î�� ï Ç î ? D�ï Ç î ? C�ï ê î ? � ï

ω1 = Ω cos ε cos β − β• sin ε, ω2 = −Ω sin β + ε•, ω3 = Ω sin ε cos β + β• cos ε. (15)

ý�Ê�Ó�Ã�Å>Æ é
= −g

ç
1 (16)

þ C
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gi )
é

= g1

�
1 + g2

�
2 + g3

�
3,

g1 = −g cos ε cos β, g2 = g sin β, g3 = −g sin ε cos β. (17)
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é
• + ω × é = *

È#Ü¥Õ!Ä+ßÈ�Ã�Ç
g•

1
= ω3g2 − ω2g3, g•

2
= ω1g3 − ω3g1, g•

3
= ω2g1 − ω1g2. (18)å3Å�Õ!Ä�Ú�Å�í�È�Ã�Ï�ÐtÈ#ÔÆÊ�Ú�Ï�Ã>Ä>Ñ&Ö�Ê�ÕÈÊqÑ�Ê�Ó�Ã�Å�Æ!Ä!+

= l
ç
′

1

Ñ¤í�Ä&Ü¥ÈÏ�Ê
C � 1

�
2

�
3 )

+
= l1

�
1 + l2

�
2 + l3

�
3.

Â Ø	ßÊ�Ã�Å�É î ; ï Ç î�� ï Ç î�� ï Ç î ? D�ï Ç î ? � ï
l1 = l cos ε cos(β − α), l2 = −l sin(β − α), l3 = l sin ε cos(β − α). (19)

Â8Ã�Ê�Æ�ÝhÊ�Õ×
O0O

ÈÉ�Ê�Ê�Ã
O0

ÕÊ�ÔÅ¥Ú�Ñ�È�Ý�ÕÅ�Î¤Ã�Å�ßÓ	Å�ÎTÇ�ÄpÊ�Û�ÅqØ	Û�Ö�Å�Ñ�Ä&Ð²Ï�Ó�Å�ÆÅ�Ï�Ã�×-,HÏ�Ø	É�ÉVÄ
Ω
ç

1È
α•
ç
′

3

@�å3Å�Ò�Ã�Å�É|Ø#Ï�Ó	Å�ÆÅ�Ï�Ã�×¸Ã�Å�ßÓÈ
O

.
= (Ω

ç
1 + α•

ç
′

3
) × (−l

ç
′

1
). (20)

Â�Ó	Å�ÆÅ�Ï�Ã�×0/ëâÊ�Õ�Ã�Æ!Ä¤ÉVÄ>Ï�Ï
C
ÔÆÊ�Ú�Ï�Ã>Ä>Ñ�ÈÉ¶Æ!Ä&Ü�Ö�Å+ÝhÊ�ÕÈÊ�É¶Ñ¸í�Ä&Ü¥ÈÏ�Ê

C � 1

�
2

�
3 )

/
= υ1

�
1 + υ2

�
2 + υ3

�
3, (21)

ÈtÏ�Ó�Å�ÆÅ�Ï�Ã�×�ÔÆÈÕ!Ä�ÚÖ�Ê�Ý¸Ä&Ì:Ê�ÎtÃ�Ê�Ö!Ø\Ã�Å�ßÓÈ
O
ÔÅ&Ö!Ø	ß!Ä>Ê�É�Ñ¸Ñ�È	Ú�Ê

.
=
/

+ ω × ���
. (22)

11Ü î C>D�ï Ç î C ? ï Ç î A ï Ç î ? � ï Ï�Ö�Ê�Ú!Ø�Ê�Ã
/

+ aω × �
1 =

+ × (−Ω
é

+ α•g
ç
′

3
)/g.

Â Ø	ßÊ�Ã�Å�É î C ? ï Ç î ?�; ï Ç î ? þ ï Ç î�� ï Ç î ? D�ï
υ1 = Ω(g2l3 − g3l2)/g + α•l2 cos ε,

υ2 = −aω3 + Ω(g3l1 − g1l3)/g − α•(l3 sin ε + l1 cos ε),

υ3 = aω2 + Ω(g1l2 − g2l1)/g + α•(l2 sin ε).ý�ÕÅ�Ï�ÈÉ�Ñ¤Ò�Ã�ÈNÑ�æ�Æ!Ä�Ý¸Ê�ÕÈ�Ð î ?�; ï Ç î ? þ ï Ç î ? � ï
υ1 = l[−α• cos ε sin(β − α) + Ω sin ε sin α],

υ2 = −a(β• cos ε + Ω sin ε sin β) − lα• cos(β − α), (23)

υ3 = a(ε• − Ω sin β) − lΩ cos ε sin α − lα• sin ε sin(β − α).

þ =
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O0Å�í>Å>Ü¥Õ!Ä�ßÈÉ76
0

6
0 =

∫∫∫

S

(−l
ç
′

1
+ 8 ′) × (

.
+ ω × 8 ′)dm =

= −l
ç
′

1
× m

. − l
ç
′

1
× (ω × m 8 c) −

. × m 8 c +

∫∫∫

S

8 ′ × (ω × 8 ′)dm,

6
0 = ml

ç
′

1
× (ω × a � 1 −

.
) +

. × ma � 1 + Iklωk
�

l. (24)
4tÅ�É�Ê�Õ�Ã�Ó�Å&Ö�ÈßÊ�Ï�Ã�Ñ�ÄhÚ�Ñ�È�ÝhÊ�ÕÈ�Ð\Ã�Ê�Ö³Ä¤Å>Ã�ÕÅ�Ï�È�Ã�Ê�Ö�×�ÕÅ

O
Å�í�Å>Ü¥Õ!Ä+ßÈÉ96

6
=

∫∫∫

S

8 ′ × ((
.

+ ω × 8 ′)dm = 8 c × m
.

+ Iklωk
�

l,

6
= ma

. × �
1 + Iklωk

�
l. (25)Â Ø	ßÊ�Ã�Å�É î C�C�ï Ç î C ? ï Ç î A ï ÈÉ�Ê�Ê�É

. × �
1 = (υ3 − aω2)

�
2 − (υ2 + aω3)

�
3.

ý�Ê�Ó�Ã�Å>Æ:6 ÔÆÊ�Ú�Ï�Ã&Ä>Ñ�ÈÉûÆ!Ä&Ü�Ö�Å+ÝhÊ�ÕÈÊ�É¹Ñªí�Ä&Ü¥ÈÏ�Ê
C � 1

�
2

�
3 :

6
= G1

�
1 +G2

�
2 +G3

�
3

Ç�È¤í>Ø¥Ú�Ê�ÉÏ�ßÈ�Ã&Ä&Ã�×¤Ã�ÆÊ�Ã�×�Ë-Å�Ï�×¤Û�Ö³Ä>Ñ�ÕÅ�Î
I23 = I31 = 0

ÇÃ�Å�Û�Ú³Ä
G1 = I1ω1 + I12ω2, G2 = I2ω2 + I12ω1 + ma(υ3 − aω2), G3 = I3ω3 −ma(υ2 + aω3). (26)

11Ü�ÉVÊ�ÕÊ�ÕÈÊqÑ�Å¸Ñ�ÆÊ�É�Ê�ÕÈ;6 È;6
0
Ú³Ä>ÕÅhØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�ÐÉ�È
d
6
dt

= −ma × (
é − ν

/
), (27)

d
6

0

dt
= < + m(

é − ν
/
)(
+
+ a), (28)

Û�Ú�Ê < êNÉ�Å�É�Ê�Õ�ÃtÏ�È	Ö¹ÆÊ¥Ä>ÓâÈÈTÇ m é × (
+
+ a), −mν

/ × (
+
+ a)

êNÉ�Å�É�Ê�Õ�Ã�æ<Ï�È	ÖëÃ+Ð�ÝhÊ�Ï�Ã�ÈëÈÏ�È	Ö�æ Ï�Å�ÔÆÅ>Ã�ÈÑ&Ö�Ê�ÕÈ�ÐNÏ�ÆÊ�Ú�æ Ï�Å�Å>Ã�Ñ�Ê�Ã�Ï�Ã�Ñ�Ê�ÕÕ!Å@>=TÄ>ÔÈ�á:Ê�É Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊ î C þ ï Ñ¸Ó�Å�É�ÔÅ�ÕÊ�Õ�Ã>Ä�ä
G•

1
+ ω2G3 − ω3G2 = 0,

G•

2
+ ω3G1 − ω1G3 = ma(g3 − νυ3),

G•

3
+ ω1G2 − ω2G1 = −ma(g2 − νυ2)È#Ñ�ÕÊ�Ï�Ê�É¶Ñ¸Ò�Ã�ÈtØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð#Ü¥Õ!Ä+ßÊ�ÕÈ�Ð î C � ï )

I1ω
•

1
+ (I3 − I2)ω2ω3 + I12(ω

•

2
− ω3ω1) − ma(υ2ω2 + υ3ω3) = 0, (29)

(I2 −ma2)ω•

2
+ I12(ω

•

1
+ω2ω3)+ (I1 − I3 +ma2)ω3ω1 +ma(υ•

3
+υ2ω1) = ma(g3 − νυ3), (30)

(I3 −ma2)ω•

3
+ I12(ω

2

1
−ω2

2
) + (I2 − I1 −ma2)ω1ω2 −ma(υ•

2
− υ3ω1) = −ma(g2 − νυ2). (31)Â�Æ!Ä&Ñ�ÕÈÑ�Ä&ÐtÑ�æ�Æ!Ä&ÝhÊ�ÕÈ�Ð î C � ï Ç î C ; ï Ç î C�C�ï Ç�Ü+Ä>É�Ê�ß!Ä>Ê�É5Ç!ß�Ã�Å

6
0 =

6 − m(
+ × /

).

þ �
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ý�É�Ê�Ï�Ã�Å î C A ï É�Å+Ý�ÕÅhÜ+Ä>ÔÈÏ¥Ä&Ã�×¤Ã�Ê�ÔÊ�Æ×�Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊ

m
d(
/ × +

)

dt
= < + m(

é − ν
/
) × +

,

È�ÜªÓ�Å>Ã�Å�ÆÅ�Û�Å¸Å�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö�ÈÉ É�Å�É�Ê�Õ�Ã¸Ï�È	ÖNÆÊ¥Ä>ÓâÈÈT@�Â�Å�Å>Ã�ÕÅ>á:Ê�ÕÈ�Ð î ? þ ï Ç î ?�; ï Å�í�Æ!Ä&ÌhÄ>ËÍÃhØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÙÕÈ�Ð î ?+A ï ÑhÃ�Å�Ý¸Ú�Ê�Ï�Ã�Ñ�Ä�@³ý Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î C � ï ê î =�? ï Ñ�ÕÅ�Ï�ÈÉ Ü¥Õ!Ä+ßÊ�ÕÈ�Ð î ?�; ï Ç î C = ï È#ÔÅ&Ö!Ø	ß!Ä>Ê�É
I1β

•• sin ε − I12ε
•• = F1(α

•, β•, ε•; α, β, ε), (32)

I2ε
•• − I12β

•• sin ε − malα•• sin ε sin(β − α) = F2(α
•, β•, ε•; α, β, ε), (33)

I3β
•• + malα•• cos(β − α) = F3(α

•, β•, ε•; α, β, ε), (34)Û�Ú�Ê
F1 = −I1(ε

•β• cos ε + Ωε• sin ε cos β + Ωβ• cos ε sin β) + (I3 − I2)(ε
•−

−Ω sin β)(β• cos ε + Ω sin ε cos β) + I12(β
• sin ε − Ω cos ε cos β)(β• cos ε+

+Ω sin ε cos β) − I12Ωβ• cos β + mal{(β• cos ε + Ω sin ε cos β)[α• sin ε sin(β − α)+

+Ω cos ε sin α] + α•(ε• − Ω sin β) cos(β − α)}, (35)

F2 = I2Ωβ• cos β + I12(ε
•β• cos ε + Ωε• sin ε cos β + Ωβ• cos ε sin β)+

+I12(−ε• + Ω sin β)(β• cos ε + Ω sin ε cos β) + (I1 − I3)(β
• sin ε−

−Ω cos ε cos β)(β• cos ε + Ω sin ε cos β) + mal[ε•α• cos ε sin(β − α)+

+α•(β• − α•) sin ε cos(β − α) − Ωε• sin ε sin α + Ωα• cos ε cos α−
−(β• sin ε − Ω cos ε cos β)α• cos(β − α)] − mga sin ε cos β+

+maν[−a(ε• − Ω sin β) + lα• sin ε sin(β − α) + lΩ cos ε sin α], (36)

F3 = I3(ε
•β• sin ε − Ωε• cos ε cos β − Ωβ• sin ε sin β) + (I2 − I1)(ε

• − Ω sin β)(β• sin ε−
−Ω cos ε cos β) + I12(ε

• − Ω sin β)2 − I12(β
• sin ε − Ω cos ε cos β)2 − mga sin β+

+mal{α•(β• − α•) sin(β − α) + (−β• sin ε + Ω cos ε cos β)[α• sin ε sin(β − α)+

+Ω cos ε sin α]} − maν[a(β• cos ε + Ω sin ε cos β) + lα• cos(β − α)]. (37)61Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î = C�ï ê î = � ï Ï�Ö!Ø�Ý¸Ä&ÃhÚÖ!ÐtÅ�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö�Ê�ÕÈ�ÐtØ	Û�Ö�Å�Ñ α, β, γ
@oq½�R@?4P4a�Q4R]4QBA¸M-C|b�PEDFM�Q4P_Át½M�^LR¸Q4R0F4aGC|b�M	O�M�G�å1Ø�Ï�Ã�×

α, β, ε
Ï�Å¥ä�Æ!Ä>Õ�ÐËÍÃ1ÔÅ�Ï�Ã�Å+ÐÕÕæ�ÊÜ¥Õ!Ä�ßÊ�ÕÈ�ÐTÇÃ�Å�Û�Ú³Ä

α• = β• = ε• = 0, α•• = β•• = ε•• = 0.
HpÊ�Ñ�æ�Êªß!Ä>Ï�Ã�È#Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÎ î = C�ï ê î = � ï ÔÆÈtÒ�Ã�Å�É�Å�í�Æ!Ä&ÌhÄ>ËÍÃ�Ï�ÐtÑ¸Õ�Ø¥Ö�×Ç�ÄhÔÆ!Ä&Ñ�æ�Êªß!Ä>Ï�Ã�È î =�; ï êî = þ ï Ã>Ä>Ó�Å�Ñ�æ

[(I2 − I3) sin β − I12 cos ε cos β + mal cos ε sin α]Ω2 sin ε cos β = 0, (38)

[(I1 − I3) cos ε cos β − I12 sin β]Ω2 sin ε cos β + mga sin ε cos β−
−maνΩ(a sin β + l cos ε sin α) = 0, (39)

[(I1 − I2) cos ε sin β cos β + I12(cos
2 ε cos2 β − sin2 β)]Ω2 + mga sin β+

þ ;



ÿ¸ù �4ù��8÷�ô°ó��>ñ����8ù ��ù�	|ñ�
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+ma2νΩ sin ε cos β − malΩ2 cos2 ε cos β sin α = 0. (40)Â�Å>Å>Ã�ÕÅ>á:Ê�ÕÈ!Ê î =�A ï ÔÅ�Ó�Ä�Ü¥æ�Ñ�Ä>Ê�Ã�Ç�ß�Ã�ÅpÚÖ!Ð�Õ!Ä�ä�Å+Ý¸Ú�Ê�ÕÈ�Ð²ÔÅ>Ó�ÄpÕÊÍÅ�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö�Ê�ÕÕæ�ä α, β, ε
ÔÅ>Ã�ÆÊ�Ùí>Ø�Ê�Ã�Ï�ÐNÆ!Ä&Ü�Ö�Èß!Ä&Ã�×¤Ã�ÆÈtÑ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã>Ä )

sin ε = 0, (41)

cos β = 0, (42)

(I2 − I3) sin β − I12 cos ε cos β + mal cos ε sin α = 0. (43)
�LÄ>Ï�Ï�É�Å>Ã�ÆÈÉ�Ï�Õ!Ä+ß!Ä�Ö³ÄtÑ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã î�� ? ï Ç cos ε = ±1

@�7ªÖ!ÐëÅ�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö�Ê�ÕÕÅ�Ï�Ã�È¹Ñ�æ�í�Ê�ÆÊ�É
cos ε = 1

î cos ε = −1
Æ!Ä>Ï�Ï�ÉVÄ&Ã�ÆÈÑ�Ä>Ê�Ã�Ï�ÐWÄ>Õ!Ä�Ö�Å�Û�ÈßÕÅ ï ÈtÑ�ÕÊ�Ï�Ê�É¶È	ä#Ñ î = � ï Ç î�� D�ï )

a sin β + l sin α = 0, (44)

[(I1 − I2) sin β cos β + I12(cos
2 β − sin2 β)]Ω2 + mga sin β − malΩ2 cos β sin α = 0. (45)

13Ï�Ó	Ö�Ë�ß!Ä&ÐtÈ�Ü î��(� ï Ç î�� ; ï sin α
Ç!ÔÅ&Ö!Ø	ß!Ä>Ê�É

[(I1 − I2 + ma2) sin β cos β + I12(cos
2 β − sin2 β)]Ω2 + mga sin β = 0. (46)

I�Ï�Ö�È
I12 = 0

Ç�Ã�Å
[(I1 − I2 + ma2) cos β + mga] sin β = 0,È\Ã�Å�Û�Ú³ÄhÖ�Èí�Å

sin β = 0,Ö�Èí�Å
(I1 − I2 + ma2)Ω2 cos β + mga = 0.

I�Ï�Ö�È#ÝhÊ
I12 6= 0

ÇÃ�Å¤Å�í�Å>Ü¥Õ!Ä+ß!Ä&Ð
tg(β/2) = u

ÇÜ+Ä>ÔÈ�á:Ê�É î��J� ï Ñ¸Ñ�È	Ú�Ê
Φ(u) = I12u

4 + 2
[mga

Ω2
− (I1 − I2 + ma2)

]

u3 − 6I12u
2+

+2
[mga

Ω2
+ (I1 − I2 + ma2)

]

u + I12 = 0. (47)

K3Ê�Ø	ÉVÄ�Ö!Ð�Ð¤Å�í>Ì:ÕÅ�Ï�Ã�ÈTÇ�É�Å+Ý¸Ê�ÉFÏ�ßÈ�Ã&Ä&Ã�×
I12 > 0

@�61Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊÍßÊ�Ã�Ñ�Ê�Æ�Ã�Å�Î²Ï�Ã�Ê�ÔÊ¥ÕÈ²Å&Ã�ÕÅ�Ï�È�Ã�Ê�Ö�×&ÙÕÅ
u
ÈÉ�Ê�Ê�Ã�Ç)ÔÅ²ÓÆ!Ä>ÎÕÊ�ÎZÉ�Ê�ÆÊ>Ç³Ú�Ñ�Ä¸Ú�Ê�ÎÏ�Ã�Ñ�È�Ã�Ê�Ö�×�Õæ�äFÓ�Å�ÆÕ�ÐTÇ³Ã&Ä>Ó±Ó�Ä>Ó

Φ(±∞) = ∞, Φ(0) =
= I12 > 0, Φ(−1) = −4I12 − 4mga/Ω2 < 0

@
�LÄ>ÓÈÉ Å�í�Æ!Ä&Ü¥Å�É�Ç�ÚÖ!Ð#Ñ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã>Ä î�� ? ï Ï�Ã>Ä>âÈÅ�Õ!Ä>ÆÕæ�Ê3Ú�Ñ�È�Ý¸Ê�ÕÈ�Ð\Ã&Ä>Ó	Å�Ñ�æ ) ÔÆÈ I12 = 0

ε = 0, β = 0, α = 0

È	Ö�È
ε = 0, cos β0 = − mga

(I1 − I2 + ma2)Ω2
, sin α0 = −a

l
sin β0

ÔÆÈtÅ�Û�Æ!Ä>ÕÈßÊ�ÕÈÈ
Ω2 >

∣

∣

∣

mga

I1 + ma2 − I2

∣

∣

∣

@
I�Ï�Ö�È#ÝhÊ

I12 6= 0
Ç

ε = 0, β = βk, sin αk = −a

l
sin βk,

Û�Ú�Ê
βk = 2arctg uk, uk

ê¸Ú�Ê�ÎÏ�Ã�Ñ�È�Ã�Ê�Ö�×�Õæ�ÎWÓ�Å�ÆÊ�Õ×¸Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î�� þ ï @
þ �



�! ��ó#"5÷$��ó�óqö�÷$�>ñ%�>ñ'&(�  �+÷�ôw÷
ýàÏ�Ö!Ø	ß!Ä>Ê î�� C�ï È�Ü î = � ï Ç î�� D�ï ÔÅ&Ö!Ø	ß!Ä>Ê�É

mga − I12Ω
2 = 0, maνΩ(±a + l cos ε sin α) = 0

È	Ö�È
Ω2 =

mga

I12

, cos ε sin α = ∓a

l

@
�|Ä>Ï�Ï�É�Å>Ã�ÆÈÉ¶Ñ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã î�� = ï @!å1Ø�Ï�Ã�×

cos ε = 0, (48)

Ã�Å�Û�Ú³Ä
(I2 − I3) sin β = 0

ÇÅ>Ã�Ó�Ø+Ú³ÄhÖ�Èí�Å
sin β = 0

Ç	Ö�Èí�Å
I2 = I3. (49)

ý�ÕÊ�Ï�Ê�É î�� A ï Ç î��J� ï Ñ î = � ï Ç î�� D�ï ÈtÔÅ&Ö!Ø	ßÈÉ
(mga − I12Ω

2 sin β) cos β − ma2νΩ sin β = 0, (50)

(mga − I12Ω
2 sin β) sin β + ma2νΩ cos β = 0, (51)Å>Ã�Ó�Ø+Ú³Ä

mga − I12Ω
2 sin β = 0, ma2νΩ = 0

ÈFÊ�Ï�Ö�È
ν 6= 0

Ç)Ï�ÈÏ�Ã�Ê�ÉVÄ î ; D�ï Ç î ;	? ï ÆÊ�á:Ê�ÕÈÎëÕÊÈÉ�Ê�Ê�Ã�@7ªÖ!Ð#Ã�ÆÊ�Ã�×�Ê�Û�Å�Ñ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã>Ä¸È�Ü î =�A ï Õ!Ä�ä�Å¥Ú�ÈÉ
mal cos ε sin α = I12 cos ε cos β − (I2 − I3) sin β, (52)

Ä¸È�Ü î = � ï Ç î�� D�ï ÔÆÈtÒ�Ã�Å�É�Å�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö!ÐÊ�É
ma2(1 − cos2 ε cos2 β) + I12 sin β cos ε cos β − (I2 − I3) sin2 β = 0, (53)

[(I1 − I3) cos ε cos β − I12 sin β]Ω2 sin β + mga sin β + ma2νΩ sin ε cos β = 0. (54)ý�Ñ�Ê�Ú�Ê�É¶í�Ê�Ü¥Æ!Ä&Ü¥É�Ê�ÆÕæ�ÊpÔ!Ä>Æ!Ä>É�Ê�Ã�Ææ

Ak =
Ik

ma2
(k = 1, 2, 3), A12 =

I12

ma2
, σ2 =

g

aΩ2
, ν∗ =

ν

Ω
,

ÕÅ�Ñ�æ�ÊªÔÊ�ÆÊ�É�Ê�ÕÕæ5Ê
w = cos ε cos β, u = sin β

È#Ü+Ä>ÔÈ�á:Ê�É�Ã�Ê�ÔÊ�Æ×�Ï�Å�Å>Ã�ÕÅ>á:Ê�ÕÈ�Ð î ;>= ï Ç î ; � ï
w2 − A12uw + (A2 − A3)u

2 − 1 = 0, (55)

[(A1 −A3)
2u2 + ν2

∗
]w2 + 2(A1 −A3)(σ

2 −A12u)u2w + (A12u− σ2)2u2 + ν2

∗
(u2 − 1) = 0. (56)

13Ï�Ó	Ö�Ë�ß!Ä&ÐtÈ�Ü î ;�; ï Ç î ; � ï w
ÇÔÅ&Ö!Ø	ßÈÉ�Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊªá:Ê�Ï�Ã�Å�ÎNÏ�Ã�Ê�ÔÊ�ÕÈWÅ>Ã�ÕÅ�Ï�È�Ã�Ê�Ö�×�ÕÅ

u

u2{[(A1 − A3)
2(A3 − A2) + A2

12
]u2 − 2A12σ

2u + (A1 − A3)
2 + (A3 − A2)ν

2

∗
+ σ4 + ν2

∗
}2+

+{A12[(A1 − A3)
2 − 2(A1 − A3)]u

2 + 2(A1 − A3)σ
2u+

(57)

+A12ν
2

∗
}{[A3

12
+ 2(A1 − A3)(A3 − A2)A12]u

4 − 2[A2

12
+ (A1 − A3)(A3 − A2)]σ

2u3+

+A12[2(A1 − A3) + σ4 + ν2

∗
]u2 − 2(A1 − A3)σ

2u − A12ν
2

∗
} = 0.

þ>þ
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ú í>Å>Ü¥Õ!Ä�ßÈÉ

P6(u)
É�ÕÅ�Û�Å>ß	Ö�Ê�ÕTÇ�Ï�Ã�Å+Ð�Ì:ÈÎ\Ñ3Ö�Ê�Ñ�Å�Î²ß!Ä>Ï�Ã�È î ; þ ï @G�LÄ>Ó�Ó	Ä>Ó�Ñ P6(u)

Ó�Å�Ò�ìªìªÈâÈÊ�Õ�ÃÔÆÈ
u6
Æ!Ä>Ñ�Ê�Õ

[(A1 − A3)
2(A3 − A2) − A2

12
(A1 − A3 − 1)]2 > 0,ÄhÏ�Ñ�Å�í�Å¥Ú�Õæ�Îtß	Ö�Ê�Õ

−A2

12
ν4

∗
< 0,Ã�ÅqÒ�Ã�ÅqÅ>Ü¥Õ!Ä�ß!Ä>Ê�Ã+Ç	ß�Ã�ÅqØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊ î ; þ ï ÈÉ�Ê�Ê�Ã�Ç�ÔÅpÓÆ!Ä>ÎÕÊ�Î²É�Ê�ÆÊ>Ç�Ú�Ñ�Ä1Ú�Ê�ÎÏ�Ã�Ñ�È�Ã�Ê�Ö�×�Õæ�ä\Ó�Å�ÆÕ�ÐT@å3ÆÈ

u = ±1
É�ÕÅ�Û�Å�ß	Ö�Ê�ÕNÔÆÈÕÈÉVÄ>Ê�Ã�Ï�Ö�Ê�Ú!Ø	ËÍÌhÈÊpÜ¥Õ!Ä+ßÊ�ÕÈ�Ð )

P6(1) = (A3 − A2 + 1)2[(A1 − A3)
2 + ν2

∗
]2 + {2(A3 − A2 + 1)[A12 − σ2 + A12(A1 − A3)]+

+A2

12
(A12 − σ2)}(A12 − σ2)[ν2

∗
+ (A1 − A3)

2] + (A12 − σ2)2{(A12 − σ2)2−
−2A12(A1 − A3)(A12 − σ2) − 4(A1 − A3)

2(A3 − A2 + 1)}È
P6(−1) = (A3 − A2 + 1)2[(A1 − A3)

2 + ν2

∗
]2 + {−2(A3 − A2 + 1)[A12(A1 − A3 + 1)]+

+A2

12
(A12 − σ2)}(−A12 − σ2)[ν2

∗
+ (A1 − A3)

2] + (A12 + σ2)2{(A12 + σ2)2−
−2A12(A1 − A3)(A12 + σ2) − 4(A1 − A3)

2(A3 − A2 + 1)}.
�LÄ>Ï�Ï�ÉVÄ&Ã�ÆÈÑ�Ä&Ð�È	ä Ó	Ä>Ó ÓÑ�Ä�Ú�Æ!Ä&Ã�Õæ�ÊtÃ�ÆÊ�ä�ß	Ö�Ê¥Õæ�Å>Ã�ÕÅ�Ï�È�Ã�Ê�Ö³×�ÕÅ

(A1 − A3)
2 + ν2

∗

Ç|Ü+Ä>ÔÈ�á:Ê�ÉÚ�ÈÏ�ÓÆÈÉ�ÈÕ!Ä>Õ�Ã�æ Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÎ
P6(1) = 0

È
P6(−1) = 0 )

[A2

12
+ 4(A3 − A2 + 1)](A12 − σ2)2[A12(A12 − σ2) + 2(A1 − A3)(A3 − A2 + 1)]2

È
[A2

12
+ 4(A3 − A2 + 1)](A12 + σ2)2[A12(A12 + σ2) + 2(A1 − A3)(A3 − A2 + 1)]2.

I�Ï�Ö�È
A2

12
+4(A3−A2+1) < 0

Ç�Ã�Å3ÔÆÈ
u = ±1

É�ÕÅ�Û�Å�ß	Ö�Ê�Õ
P6(u)

ÔÆÈÕÈÉVÄ>Ê�ÃªÔÅ&Ö�Å�Ý�È�Ã�Ê�Ö�×�Õæ�ÊÜ¥Õ!Ä+ßÊ�ÕÈ�ÐTÇ�ÈTÇ	Ï�Ö�Ê�Ú�Å�Ñ�Ä&Ã�Ê�Ö�×�ÕÅÇÑqÈÕ�Ã�Ê�ÆÑ�Ä�Ö�Ê î Ù�?�Ç�? ï Ï�Ø�Ì:Ê�Ï�Ã�Ñ>Ø�Ê�Ã�ÇÔÅ:ÓÆ!Ä>ÎÕÊ�Î\É�Ê�ÆÊ>Ç�Ú�Ñ�ÄqÓ�Å�ÆÕ�Ð
u∗

1
, u∗

2

Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î ; þ ï @ý�Ñ�Ê�Ú�Ê�É¶Å�í�Å>Ü¥Õ!Ä+ßÊ�ÕÈÊ
tg(ε/2) = z

È#Ü+Ä>ÔÈ�á:Ê�É�Ø	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊ î ; � ï
[(σ2 − A12 sin β) − (A1 − A3) cos β]z2 sin β + 2ν∗z cos β+

+[σ2 − A12 sin β + (A1 − A3) cos β] sin β = 0.
I�Û�ÅNÚ�ÈÏ�ÓÆÈÉ�ÈÕ!Ä>Õ�Ã

D/4 = [(A1 − A3)
2u2 + ν2

∗
](1 − u2) − (A12u − σ2)2u2

ÔÆÈ
u = 0ÔÅ&Ö�Å+Ý�È�Ã�Ê�Ö�Ê�ÕTÇ)ÔÆÈ

u = ±1
Å>Ã�ÆÈâ!Ä&Ã�Ê�Ö³Ê�ÕTÇ4Ä²Ó�Å�Ò�ìªìªÈâÈÊ�Õ�ÃtÔÆÈ

u4
Å>Ã�ÆÈâ!Ä&Ã�Ê�Ö�Ê�Õ)@4ÂVÖ�Ê�Ú�Å�Ñ�Ä�ÙÃ�Ê�Ö�×>ÕÅÇTÏ�Ø�Ì:Ê�Ï�Ã�Ñ>Ø�Ê�Ã#ÈÕ�Ã�Ê�ÆÑ�Ä�Ö

(ũ1, ũ2) ∈ (−1, 1)
Ç�Ñ�Ó	Å>Ã�Å�ÆÅ�É

D/4 > 0
@LI�Ï�Ö�ÈNä�Å>Ã+Ð±í�æ/Å¥Ú�ÈÕÈ�Ü1Ó	Å�ÆÕÊ�Î

u∗

1
, u∗

2
∈ (ũ1, ũ2)

Ç	Ï�ÈÏ�Ã�Ê�ÉVÄhØ	Æ!Ä&Ñ�ÕÊ�ÕÈÎ î ;>= ï Ç î ; � ï Ï�Å�Ñ�É�Ê�Ï�Ã�Õ!Ä�@!å3ÆÈ²Ò�Ã�Å�ÉÞØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈÊî ; C�ï Å�ÔÆÊ�Ú�Ê�Ö�È�Ã�Ø	Û�Å&Ö α
@ý Û�Ö³Ä>Ñ�Õæ�ätÅ�Ï�Ð	ä

A12 = 0
ÇØ	Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î ; C�ï Ç î ;�; ï Ç î ; � ï Ï�Å�Å>Ã�Ñ�Ê�Ã�Ï�Ã�Ñ>Ê¥ÕÕÅ�ÔÆÈÕÈÉVÄ>ËÍÃ�Ñ�È	Ú
cos ε sin α =

a

l
(A3 − A2) sin β,

w2 + κu2 − 1 = 0, (58)

[(A1 − A3)
2u2 + ν2

∗
]w2 + 2(A1 − A3)σ

2u2w + σ4u2 + ν2

∗
(u2 − 1) = 0, (59)

þ A



�! ��ó#"5÷$��ó�óqö�÷$�>ñ%�>ñ'&(�  �+÷�ôw÷
Û�Ú�Ê

κ = A2 − A3

@61Æ!Ä>Ñ�ÕÊ�ÕÈ�Ð î ;&A ï Ç î ; � ï ÈÉ�Ê�ËÍÃ�Å�í>Ì:ÈÎtÓ	Å>ÆÊ�Õ×
w =

√
1 − κu2 (60)

ÔÆÈ#Ø�Ï�Ö�Å�Ñ�ÈÈ
[(A1 − A3)

2(1 − κu2) + (1 − κ)ν2

∗
+ σ4]2 − 4(A1 − A3)

2σ4(1 − κu2) = 0,

Å>Ã�Ó�Ø+Ú³Ä
(A1 − A3)

2(1 − κu2) = (σ2 ±
√

κ − 1ν∗)
2. (61)å3ÆÈ

A1 6= A3

È�Ü î�� D�ï Ç î�� ? ï Ñ�æ�Ã�Ê�Ó	Ä>ËÍÃ�Ø�Ï�Ö�Å�Ñ�È�Ð

κu2 < 1, κ > 1, u2 =
1

κ

[

1 −
(σ2 ±

√
κ − 1ν∗

A1 − A3

)2

]

< 1.

1-Õ!Ä>Ó�Å�ÕÊ�âTÇ!ÔÆÈ
A12 = 0, A3 = A1

È�Ü î =�A ï ê î�� D�ï ÔÅ&Ö!Ø	ß!Ä>Ê�É

Ω2 =
g2

a2ν2(A2 − A1 − 1)
, A2 − A1 > 1, sin2 β <

1

κ
, sin ε = −aκ

l

sin β cos β
√

1 − κ sin2 β
.

�|Ä>ÓÈÉ Å�í�Æ!Ä&Ü¥Å�É�Ç�ÔÅ&Ö!Ø	ßÊ�Õæ Ø�Ï�Ö�Å�Ñ�È�ÐàÏ�Ø�Ì:Ê�Ï�Ã�Ñ�Å�Ñ�Ä>ÕÈ�Ð´Ï�Ã>Ä>âÈÅ�Õ!Ä>ÆÕæ8äàÚ�Ñ�È�ÝhÊ�ÕÈÎ Ã�Ê�Ö³ÄÕ!Ä¤ÔÅ+Ú�Ñ�Ê�Ï�ÊªÚÖ!ÐNÃ�ÆÊ�äNÑ�Å>Ü¥É�Å+Ý�Õæ�ätÑ�Ä>ÆÈ!Ä>Õ�Ã�Å�Ñ@!7ªÖ!ÐtÓ�Ä&Ý¸Ú�Å�Û�Å¤È�ÜqÕÈ	ätØ	Ó	Ä&Ü+Ä>Õæ Ü+Ä>Ñ�ÈÏ�ÈÉ�Å�Ï�Ã�ÈØ	Û�Ö�Å�Ñ
α, β, ε

Å>Ã¤Ô!Ä>Æ!Ä>É�Ê�Ã�ÆÅ�Ñ�Ï�ÈÏ�Ã�Ê�É�æ3@
u��'MON$PRQ(NTSVUXWOY'ZG[BZJ\±~w}�}���������~w��������¡��+~w{������&���z�����~w�¥§8��~w�����¥¦4§8�+®Í����}�����£�x&���+�8��z��+�1���w�>y�z&y�{�}�x&����~w�%]^]
_3�w®¥y�z����¥y���������x&}�«�}����w�>y���`3u����^a��R`5r��){��>�cbedgf�f�h¢�#`ji4�&�^b�� u�u�u���+�'k%lVQm�noqp^m�rtsOZvuwZ�»|�����+�>y�x&z��)�8��y�x>y����p��w®�y�z��������Jx|z����+�(_3�w®¥y�z����¥yÍ�¥{����¥«��¥®ª�p}���~w}��&¦4��z�}Í��������x&�T®���w�	�#`y_h� z&¬�y��¥�+y���u��^a^b��R`�µ&u�b�~����|{O}Toqm�nN|~-Z@�5Z ��MON$PRQ(NTSVUXW�sOZ�Y�Z�»|�����w®�}�xª�q~w��y�¨���}�z&y���z�}����x&���+���wz���¦ë���w�>y5z&y5{�}�x&����~w��]^]|_3�w®�y�z����+y��������x&}�«�}����w�>y��#`3u����^a��R`5r��){��>�cbjdgf�f�h¢�#`ji4��u�u�uw� u��^�¥�µ&�|{O}Toqm�nNV~-Z(�5Z �GMON$PRQ(NTSVUXW�sOZ�Y�Z�\t{��+�wx&�w�& �z��T®5~w��y�¨���}�z&y���z��T®�x&���+�8��z��+�+®����w�>yVz&y�{�}�x&����~w��]^]��	y��q�����
`3u��������R`5r��){��>�ca��R`ji4�(�Xa�� ��µ&�

������÷$����ó��e�>ñX�	ù>ö�÷��#�	ù��#�� ö$�
���� öV&�
>ó����	ù�ø�ñ¥ö�÷¢ø�ñ¥ö�ó���ó3ó3ø³÷��+ñX��ó���ó��V�B�7�v��
�ñ�ó���õ��R������÷$��� »|}��&�¥����z�}�u��+� ��µ&� ��
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