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Ââåäåíèå. Â îäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäå
ôðîíò êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû îò òî÷å÷íîãî èñ-
òî÷íèêà ìîæåò ñîäåðæàòü êàóñòèêè. Â àíãëîÿçû÷-
íîé ëèòåðàòóðå èõ íàçûâàþò triplications on the
wave fronts, íà ðóññêîì ÿçûêå ëàêóíàìè èëè îñî-
áåííîñòÿìè [1] íà âîëíîâûõ ôðîíòàõ. Ïîÿâëåíèå
êàóñòèê ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ó÷àñòêîâ âîãíóòîñòè
íà êðèâîé ìåäëåííîñòåé, íàçûâàåìîé òàêæå êðè-
âîé ðåôðàêöèè [1].

Êàóñòèêè íà ôðîíòå qSV-âîëí, ðàñïðîñòðà-
íÿþùèõñÿ â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé (ÒÈ)
ñðåäå, âîçíèêàþò äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïî-
ðîä çåìíîé êîðû [2, 3] è ïðèâîäÿò ê ôàçîâûì
ñäâèãàì ñèãíàëîâ [4,5] è ÿâëåíèþ, êîãäà â îä-
íîì íàïðàâëåíèè ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ äî òðåõ
qSV-âîëí ñ ðàçíûìè ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè.
Ýòè ôàêòû ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè ëó÷åâîì òðàñ-
ñèðîâàíèè, ðàñ÷åòå âðåìåííûõ ïîëåé, ìèãðàöèè
âî âðåìåííîé îáëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîïå-
ðå÷íûõ èëè îáìåííûõ âîëí, à òàêæå â äðóãèõ
ïðîöåäóðàõ ìîäåëèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ãåîôè-
çè÷åñêèõ äàííûõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëåí âîïðîñ î ñîîòíîøå-
íèè ïàðàìåòðîâ ñðåäû, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò
êàóñòèêè â ÒÈ-ñðåäàõ, à òàêæå îïðåäåëåíèå óã-
ëîâ, êîòîðûå èõ îãðàíè÷èâàþò.

Ñóùåñòâîâàíèå êàóñòèê íà âîëíîâîì ôðîíòå â
ÒÈ-ñðåäå îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ó÷àñòêîâ âîãíó-
òîñòè íà êðèâîé ìåäëåííîñòåé. Óñëîâèÿ èõ âîç-
íèêíîâåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

óãëîâ, ìåæäó êîòîðûìè íàõîäÿòñÿ ó÷àñòêè âîãíó-
òîñòè, òàêæå ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ïîëèíîìèàëü-
íîå óðàâíåíèå.

Èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè ïðîâî-
äèëè ìíîãèå àâòîðû, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïî-
ëó÷åíû òî÷íûå [6–13] è àïïðîêñèìàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè [7, 9,
10]. Îáçîð ëèòåðàòóðû è ââåäåíèå ïîíÿòèÿ êðè-
òè÷åñêîé àíèçîòðîïèè (critical strength) äëÿ
îöåíêè â ïðîöåíòàõ ñðåäíåé äåâèàöèè ñêîðîñ-
òåé, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò êàóñòèêà, ïðåäñòàâ-
ëåíû â ñòàòüå [12].

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ÒÈ-ñðåäàõ êàóñòèêè qSV-
âîëíîâûõ ôðîíòîâ áûâàþò òðåõ âèäîâ â çàâèñè-
ìîñòè îò óãëîâ èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Êàóñòèêè íà
ôðîíòå âîëíû (êðèâîé ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé) ìî-
ãóò ðàñïîëàãàòüñÿ:
1) âîêðóã îñè ñèììåòðèè ÒÈ-ñðåäû;
2) âîêðóã íàïðàâëåíèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè

ñèììåòðèè;
3) ïðè áîêîâûõ óãëàõ.

Êàóñòèêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ âîçíèêàþò
ïðè îòðèöàòåëüíîé íåýëëèïòè÷íîñòè è ìîãóò ñó-
ùåñòâîâàòü îäíîâðåìåííî, à êàóñòèêè òðåòüåãî
òèïà ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîé íåýëëèï-
òè÷íîñòè è íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îäíîâðåìåííî
ñ êàóñòèêàìè ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà. Ââåäåíèå
òåðìèíà «íåýëëèïòè÷íîñòü» è ïîäðîáíîå èçëîæå-
íèå ýòîé êëàññèôèêàöèè ïðèâåäåíû íèæå.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêî-
ðîñòåé, èìåþùèå êàóñòèêè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
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Ðèñ. 1. Êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ñ êàóñòèêàìè: à – âîêðóã îñè àíèçîòðîïèè (OX3 ); á – âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé îñè àíèçîòðîïèè (OX1 ); â – âîêðóã îáåèõ îñåé; ã – ïðè áîêîâûõ óãëàõ
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òèïîâ. Ýòèì êàóñòèêàì ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè
âîãíóòîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ ìåäëåí-
íîñòåé (ðèñ. 2).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ íåýë-
ëèïòè÷íîñòü íå òèïè÷íà äëÿ îñàäî÷íûõ ïîðîä
è íå ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì äëèííîâîëíîâîé
àïïðîêñèìàöèè òîíêîñëîèñòîé èçîòðîïíîé ñðå-
äû [9].

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü â îïèñàíèè çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ êàó-
ñòèêè, ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî òðåòèé òèï. Óñëîâèå
âîçíèêíîâåíèÿ êàóñòèê ýòîãî òèïà îïèñûâàåòñÿ
êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Îäíàêî êîîðäèíàòû
êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòè êàóñòèê âñåõ
òèïîâ, êàê ïîêàçàíî íèæå, óäîâëåòâîðÿþò îäíî-
ìó óðàâíåíèþ, ò.å. îíî îïèñûâàåò âñå òðè òèïà
êàóñòèê îäíîâðåìåííî è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ
îïðåäåëåíèÿ, åñòü ëè êàóñòèêè íà ôðîíòå qSV-
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ÒÈ-ñðåäå. Ïðè íà-
ëè÷èè êàóñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ óãëîâ, åå
îãðàíè÷èâàþùèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî qP-âîëíû â ÒÈ-
ñðåäàõ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íå
èìåþò êàóñòèê. Ôîðìóëû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ôîðìû è ïîëîæåíèÿ
îáëàñòåé êàóñòèê, à òàêæå äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-
òîâ. Îáîçíà÷åíèÿ ââåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòà-
òüåé [9].

Òåîðèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÒÈ-ñðåäà èìååò
âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåòðèè OX3 (òàêàÿ ñðåäà íà-
çûâàåòñÿ ÂÒÈ-ñðåäîé), à êðèâàÿ ìåäëåííîñòåé
ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè (X1, X3).

Çàâèñèìîñòü V(θ) ôàçîâîé ñêîðîñòè îò ôàçî-
âîãî óãëà θ (îòêëàäûâàåòñÿ îò âåðòèêàëè) îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Êðèñòîôôåëÿ

2det(Γ diag( (θ)) 0,V− =               (1)

ãäå

2 2
11 1 55 3 13 55 1 3

2 2
13 55 1 3 55 1 33 3

( )
Γ

( )
c n c n c c n n
c c n n c n c n

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
,

n1 = sin θ, n3 = cos θ, cij – ïàðàìåòðû óïðóãîñòè, äå-
ëåííûå íà ïëîòíîñòü.

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû
Γ äëÿ âñåõ óãëîâ θ ñëåäóþò íåðàâåíñòâà:

c11 > 0, c33 > 0, c55 > 0.            (2)
Ê ýòèì íåðàâåíñòâàì îáû÷íî äîáàâëÿþòñÿ íå-

ðàâåíñòâà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ êðèâûå
ìåäëåííîñòåé qP- è qSV-âîëí íå ïåðåñåêàþòñÿ
ìåæäó ñîáîé:

c55 < c11, c55 < c33.                 (3)

Óñëîâèÿ (2) è (3) âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ãåî-
ëîãè÷åñêèõ ñðåä.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòè
ôàçîâûõ ñêîðîñòåé qP- è qSV-âîëí îò óãëîâ ñ âåð-
òèêàëüþ θ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

2 55(θ) ( , )
2
cV f u E
g

= ,                 (4)

ãäå u = cos 2θ; f(u, E) = fP(u, E) äëÿ qP-âîëí;
f(u, E) = fS(u, E) äëÿ qSV-âîëí,

2 2( , ) (1 ) (1 ) (1 )Pf u E eu g eu g E u= − + + − − − − ,  (5)

2 2( , ) (1 ) (1 ) (1 )Sf u E eu g eu g E u= − + − − − − − .  (6)

Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ e, g, E çà-
äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

11 33 55

11 33 11 33

2
, ,

c c c
e g

c c c c
−

= =
+ +

2
11 55 33 55 13 55

2
11 33
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[( ) / 2]
c c c c c c

E
c c

− − − +
=

+

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ε , 2(ε δ)(1 )(1 ) 2σ (1 ),
1 ε

e E e e g g e g= = − − − − = − −
+

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïàðàìåòðû ε è e ñâÿçàíû
äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à E, ε – δ è
σ ïðîïîðöèîíàëüíû ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ e è g.

Çäåñü ε è δ – ïàðàìåòðû Òîìñåíà [2], âåëè-
÷èíà E îïðåäåëÿåò îòêëîíåíèå êðèâîé ìåäëåííî-
ñòåé îò ýëëèïñà è íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì íåýë-
ëèïòè÷íîñòè [9], ÷èñëî σ îïðåäåëåíî â [14] è

Ðèñ. 2. Êðèâûå ìåäëåííîñòåé äëÿ ñðåä, êàóñòèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Îáëàñòè âîãíóòîñòè ðàñïîëîæåíû: à –
âîêðóã îñè OX3; á – âîêðóã îñè OX1 ; â – âîêðóã îáåèõ îñåé; ã – ïðè áîêîâûõ óãëàõ
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èñïîëüçóåòñÿ â [12] ïðè âû÷èñëåíèè ãðàíèö êàó-
ñòèê.

Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòè
çíà÷åíèé ÷èñåë e è g îãðàíè÷åíû íåðàâåíñòâàìè

0 < g < 1 è | e | < 1 – g.             (7)
Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû e è g ôèêñèðîâàíû è äëÿ
íèõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (7), à u è E èçìå-
íÿþòñÿ â ïðåäåëàõ | u | ≤ 1, | E | < 1. Ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè è èçîáðàæåíû â âèäå
îáëàñòåé è êðèâûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò (u, E).

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëí âî âñåì äèàïàçîíå
óãëîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ fS(u, E) è åå
ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå

2 2( , ) (1 ) (1 )p u E eu g E u= − − − −          (8)

áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè ïðè âñåõ | u | ≤ 1.
Íåÿâíûå ôóíêöèè fS(u, E) = 0 è p(u, E) = 0

èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóì è ìèíèìóì â
òî÷êàõ A1 è A2 ñ êîîðäèíàòàìè (ðèñ. 3)

2 2
1 1

2 2
2 2

(1 1 ) / , 2 (1 1 ),

/(1 ), (1 ) .
A A

A A

u e e E g e
u e g E g e

= − − = − + −

= − = − −
   (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð E èçìåíÿåòñÿ â ïðå-
äåëàõ EA1 < E < EA2 (ðèñ.3).

Êðèâàÿ ìåäëåííîñòåé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè

sin θ cosθ(θ) , (θ) ,
(θ) (θ)

X Z
V V

= =

ãäå V(θ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (4).
Òàê êàê

2
θθ θ θ θθ θθ

2 2 2 3
θ θ

(θ) / (θ) 1,
( ) ( ) (θ)

Z X Z X V Vd Z
dX X X V

′′ ′ ′ ′′ ′′− +
= = −

′ ′

òî òî÷êè, îãðàíè÷èâàþùèå ó÷àñòêè âîãíóòîñòè
êðèâîé (X(θ), Z(θ)), óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

2

2

(θ) / (θ) 1 0
θ

d V V
d

+ = .               (10)

Íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ (10),
ïðåäñòàâëåíî â ñòàòüå [7]. Ïðè åãî âûâîäå èñ-
ïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçîâûì è ëó-
÷åâûì (ãðóïïîâûì) óãëàìè, à òàêæå ìåæäó ôàçî-
âîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòÿìè äëÿ ÂÒÈ-ñðåäû.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (4) â óðàâíåíèå (10)
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâî, íå
ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð θ:

( ) ( )
2 /

2 21 1 2 1 2 0.u u u

u

f f f
u u u

f f f
′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (11)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (11) íà ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî f 2p3/2(u, E) è ïîäñòàíîâêè çíà÷å-
íèé f èç âûðàæåíèé (5) è (6) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
(12) è (13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö êàóñòèê qP- è
qSV-âîëí ñîîòâåòñòâåííî:

τ ( , ) ( , ) 0,P u E r s p u E= − =          (12)

τ ( , ) ( , ) 0,S u E r s p u E= + =          (13)

ãäå

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 3 2 2

22 2

32 2

2 2 2 3 1

3 1 1 1 2

2 1 1 ,

r e e g g u e g u

e g u g g e g E

e g eu g

⎡= − − + − − +⎣
⎤+ − + + − + +⎦

+ + − − −

     (14)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2 22 2 2

1 [ 1 6 4 1

1 ] 2 1 1 ,

s u E e g g u e g u

e g E e g eu g

= − − + + − + − +

+ + + − − − − −
  (15)

à çíà÷åíèå p(u, E) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (8).
Âûðàæåíèÿ (12)–(15) äîñòàòî÷íî ñëîæíûå,

÷òîáû ïî íèì ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü, êàêîå âëè-
ÿíèå îêàçûâàþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ e è g íà
ïîëîæåíèå êðèâûõ τP(u, E) = 0 è τS(u, E) = 0. Îä-
íàêî ýòè óðàâíåíèÿ âïîëíå ïðèåìëåìû äëÿ ÷èñ-
ëåííîé îöåíêè ïîëîæåíèÿ êàóñòèê ïðè ëþáûõ çà-
äàííûõ çíà÷åíèÿõ e è g, à òàêæå äëÿ äàëüíåéøèõ
òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Âûïîëíèâ íåçàâèñèìûé ïåðåáîð çíà÷åíèé e,
u, g è E, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè p(u, E) ≥ 0,
| u | ≤ 1, 0 < g < 1 è | e | < 1 âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ íå-
ðàâåíñòâà r < 0 è s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îá-
ëàñòè âñåãäà τP(u, E) < 0. Ïîýòîìó qP-âîëíû íè-
êîãäà íå èìåþò êàóñòèê, à êðèâûå ìåäëåííîñòåé
äëÿ íèõ âñåãäà âûïóêëûå. Ïîëèíîì

2 2τ( , ) ( , ) τ ( , )τ ( , )P Su E r p u E s u E u E= − =

èìååò øåñòóþ ñòåïåíü ïî u, ïÿòóþ ñòåïåíü ïî Å è
òàêæå îïèñûâàåò ãðàíèöû êàóñòèê qSV-âîëí.

Ïðè Å = 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà fS(u, E) ≡ 2g
è V 2(θ) ≡ c55. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îáå êðè-
âûå ìåäëåííîñòåé è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé äëÿ qSV-
âîëí ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè. Çíà÷èò, ïðè Å = 0

Ðèñ. 3. Ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè (u, E) îáëàñòåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàì âîãíóòîñòè íà êðèâûõ ìåäëåííîñ-
òåé: 1 – âîêðóã îñè OX3 ; 2 – âîêðóã îñè OX1 ; 3 – ïðè
áîêîâûõ óãëàõ; êðèâûå fS(u, E) = 0 è p(u, E) = 0 îãðàíè÷è-
âàþò îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà E
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qSV-âîëíû íå èìåþò êàóñòèê. Ïðÿìàÿ Å = 0 ðàçäå-
ëÿåò ïëîñêîñòü (u, E) íà ïîëóïëîñêîñòè, â êîòîðûõ
íàõîäÿòñÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ âåòâè êðèâîé (13).

Îäíà èç ýòèõ âåòâåé ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè
EA1 < E < 0, | u | ≤ 1 è îãðàíè÷åíà ñëåâà è ñïðàâà ñî-
îòâåòñòâåííî òî÷êàìè B1 è B2 ñ êîîðäèíàòàìè

1 1Bu = − , ( )1 1BE g e g= − + − ,

2 1Bu = , ( )2 1BE g e g= − − − ,

à äðóãàÿ âåòâü çàìêíóòà è ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè
0 < E ≤ EA2.

Îòðèöàòåëüíîñòü çíà÷åíèé EB1 è EB2 ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâ (7).

Ïîä íèæíåé âåòâüþ êðèâîé (13) ðàñïîëàãàþò-
ñÿ äâå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (u, E), ïðè êîòîðûõ âîç-
íèêàþò êàóñòèêè âîêðóã îñåé OX1 è OX3. Âåðõíÿÿ
âåòâü îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü êàóñòèê, âîçíèêàþùèõ
ïðè áîêîâûõ óãëàõ. Ýòè îáëàñòè îáîçíà÷åíû ñîîò-
âåòñòâåííî öèôðàìè 1–3 íà ðèñ. 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàóñòèêè âîêðóã îñåé OX1 è OX3 ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü îäíîâðåìåííî è âîçíèêàþò ïðè E < 0, à êàó-
ñòèêè ïðè áîêîâûõ óãëàõ ñóùåñòâóþò îòäåëüíî è
ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî ïðè E > 0.

Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà E
íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ êàóñòèêè. Ñ ýòîé öåëüþ îï-
ðåäåëèì òî÷êè, â êîòîðûõ êðèâàÿ τS(u, E) = 0 èìå-
åò ãîðèçîíòàëüíûå êàñàòåëüíûå. Äàííûå òî÷êè
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

τ ( , ) 0
τ ( , ) 0.

S

S

u E
u E
u

=⎧
⎪

∂⎨
=⎪ ∂⎩

                 (16)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (16) â îáëàñòè | u | ≤ 1,
EA1 ≤ E ≤ EA2 èìååò 4 ðåøåíèÿ: {uA1, EA1}, {uA2, EA2},
{uC1, EC1} è {uC2, EC2}. Ïåðâûå äâà ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëåíû ôîðìóëàìè (9), uC1 = uC2 = uA2, à EC1 è EC2

ÿâëÿþòñÿ áîëüøèì (âñåãäà ïîëîæèòåëüíûì) è
ñðåäíèì (âñåãäà îòðèöàòåëüíûì) êîðíÿìè êóáè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

3 2 2 2

22 2 2 2 2

3 3 2 3

8 1 16 1 1 0.

t E E g e g E

g g e E g e e g

= + − + + +

+ + − + − − − =
 (17)

Óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (17), ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [6–8, 11, 12].

Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå t(E) = 0 îïðå-
äåëÿåò ïîëîæåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êðèâîé
τ(u, E) = 0, ìîæíî òàêæå, ïðîäåëàâ âû÷èñëåíèÿ
ïðè u = uA2. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

2 2 2
2

2 2

( , )(( 1) )τ( , ) ( )
( 1)

A
A

p u E g eu E t E
g

− −
=

−

è

2
22 2

τ( , ) 6 ( 1) τ( , )
( 1)

A
A

u E e g u E
u e g

∂ −
=

∂ − −
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè t(E) = 0, òî τ(uA2, E) = 0 è

2τ( , ) 0.Au E
u

∂
=

∂

Íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ (17) ëåæèò â
îáëàñòè E < –1 è ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (12),
ò.å. îòíîñèòñÿ ê êàóñòèêàì qP-âîëí.

Ñðåäíèé êîðåíü âñåãäà îòðèöàòåëüíûé è îï-
ðåäåëÿåò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó C2, ëåæàùóþ íà íèæ-
íåé âåòâè êðèâîé (13). Íà ýòîé æå âåòâè íàõî-
äèòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà A1, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè
êàóñòèê 1 è 2 (ðèñ. 3).

Íàèáîëüøèé êîðåíü âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé,
è åìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà C1 íà âåðõ-
íåé âåòâè êðèâîé (13). Ïðè E >EC1 ïîÿâëÿþòñÿ
êàóñòèêè äëÿ áîêîâûõ óãëîâ (ðèñ. 3).

Êîðíè EC1 è EC2 ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì

( )1 2 sin 2ψ / 3 π / 6CE Q a= + − ,

( )2 2 sin 2ψ / 3 5π / 6CE Q a= + − ,

ãäå

2 21 2 / 3a g g e= + + − ,

2 21 2 / 3 ,Q e g g= − − +

2 2 2 2

3/ 2

[( 1) ](1 )
ψ arccos .

g e e g
Q

− − − −
=

×èñëåííûå ïðèìåðû. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðè-
ìåíåíèå èçëîæåííîé òåîðèè íà ïðèìåðàõ ñðåä,
îïèñûâàåìûõ ïàðàìåòðàìè èç ñòàòüè [2] (Green
River Shale): VP = 3292 ì/ñ, VS = 1768 ì/ñ, e = 0,163,
g = 0,241, ε = 0,195, δGR = –0,22, EGR = 0,414.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ e è g, à ïàðà-
ìåòð E èçìåíÿòü, òî êàóñòèêè äëÿ áîêîâûõ óãëîâ
áóäóò ñóùåñòâîâàòü ïðè 0,185 < E < 0,549 (ðèñ. 4).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âìåñòå ñ èçìåíåíèåì çíà-
÷åíèé E èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî-
ãî åìó ïàðàìåòðà Òîìñåíà δ.

Äëÿ ñðåä ñ ïàðàìåòðàìè E = E1 = 0,3,
E = E2 = EGR è Eu = E3 = 0,48 ïîñòðîèì êðèâûå
ìåäëåííîñòåé (ðèñ. 5), êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêî-
ðîñòåé (ðèñ. 6), à òàêæå ðàññ÷èòàåì óãëû ñ âåð-
òèêàëüþ θ1 è θ2, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè âîã-

Ðèñ. 4. Ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè (u, E) îáëàñòè òèïà 3
(ñì. ðèñ. 3) äëÿ ñðåä ñ ïàðàìåòðàìè, e = 0,163, g = 0,241
(E = 0,414 ñîîòâåòñòâóåò ñðåäå Green River Shale èç [2])
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íóòîñòè íà êðèâûõ ìåäëåííîñòåé. Îïðåäåëèì
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû α1, α2 â ãðàäóñàõ íà
êðèâûõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

 1θ  2θ  2α  1α  δ  

1E  28,2 50,9 37,8 47,6 –0,106 

2E  27,2 47,6 31,6 55,4 –0,22 

3E  28,1 37,8 26,9 60,9 –0,29 

Ïðè E = 0,185 îáëàñòü êàóñòèêè âûðîæäàåòñÿ
â òî÷êó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò óãëû ñ âåðòèêà-
ëüþ θ = 38,8° è α = 41,5° íà êðèâûõ ìåäëåííîñòåé
è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâåííî.

Èç òàáëèöû è ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòà-
íèè ïàðàìåòðà E îáëàñòü âîãíóòîñòè íà êðèâîé
ìåäëåííîñòåé ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïîòîì
óìåíüøàåòñÿ. Îäíàêî íà êðèâîé ãðóïïîâûõ ñêîðî-
ñòåé îáëàñòü êàóñòèêè òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî
ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì E
ñêîðîñòè íà÷èíàþò ðåçêî èçìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñ-
òè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Íàêîíåö, íàõîäèì, ÷òî êàóñòèêè â îêðåñòíîñ-
òÿõ îñåé OX1 è OX3 ïîÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè

E < E4 = g(1 + e – g) = –0,22
è

E < E5 = g(1 – e – g) = –0,14.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ çàâèñèìîñòè
ãðóïïîâîé ñêîðîñòè Vgr(α) îò óãëà α ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ýíåðãèè èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

( )
2

1
gr

(1 )θ
2
f fV
g

+
= , ( )1α θ arctg f= − , 1

1 sin 2θff
f u

∂
=

∂
.

Âûâîäû. Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ
êàóñòèê íà ôðîíòå qSV-âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ â ÒÈ-ñðåäå. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû
òî÷íûìè ôîðìóëàìè è èçîáðàæåíû íàãëÿäíî â
âèäå êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòè êàóñ-
òèê.
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