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������ �� ��������� �� ��
��������	���� ������ ����� �� ��� ��������	� 
�
�� �� ����	�
��
��
� ��	� ����	����
 ������������� 
���� �� ������
 �������� �� 	���� ����	�
���
� 	�����
��� ������
 ��� �
����	 	�������� �� �������
� ��� ���

��� �� ���� �����
 ��
��	� ���
����� ���� ��������� �� ����

 ����	���� ���

���
����� �		��� ��������

 ��� ��� ����	�
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� ���� ����� � ≤  ���
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�" ���

�
" ������
 ���������
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������ ���������	 �����
������	 �������������	 ���� ��������

#$% &'&()*+,-'$�. ���
�
/&'�&' �',-+&' �(&�. �0*�� 10*02(�+-� / ���� 6 ����" <(

1*+/.(�+-� �( 3(*46.'&&% �03��+-&(= /' )+,&04 3'/+ ���
���

6 1*+1(.0*2&0.(46 �'*�
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�������	 � ��� �
 ��������� �	 ������� ��

��� ����	�������� �
 ���	���� ���������	 �


�������	���	 ���� 	���	 ≈ � ÷ �� �� ������

���� � ���������� ��� ����������� 	�!���	

���� 	���� ���� ���	���� ���������	 �


�������	���	 ���� 	!�� 	���	 ��

�� 	!

�"

������� 
��� ��� ���������	 �
 �����	�������

#!�$ ���	���	�

%���!� ��� ��� &����' �������	���	 ���

�
 	������ ������	� �!� �� ��� �!�#�� �


!��(!� ���������	 ��$��� ���	� �������	"

���	 	!���#�� 
�� �������� �
 !��(!�����

�������� ������	�	) 
!�� ����	) #��������� ���

������� ����� �����	 �*�+��
,����$�#�� ���������	 �
 ����!� ��� ���

�������	���	 ��� ���������� #� ������	 �


��� ���	��� 	��!��!�� 
�� ��� �������	���	 �	

�������� �� ����� #!�$ ��!��������	� -��

@��A �B�C�DEFD� ���	�����
 G������
�" �H" A��� I�B� J" �� �B���BD�

���!����!KK����������K�B��DEBCK���H�B���B� L �B� M ��N O@�������� ��� ����
� N�
���
�O

��� ������ �!" #!�$%�!"&	 ��	 �	 ��'(



��	�����) �� �.�) !	��� ���� ��	��!���� ����	"
��		��� �������� �����	���� &/01' ��� ���"
��� �2 ��!	���	 �
 ����� ��������	 ���� ��"

������ 
�� ���� ������������	 ���� 	���	

≤3 ��� 2�	���� 
�������� �
 	!�� ��!	���	
��� 	������� �
 ����� !��� ���� �	 ���	������
/��	� ��
���	 ��� ������� �� ��� ��	� ���	���
���$�� &���' ���	������������ �����	�

1�����	 �
 ������� 	������	���� �������
���� 	���� ���� 
�� ����� �������	���	 ����
	���	 �
 �� �� ��� ��		) 	����
�� �!����	"

����� #��� ���������� #� *� → �� ����	�"

����	 �
 ���� ��� ��	 �#	������ 4��	���� �

���	 �!����	����� #��� ��������	 ���� ����

�
 ���� ���	 �� ���� ������������	 !����"

���	 ���� → ���� ����	������ 5!�� �!����	"
����� ��	 ����� �#	����� 
�� ��� #!�$ �����
���	���	�

5!�� ������	 �
 ��� ���	��� 	��!��!��

��� � ������� 	���� �
 ����!� ���	 �� ����

�������	���	 ��� ��� ���� 
�����	 ��������"
��� ��� !��(!� ���������	 �
 ���	 ���������

/��	 ����� �	 ������� �� �����	�	 �
 ���
��!	�	 ������� �� ������������� �
 ��� ���	"
��� 	��!��!�� ���� 	��!������!	 ������ �


����!� ������� �� ���� �������	���	6 ���
����������� ����!������ ���
���	 ���� ���	
������� �	 ���	���#�� 
��� ��������� �

�������������	�


� ��	��������� �� ���
��
�� ��	

����
� ���	����� ����� �� ����

������������

%���!� ��� ��� ���	���	 ��� ����� ���"

��!��	 ���� ����� �
 ����� ����� ≈ ��77 ���
���	��� ���$�� 
�!�����"���� 	��!��!�� ��8��
9� 	!�� � 	��!��!�� ����!� ���	 
��� 
���"
�������� �!#�� �������) ����� � ���� ���	 ���
������� �� ��� ������	 �
 ����� 	���� �!#�	
���� ����� ��� !��� ���� ��� #� �������� 5�)
���� ����!� ��� �	 	!���!���� #� ����� � �"
��� ���	 ������� �� ��� �!#� �������	) �����
���� � ���� ��� �	 	!���!���� #� 
�!� ��"
��!� ���	 ������� �� ��� ����������� �����"
��	� 5!�� ���	������������ 	��!��!�� �����"
	����	 �� ��� ���	�	� ���$��� �
 ����!� ���
� ���� ���	 �� &���' �����	 ��� ��	� ���"
����	 ���������!������� �
 ��� ���	����

-�� ����� �������	���	 ��� 	��� �

�������	��� ������	� ����	 �� ��� 	��!��!���
������������� ���� ������ �
 ��� ���� �


���� ���	 �� ���� ���	� /��	 	�������� �	
#�	�� �� ��� �����	�	 �
 �!����	����� 	���"
���� 2�����	� �
 ��� 	��� �
 ����� �������	"
��� �� ���	 ��	� ��	 ��� 	��� �

��� �	 ����
��������� �� ���!���� ����	�����) ���) �	
�� ��	 	���� �� ����) #��� ���	� �

���	

����
�	� ��	��
 �� 
�������� �
 ���� �!��"
��	����� #���	�

5!�� ������ �
 ��� � ������� 	���� �
 ���
����!� ��� �!	� #� ����������� #� ����"
������ ������	 �
 ��� ���	��� 	��!��!�� ��
����� �� ������� ���������!�������: ������)

�������� �
 ��� ���� ���	 �!	� #� �����"
������ #� 
�������� �
 ��� � ���� �������
��

��� -�������� �
 ��� � ���� ��������	 �	
��� ��	� ������������� 
�����#�� �� ���	���
���$�� �����	 �� ��� ���	 �
 ���	 ���� 	���"
��� 	���	� /��	 ���������� 	��!��!��� ������
����	 �� 
�������� �
 ���"�����	����� ��"
����� ��!	���	 ���� ���"��
���� ������������
;�� ���	� ��	!��	 ��� 	!������� #� � ����"
������ ���� �.�����

�� ������	������� �� �
��
�����

���
��
��� ������������� ��

���� ������������

5�) �� ��� 	!#	!�
��� ����� �
 ����

�������	���	 ��� � ����"��
������ ������

���	� �	 
������ 9� �	 ������� ���� 	!�� �
������ �
 ��� 	��!��!�� �
 	!#	!�
��� ����
�
 �������	��� ����	 �� ������	� �
 ��	 ���"
	��� ���� <���	�����< �
 ��� �������	����
= ���� ��
������� ������	�	 ������	 ���
	!�
��� ������� �� ���	��� �������� ����
�����	������� ������ �
 ���	��� ������� ;�"
������� �� �������������	) ��� ��� ���	�
���� #� 	��#�� �
 ��� 
��� ������ �
 �������	"
��� ���� ���	��� �������� ���� #� ��		 ����
��� 
��� ������ �
 �������	��� ���� !��
���
���	���� -�� ��� #!�$ ���	��� ���� �
 ���	���
������ ��������� ���� ��� ���	��� ��������
�� ��� ����� 
��� ������ �	 ��	!

������ �����

���� ≈ � > ����	 ��� ������� �� ��� 	!#	!�"

��� ����� �
 ��� ���	��� ��� ���� ������
���� ��� ��
�!���� �� ��� �������������
���������	 �
 ��� ���	��� �	 � ������

?� ���� �������� ������� ��� 
��� ��"
���� �
 �������	��� ������	 ��	 �����!�


�� ���� → ������ ���	� ����	�����) �����
�	 �������� 
�� ���� �������	���	 ��� �	 ��"
��������� #� ���!������ �
 ��� ���	��� ���"
������ /�� 
�������� ������ ��	 !	�� ���"
���!	�� �!���� ����	�������� �
 ��� �����		
�
 ��� ��� ���	� 
�������� �� ��� ���� ���	"
��� �����	 ��*��

9� �!� ��	� �� �	 ��(!���� �� ������� ���
���!�	 �
 
��� ������ �� ��� �� 
�� ���
��

����� ���	�	: ���	� � &���� ���	��� ����

�!����� 	��!��!�� ��� !��
��� ���	���' ���
���	� � &������ �������	��� ���� 	!#	!�"

��� 	��!��!�� ������������� ��� ��� ���"
	��� ��������'� /�$��� ���� ����!�� ���� 
��
��� #!�$ ���	���	 ���� ��� !��
��� ���	���
�� @ �� ��������� �	 ��������) �� ����� ��

)����* +, $� !"� - .�%����%!" %$!%%!�/$#$�� !�� ���

������ �!" #!�$%�!"&	 ��	 �	 ��'( ��0




�!�� ��� �������� 	��� ��) 
�� ����� ���!�"
����� �
 ��� ���	��� �������� ��$�	 ��		�#��
� �	����� �
 ���	� �) ��) �� ����� ����	) 
��
����� �� @ ���

A�� !	 	!���	� ���� ��� �������	��� ��	
	�������� 	���� ���� ����!	 �� /� ��$� ����
����!�� ��� ���	��� �������� ��� 
��� ������
�!	� #� ��"������� �	:

�(ρ) = �∫
�

�

[�(ρ) + α(�ρ ⁄ ��)�]���
&�'

B��� � �	 �������	��� 	!�
��� ����) ρ C

���	���) �&ρ' C 
��� ������ ���	���) � C

��	����� 
��� ��� ������ �
 �������	���� /��

	����� ���� �� &�' ��$�	 ���� ����!�� ���

������ �
 
��� ������ �!� �� ��� ���	���

���������
2��������� �� ��� ���	��� �������� �	 ��"

	���#�� #� 	(!��� ��� #���!	� ��� �(!���#"

��!� 	���� ��	 ��� !��
��� ���	���) α �	 ���
���

������ ����� �	 ��������� �� ���	���
���	����	 �
 ��� ��������� /� ��������� ���
���	� 	���� �� �	 ��(!���� �� 
��� ��� ����"
�!� ���!� �
 ��� 
��� ������ &�' �� ���"
	���� ��		 ���������:

� = �∫
�

�

ρ(�)���
&�'

-������ �
 ��� �����!� �
 &�' �	 
�����"
����� 	!

�������� #� !	��� ������� 
!������

�&ρ' �#������ ����!�� ��� A������� 
�����:

�(ρ) = �(ρ) − λ�∫
�

�

ρ(�)�� =

= �∫
�

�

[�(ρ) + α(�ρ ⁄ ��)� − λρ]���

&8'

1����������� �
 �&ρ' ����	 �� ��� 
�����"
��� �(!�����	:

��(ρ) ⁄ �ρ − �α���ρ ⁄ ���� = λ &�'

���� #�!����� ���������	: ρ&�' D ρ�) �ρE�� D �

�� � D � ��� ρ&�' D ρ�� ?� ��$� ρ� @ ρ�)
����� �� ���� 	!#	!�
��� ����� <���	�����<

�
 ��� ���	��� ������� �	 �#	������ ρ� �	 ���

�(!���#��!� ���!� �
 ���	��� 
�� #!�$ ���	"

���) 	� �&ρ' ��� #� ������� �	:

�(ρ) ≈ �� + �

�
��

(ρ − ρ�)�
� &*'

B��� �� �	 ��� 
��� ������ ���	��� �� #!�$

���	���) ��� �� D ���&ρ'E�ρ� �� ρ D ρ�� 5��!"

����	 �
 �(!�����	 &�' ���� ����!�� �
 ���

#�!����� ���������	 ��� �������� &*' ���

������ ������ � B������) ��� �	����������

	��!����	 
�� ��� �������� ��	�	 ��� #� ��	���

�#������ ��� ���������

-�� #!�$ ���	���) ���� �� � → ∞) ��� 
���

������ 
�� #��� ���	�	 ��	 ��� 
��������

�	���������� ���!�	: �� ≈ ���� ��Eρ�� ���

�� ≈ ���� ��Eρ��� B��� ���� ��� ���� ��� 
���

������ ���	����	 
�� ��� #!�$ ���	���	) 
��

���	� � ��� �) �����	���������� ;	 �� ����

	����� #�
���) ���� @ ����) ��� ��$��� ����

����!�� ���� �� ���� ρ� @ ρ�) �� �����!��

���� �� @ �� ��������� �	 	���	
���) ��� ��

��� #!�$ ���	���	) �	 �� ��	 	!���	�� #�
���)

���	� � �	 ���� 	��#���
B������) 
�� 	���� � ���	� � ��� #�����

���� 	��#�� &�� @ ��' �
 ���	��� ���	����	 
��

��� ���	� � #����� ��		 ���� ���	 
�� ���

���	� � �!� �� ��� ���	��� ��������� 9� �	

������ ���#�#�� �!� �� ���� ������� �
 � �"

��� ��������	 ��� ���� → ������ ����	�"

���� �� ��� 	!#	!�
��� ����� �
 ��� �����

�������	���	�
/��	 ��������� �	 �������� �
:

1
���

− ���� <
�
�




1
���P(ρ� − ρ

�
)�Q − 1

���
�(ρ� − ρ

�
)�Q


� &3'

5�) ��������� �� &3') 
�������� �
 ���

���	� � �� ���� �������	���	 �	 ��		�#�� �


��� ���	��� ������ ���� 	!���		�	 ��� ������

�
 
��� ������ �� ��� #!�$ ���	��� �� ���	�

����	�����) 
�� ��	�����) �!� �� ��������!��

�������
/�� 	��� � D �� �� ����� ������ ���	�

#����� 	��#�� ��� #� ���������� 
���

��&�
�' D ��&�

�' ����������
5�) ��$��� �� ��� �� ��� ���������� ���

	����� ����� ��
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