
Condensed Matter Physics, 1998, Vol. 1, No. 3(15), p. 593–604

Few-particle eigenstates in the Yukawa
model

J.Darewych
Department of Physics and Astronomy, York University
Toronto, Ontario, M3J 1P3, Canada

Received February 13, 1998

We consider a reformulation of the Yukawa model, in which fermions inter-
act via a mediating (massive or massless) scalar field. Covariant Green
functions are used express the mediating field in terms of the fermion
fields. The resulting Hamiltonian of the theory has an interaction term in
which the propagator of the mediating field appears directly. We show that
if processes involving emission of physical mediating field quanta can be
ignored and an unconventional empty vacuum is used, then exact few-
fermion eigenstates of the resulting truncated Hamiltonian can be obtained
in the canonical equal-time formalism. These eigenstates lead to two- and
three-body Dirac-like equations with scalar interactions. Two-fermion bo-
und states are obtained by the numerical solution of the eigenvalue equa-
tion for

�����
states. Comparison is made with conventional treatments of

this model.
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Few-particle eigenstates
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�����3� ü���� ���3���e���3�� ���3���I���3�6� � �	BP�P�
ð�ñ�ç>ù1ç � ���)� � �W�+å5ù1çmç_å/éEñ0B�SzBgD�å5êMù1ã�éGçGäG÷_ê1ñ�çGæCí�ì/ù\J üvn ä'êEå5ê1çGäG÷	ð�ñ�ã�éEñ#å5ù1ç(ê1ñ�çmì�æ�ó��]ì�æ�çGäê1ñ å5ê�ð�ç]äMñ å/ó�óZú�ã�äMéGô�äMä�ñ�ç>ù1ç[ã�ædäMìPD8ç[ú�ç>êEå/ã�ó\÷�ê1ñ�çe�8êEå���ç[ì�æ$ê1ñ�ç[í�ì/ùND � ���3� ü t� � � � �W�C�W����R÷å/æ�ú$äMãED8ã�óSå5ù1ó��~í�ì/ù��)� � �W� ÷Kð�ñ�ç>ù1ç��C�W��3��å5ù1ç@B@SxB6ä'ø ñ�ç>ù1ã�é_å/óL� ã¨ÿ�ñ å5ùND8ì�æ�ã�éGä�ú�çe{ æ�çGúhã�æ ! X %	FR ñ�ç�æKô,DZ�Zç>ù�ì�í�éGì�ôOø ó�çGú~ùEå/ú�ãSå/ó�ç� �ô å5ê1ã�ì�æ�ä(ã�ämë�çGæ�ç>ùEå/ó�ó��2äMã¨è8í�ì/ù�äMã�æ�ë�ó�ç>ê1ä�å/æ�ú8ô�æ�éGì�ôOø ó�çGúêMù1ã^ø ó�ç>ê2ä'êEå5ê1çGäG÷(å/æ�ú�çGã�ë�ñ�ê~í�ì/ù~éGì�ôOø ó�çGú�êMù1ã^ø ó�ç>ê2ä'êEå5ê1çGäQ�*ì�í�ê1ñ�ç$ê&��øZç t 4w� öU� �M( ö�� �W�R÷ê1ñ�ì�ô�ë�ñ�æ�ì/êdå/ó�ó�ì�í[ê1ñ�ç�D å5ù1çAã�æ�ú�ç>øZçGæ�ú�çGæ�ê�FzH°ê�ê1ôOù1æ�ädì�ôOê�ê1ñ å5ê�ê1ñ�ç>ù1çÓå5ù1çAì�æ�ó���í�ì�ôOùùEå/ú�ãSå/ó�ç� �ô å5ê1ã�ì�æ�äiã�æhê1ñ�ç�J üvn é_å/äMç3F R ñ�çe�hå5ù1ç]çRèOø ó�ã�éGã^ê1ó��������(��U��(��>� � � . õ�� � � � � . �'��� � � .�� � �e� � � . � ��� � � .�� � � � � � üvn �	B X �
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Few-particle eigenstates

�� �¡�¢£ U¤�¥�¦�§���¨3©p¢«ª�©&¬e��¨3©G¥®e¯���¨3©p¢�° ¨ 6��¨3©G¥�±P¯���¨3©p¢�° ¨ ±I��¨3©³²v´ �	µ3¶6©
�=¢g �¡�¥· U¤�¥�¦�§���¨3©p¢«ª�©=¸p��¨3©G¥�e¯���¨3©p¢ ° ¨ 6��¨3©G¥·±P¯���¨3©�¢ ° ¨ ±I��¨3©³²v´ �A¹P´6©
�=¢g �¡�¢m U¤p¥®§>��¨3©p¢«ª�©=±I��¨3©�¢£¬'¯���¨3©�¢w° ¨ ¬e��¨3©�¢m¸,¯º��¨3©�¢w° ¨ ¸p��¨3©³²v´ �A¹�»*©

¼T½,¾e¿N¾ e¯�²ÁÀ À ¨�Â §���¨3©³²Ã¢0Ä ¡ Ä ¤Å3Æ ¾*Ç6È�É¨]Â ªÃÊEË�Ì ½,¾�¾ ÊEÍ ¾�Î,¾�Î,¾e¿ Í3Ï`��Ì ¼�Ð�Ñ	Ò<Ó�¿ ÌNÊEÔ�Õ ¾×ÖLÐPØ,Î À Ñ Ë�Ì Ó Ì ¾Ù Ó ËWË)©zÌ Ð>ÖL¾ À ¾ Ì ¾e¿ Ù Ê Î,¾ À Â ¼T½ ÊEÕ ¾ ° ²Á»�Ú Ð3¿ Ì ½,¾ ´ Ç � ¡�ÛIÜ ©gË�Ì Ó Ì ¾ Ë Ó3Î À`° ²Á¢@»�Ú Ð3¿ Ì ½,¾´PÝÞ��ßNà Ü ©@Ë�Ì Ó Ì ¾ Ë�áÞâ ½,¾>Ò<Ó�¿)Ó Ù ¾ Ì ¾e¿ ¦`²ã¢@»äÚ Ð3¿ Ì ½,¾>Ò,¿N¾ Ë ¾�Î ÌZå Ø�æ3Ó�¼zÓ Ù Ð À ¾ ÕMÚ Ð3¿Z¼T½ ÊEÔ ½Ì ½,¾ Ô ÐPØ�Ò ÕEÊ Î Í�ÊEË ¼ Ê�Ì ½QÓ ËWÔ Ó Õ Ó�¿ Ù ¾ À Ê Ó ÌNÊ Î ÍZç ¾ Õ À á-è Ð�¼�¾eé6¾e¿ Â ÊEÚp¦�²Ã» Â Ì ½,¾�Î Ú Ð3¿Tê ²v´ ¼�¾¿N¾ Ô Ð�é6¾e¿ Ì ½,¾�¾�ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ Ë�Ú Ð3¿ Ì ½,¾xì=é6¾ ÔeÌ Ð3¿ Ô ÐPØ�Ò ÕEÊ Î ÍPí�î ÐPØ Õ Ð Ù Ö�ï�ð\ñ Ù Ð À ¾ Õ À ÊEËWÔ Ø ËWË ¾ À Ê Îò ó�ô	á ð\ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ Ëõ�	µ3ó6© Ñ �A¹�»*© Ó�¿N¾�Î,Ð Ì�Ê Î À ¾eÒL¾�Î À ¾�Î Ì�á,ö Î À ¾�¾ À Â ¾ Õ ¾ Ù ¾�Î Ì Ó�¿ Ï Ù Ó3Î Ê Ò-Ø Õ Ó ÌNÊ ÐPÎ Ë Ð ÚÌ ½,¾ Ë ¾�¾�ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ ËgË ½,Ð�¼ Ì ½-Ó Ì±I��¨3©Þ² ªw¢£ �¡�¢m U¤M¢«§>��¨3©ªr¥· �¡�¥� U¤M¢«§>��¨3© 6��¨3©�÷ã¸p��¨3©Þ² ªv¢m �¡�¥� U¤³¢m¦�§���¨3©ª~¥� �¡�¢m U¤³¢m¦�§���¨3© ¬e��¨3©�÷ �A¹6µP©
Ë Ð Ì ½-Ó ÌgÌ ½,¾ Ú ÐPØ�¿×¾�ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ Ë��	µ3ó6©	øG�A¹�»*© ¿N¾ À Ø Ô ¾ Ì Ð�ÐPÎ Õ�ÏäÌ ¼�Ð,ùe¯���¨3©³²ãú³° ¨ ¥�û���¨3©�ük6��¨3©G¥�à�ý=��¨3©&¬e��¨3©�÷ �A¹P¹6©

¬'¯���¨3©³²Ã¢ ú³° ¨ ¥�þ���¨3© ü ¬e��¨3©�¥�àpÿe��¨3©W6��¨3©�÷ �A¹ Å ©
¼T½,¾e¿N¾ û���¨3©³² �� �¡�¥· U¤�©W§ ¯ ��¨3©�Aªv¢«§>��¨3©W©��Aªq¢«§>��¨3©G¥� �¡�¥· U¤�©�� ûv²v´�÷ �A¹��P©

þ���¨3©³² �� U¤M¢£ U¤�©=¦�§ ¯ ��¨3©�Aªv¢m¦�§���¨3©W©��Aªq¢£¦�§>��¨3©G¥� �¡�¢£ U¤�© � þ�²v´�÷ �A¹��6©
à�ý���¨3©³² �Aªv¢«§>��¨3©G¥� �¡�¥· U¤�©��Aªv¢£ �¡�¥� U¤M¢m¦�§���¨3©W©µ,�Aªv¢«§>��¨3©W© � à×ýG²wµ� U¤�÷ �A¹��P©

àpÿe��¨3©³²Ã¢ �Aªv¢·§>��¨3©p¢m �¡p¢m U¤�©��Aª®¥� �¡�¢m U¤M¢£¦�§���¨3©W©µ,�Aªq¢m¦�§���¨3©W© �A¹Pó6©� àõÿ³²Ã¢  �¡ �¡�¥� U¤ � �³¢«§>��¨3©W©�÷¼T½,¾e¿N¾ �\²vª·¢ä �¡<¢ä U¤ Ó3Î À Ì ½,¾×ë$Ø-Ó3Î ÌNÊ�ÌNÊ ¾ Ë ¼ Ê�Ì ½>Ð�é6¾e¿WÖ<Ó�¿ Ë Ó�¿N¾TÎ,ÐPÎ$Ñ	¿N¾ Õ Ó ÌNÊ é ÊEË�ÌNÊEÔTÕEÊ Ù Ê�ÌNË�	��
* ��� »*©�áö Î Í ¾�Î,¾e¿)Ó Õ Â Ú Ð3¿gÓ�¿WÖ Ê�Ì ¿)Ó�¿ Ï Ù Ó ËWË êQÐ ÚGÌ ½,¾ Ù ¾ À Ê Ó ÌNÊ Î Í�ç ¾ Õ À Â ¾�ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ Ëõ�A¹P¹6© Ó3Î À �A¹ Å ©Ù Ø Ë�Ì ÖL¾ Ë Ð Õ é6¾ À ÎVØ Ù ¾e¿ ÊEÔ Ó ÕEÕ�Ï6á�� Ð3¿ Ì ½,¾ Ô Ó Ë ¾^ê ²�´r� Ù Ó ËWËWÕ ¾ ËWË ë$Ø-Ó3Î Ì Ø Ù ¾�� Ô ½-Ó3Î Í ¾ ©¾�ë$Ø-Ó ÌNÊ ÐPÎ ËZ�	µ3ó6©	øG�A¹�»*© Â Ó3Î À Ó ÕEË Ð �A¹P¹6© Ó3Î À �A¹ Å © Â ½-Ó�é6¾ Ì ½,¾�¼�¾ ÕEÕ æ�Î,Ð�¼TÎ^Ó3Î-Ó Õ�Ï$ÌNÊEÔ Ó Õ�Ë Ð Õ Ø$ÑÌNÊ ÐPÎ Ë\Ê Î Ì ½,¾×Î,ÐPÎ$Ñ	¿N¾ Õ Ó ÌNÊ é ÊEË�ÌNÊEÔgÕEÊ Ù Ê�Ì�á6â ½,¾ Ë ¾õÓ3Î-Ó Õ�Ï$ÌNÊEÔ Ó Õ-Ë Ð Õ Ø ÌNÊ ÐPÎ Ë\Ô Ó3Î>ÖL¾×Ø Ë ¾ À Ì Ð�Ð3Ö Ì Ó Ê Î
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J.Darewych������������! #"%$& #'�()"%*,+��.-0/1 # %�0-!"%*2/�3546"%/7"%85�.35/�3:9; %�0<=()"%*,+&*24>"%*2-? %�04#$5<," @BADCFEG�HI �KJL J�M�N 85�! %��OAQPSRTP J�U �WV1XK�Y(135Z HI A H R H J�U � H R\[ H J � M '^]_$54#*235`a"%85�b��c&�5 %�04#4#*2/�3@�AedfCg� H R�[ H J �hA @K[jia@!k ��l�m��N 85�! %� ia@�Aon p6q iar q p�sn p6q p�s k �WV�t��
N *,"%8 n pBq Avu w��Wx1��k y!�Wx1�{z;k y0�Wx1�|A EG H J } w!~��Wx1��Cf� x w��Wx1�>��(135Zn pBq p�s A����� u w J �Wx1�\[ y J �Wx1�{z=Z5xSk �WV E ��!"%-1� M (135Z�(1<24#/��W�KR�A H R U � H R\[ H J �#�iar�A�E�KR�)��� [��KR!��@|C��b� C��C�� �KR!��@|C @%��[ G H J C �����6� �WV G �� +1(1<2$�()"%*235`��WV�t��Y"%/"%85��<2/ N �04>"B/1 %Z5�! B*23O��`�*,+��04�"%85�� ¡/�<2<2/ N *235`¢ %�04#$5<,"%4B ¡/1 £"%85��<2/ N �04>"t^¤�4>"�()"%� ia@#¥�� L A E R>¦ � ��A E§�HI � � } l6C HIH R\[ H J �¨k �WV�l��ia@{©�� L A E R>¦ � ��AªE§ HI � � } « HIH R�[ H J C E � k �WV�V^�N 85�! %��4#$&'�4#-! %*,�5" ¦ 4>"�(135Z54¬ ¡/1 ¢"%85�g>4#-�(1<=() -0/�$&��<2*235`�®¯��"%85�_�5 %�04#�03�"°�$&±1( N (³²/:Z5�0<N *,"%8¬��Aet�� M^N 85*2<2���´4>"�(135Z54µ ¡/1 Y"%85�_T+��0-!"%/1 Y-0/�$&��<2*235`�®���"%8�()"Y*24 M "%85��¶Y/�$5<2/�²?'�· ��¸²/:Z5�0<:"# %��()"%�0Z¢*23�u § z����)¹{"�*24h/� �*23�"%�! %�04>"h"%/�35/1"%�µ"%8�()"h"%85�04#�º %�04#$5<,"%4�(1`1 %�0� M "%/6"%85*24h/1 %Z5�! MN *,"%8�"%85�?�5 %�!+&*2/�$54#<,]OZ5�! %*,+��0Z»��c&�5 %�04#4#*2/�3546"%8�()"�$54#�0Z¨(¬-0/�3�+��03�"%*2/�3�(1<h()�5�5 %/�(1-�8j� N *,"%8"%85� ¸ *, �(1-³T¼�<2<2�0Z»35�0`�()"%*,+��.�035�! %`1]O4#��(1®7+1(1-0$5$5²½�W4#�0��u m)z| ¡/1 �ia@#¾ M (135Zju V1z| ¡/1 �ia@#¿:���À /1"%�µ(1<24#/ M "%8�()"h��c&�5 %�04#4#*2/�354£�WV�l���(135Z��WV�V^��8�(�+��º-0/1 # %�0-!"����������/�35��9;'�/:Z&] ¸ *, �(1-µ<2*2²*,"%4�W/�35��/�  HÁ�ÂÄÃ � N 85*2-�8 M (1-0-0/1 %Z5*235`¢"%/�u E t)z M () %�1Ådº¥�A HÆ E [�� J A H � E CvEG � J [ l§ � � [¯Ç�Ç�Ç � �WV^È�� ¡/1 º"%85�b4#-�(1<=() �-0/�$&��<2*235`(135Zd�©�A H Æ E CÉ� J A H � E C EG � J C E§ � � [¯Ç�Ç�Ç � �WV�Ê�� ¡/1 º"%85��+��0-!"%/1 �-0/�$&��<2*235`5�Ë 85�B(13�(1<2/�`�/�$54� %�04#$5<,"%4� = %/�²Ì�0Í:$�()"%*2/�354B��l�m��;Î\�WV G �� ¡/1 �"%85��<2/ N �04>" M t�Ï|� G|Ð � � � M �0Í:$�(1<²¬(14#4b� H R�A H J A H �µ4>"�()"%�b() %�dº¥ºA H � G CÑEE Ê � J [ V�ml�t « G � � [QÇ�Ç�Ç � �WV « �
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Few-particle eigenstatesÒ1Ó5Ô Õ�Ö�×QØ»Ù;ÚBÛÑÜÜSÝ\ÞKß Û Ú1àà�á�â�Ú Þ�ã�äQå�å�å æ�ç ÙWè�é æê Ó5ë0ì�Ò1í�Ò1î2Ó\ï5ð%ñ5ì0ò#ì�Ò1í1ó%ì0ì6ð%ôõ Ù Þ ã æ�ö î,ð%ñFð%ñ5ìbë0ô�Ó�÷�ì0Ó�ð%î2ô�Ó�Ò1ø2ø,ù7Ô5ì!ó%î,÷�ì0Ô_÷1Ò1ø2ú5ì0ò?û è ïýü)þ;ÿ��� ú�Ò)ð%î2ô�Ó5ò Ù�à�à æ Ò1Ó5Ô Ù�à1è æ.ö ì!ó%ìOÒ1ø2ò#ôÉò#ô�ø,÷�ì0ÔjÓ^ú��ì!ó%î2ë�Ò1ø2ø,ù��¡ô1óð%ñ5ì�ø2ô ö ì0ò>ð��
× áò>ð�Ò)ð%ì0òaî2Ó�ð%ñ5ì_ì � ú�Ò1ø	�¬Ò1ò#ò.ë�Ò1ò#ì ÙWØ 


×ªØ ß ×oØ æbö î,ð%ñ��
×oá Ù ð%ñ5ì�»Ò���ø2ì���ú5Ó5í�ì��� ú&ð#ð�Ò��5ó%ô�í1ó�Ò�� ö Ò1ò�ú5ò#ì0Ô��¡ô1ó�ð%ñ5î2ò���ú&ó���ô�ò#ì æ ÿ��µñ5ì¢ó%ì0ò#ú5ø,ð%ò��¡ô1ó�ð%ñ5ìí1ó%ô�ú5Ó5ÔÉò>ð�Ò)ð%ì¬Ò)ó%ìí�î,÷�ì0ÓÉî2Ó¨ð�Ò���ø2ì Ü ÿ��{ð?î2ò�ò#ì0ì0Ó�ð%ñ�Ò)ð ÕÙ Þ�æ �¡ô1ó�ð%ñ5î2ò�ð ö ô�� ��ô:Ô&ù¨ò>ù&ò>ð%ì!� ñ�Ò1ò.Ò"��ì0ñ�Ò�÷&î2ô�ú&óÒ1Ó�Ò1ø2ô�í�ô�ú5òKð%ôºð%ñ�Ò)ð�ô��5ð�Ò1î2Ó5ì0Ô?î2Ó?Ò�ô�Ó5ì#� ��ô:Ô&ù�ø2î$�î,ð�ï0ì � ú�Ò)ð%î2ô�Ó ÙWè % æ ÿ&�µñ^ú5ò0ï��¡ô1ó�ð%ñ5ì�í1ó%ô�ú5Ó5Ôò>ð�Ò)ð%ì1ïKð%ñ5ì'�¬Ò1ò#ò Õ ô(�Yð%ñ5ìð ö ô��)�¡ì!ó*�î2ô�Ó�ò>ù&ò>ð%ì!� ò>ð�Ò)ó#ð%ò+�=ó%ô(� ð%ñ5ì,��ì!ó#ð%ú&ó���Ò)ð%î,÷�ì¬÷1Ò1ø2ú5ìÕ - Ø × Ú¢Û Þ ß - è ä Ü�Ü Þ ã - Ý è Ò)ð¬ø2ô ö Þ ï�Ò1Ó5Ô ð%ñ5ì0ÓjÔ5ì0ë!ó%ì�Ò1ò#ì0ò'�ô�Ó5ô1ð%ô�Ó5î2ë�Ò1ø2ø,ùÉð%ôÉÒ1ÓÒ�����Ò)ó%ì0Ó�ðYÒ1ò>ù.�/�5ð%ô1ð%î2ëY÷1Ò1ø2ú5ìºô(��ú5Ó5î,ð{ù0�¡ô1ó�ø=Ò)ó%í�ì Þ ÿ21Bô1ð%ì1ï(�=ó%ô(�Ìì � ú�Ò)ð%î2ô�Ó ÙWè % æ ï1ð%ñ�Ò)ðhð%ñ5î2òÒ1ò>ù.�/�5ð%ô1ð%î2ë?÷1Ò1ø2ú5ì¢î2ò430ì!ó%ô�î2ÓÉÒ_ô�Ó5ì#� ��ô:Ô&ù³ø2î$�î,ð Ù ö ñ5ì0Ó¨ô�Ó5ìô(� Ø 5�687 æ ÿ91Bô1ð%ìÒ1ø2ò#ô5ïð%ñ�Ò)ð�ð%ñ5ì!ó%ì£î2ò�Ó5ô?ë!ó%î,ð%î2ë�Ò1ø5÷1Ò1ø2ú5ì£ô(� Þ ��ì!ù�ô�Ó5Ô ö ñ5î2ë�ñ Õ ë0ì�Ò1ò#ì0ò�ð%ô���ì�ó%ì�Ò1ø Ù Ò1ò�î,ð�î2ò�î2Óð%ñ5ìë�Ò1ò#ìô(�YÒ_÷�ì0ë!ð%ô1ó�ë0ô�ú.��ø2î2Ó5í æ ÿ9�TÓ¨ð%ñ5ìø=Ò)ð#ð%ì!ó�ë�Ò1ò#ì Ù ÷�ì0ë!ð%ô1ó�ë0ô�ú.��ø2î2Ó5í æ ÕÙ Þ�æ î2ò�ó%ì�Ò1ø�ô�Ó5ø,ù�¡ô1ó Þ;:´Þ=< ï ö ñ5ì!ó%ì/�¡ô1ó�ð%ñ5ìaí1ó%ô�ú5Ó5Ô³ò>ð�Ò)ð%ì Þ=< ×ÌÚ î2Ó»ð%ñ5ìaì � ú�Ò1ø>�)�¬Ò1ò#ò6ë�Ò1ò#ì�û é þhÒ1Ó5Ô Þ=<Ô5ì0ë!ó%ì�Ò1ò#ì0òbð%ô_ú5Ó5î,ð{ù»î2Ó¨ÒFô�Ó5ì#� ��ô:Ô&ù³ø2î$�î,ð Ù ö ñ5î2ë�ñ¨î2ò6ð%ñ5ì ö ì0ø2ø>� ?&Ó5ô ö ÓA@6î,ó�Ò1ë.ó%ì0ò#ú5ø,ð�ïKë!� ÿì � ú�Ò)ð%î2ô�Ó ÙWè Ý æ#æ ÿ

Table 1. B�CEDGF2H2I�J)KEL!K)M�NPORQ!SUT�VXW 
ZY.[#\^] L`_>F(M�JaD`bdc ß�e#f b$D`C f 
 O f.ß O f L`H2Ig e#f OPT�h Þ 1Bú��ì!ó%î2ë i|ì!ó#ð%ú&ó���Ò)ð%î,÷�ìÙ ì � ú�Ò)ð%î2ô�Ó5ò Ù�à�à � à1è æ#æ Ù ì � ú�Ò)ð%î2ô�Ó ÙWè�à æ#æá ÿ á Ü Ü ç ü�ü�ühü â % á�á Ü â Ü é�á Ü ç ü�ü�ühü â % á�á Ü â Ü é�éá ÿ á % Ü ç ü�ü�ü à�â Ý á Ý�Ý Ü ç ü�ü�ü à�â Ý á�â)èá ÿ Ü Ü ç ü�ü â % ÜSÝ â)è Ü ç ü�ü â % Ü â Ü éá ÿ % Ü ç ü è % Ú Ý�Ý Ü ç ü è�é�Ú)è^ÚÜ ÿ á Ü ç é�à�áhà�á Ü ç ü Ú Ü é�â %Ú ÿ á Ü ç % á�â�á�â à ç â %
% ÿ á Ü ç Ú ü à�è %Ü á ÿ Ü ç Ü % á Ý âÜ á�á ÿ Ü ç á Ü % á Ý

�µñ5ì0��ì0ñ�Ò�÷&î2ô�ú&ó��¡ô1ó�ð%ñ5ì¢ø2ô ö ì0ò>ð Ù j × Ú æ ì#k5ë0î,ð%ì0Ô³ò>ð�Ò)ð%ì1ï á(l|Ù;Ú�m n [ æ î2ò � ú�Ò1ø2î,ð�Ò)ð%î,÷�ì0ø,ùò#î$�î2ø=Ò)ó�ÿo�µñ5ì0ò#ì_ó%ì0ò#ú5ø,ð%ò¬Ò)ó%ì_í�î,÷�ì0Ó î2Ó�ð�Ò���ø2ì Ú ÿ Õ - Ø Ò1í�Ò1î2Ó��¡ô�ø2ø2ô ö òað%ñ5ì"��ì!ó#ð%ú&ó���Ò)ð%î,÷�ìì#k.�5ó%ì0ò#ò#î2ô�Ó ÙWè^â æ �¡ô1óaò��¬Ò1ø2ø�÷1Ò1ø2ú5ì0ò?ô(� Þ Ò1Ó5ÔÉð%ñ5ì0Ó�Ô5ì0ë!ó%ì�Ò1ò#ì0ò0�ô�Ó5ô1ð%ô�Ó5î2ë�Ò1ø2ø,ù ö î,ð%ñ�î2Óp�ë!ó%ì�Ò1ò#î2Ó5í Þ ð%ô ö Ò)ó%Ô5ò£Ò1Ó�Ò�����Ò)ó%ì0Ó�ðBÒ1ò>ù.�/�5ð%ô1ð%î2ëB÷1Ò1ø2ú5ì�ô(�|Ò���ô�ú&ð�ú5Ó5î,ð{ù�ÿ
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Table 2. q=r(s*tvu)w�x"y)uEz!u)w4{}|�~��U�&�����*���#�	�!z`�>�(w�y��`�d�d���#���$�`���,��|����4|���z`�2x� �#��|P���
  ¡�¢�£,¤¦¥*§$¨ ©�¤¦¥�ª*¢.¥�«¬�ª*§¯®2¤

° ¤!±p¢²¬�ª*§$³(´�µ °·¶(¶&¸E¶�¹Uº�º ° ¤!±p¢²¬�ª*§$³(´ °»¹U¼(º�º
½.¾¿½.À À(Á Â(Â(ÂdÂ(Â ¶�¼(Ã ½�À Ã Â Ã À(Á Â(Â(ÂdÂ(Â ¶�¼(Ã ½�À Ã Â Ã
½.¾¿½ Ã À(Á Â(Â(ÂdÄ ¹2¶ Ä ¹ Â Ã Ä(Å À(Á Â(Â(ÂdÄ ¹2¶ Ä ¹ ÂdÅ(Â.À
½.¾$À À(Á Â(Â(Â ¶2¼ Å Ã Ä(Ä À(Á Â(Â(Â ¶2¼ Å Ã Â Ã
½.¾ Ã À(Á Â(Ä ÃdÆ Ä.À À(Á Â(Ä Ão¶2¼(Æ
À(¾¿½ À(Á Â ¹ Â�À(À À(Á Â Ã�¶o¹UÃ ½
Æ ¾¿½ À(Á Ä Ã Â ¹ Â Æ Á ½(½ ÃdÆ ½(Ä
Ã ¾¿½ À(Á Å(Å.À Ã ½
ÀG½.¾ À(Á Ã ½ Æ�¹ À
ÀG½(½.¾ À(Á¯ÀGÅ(Ä ¹ ½ ¹

Ç ±p¢²¬�ª*§$³(´�µ °·¶(¶2º ¬�´�È °·¶�¹Uº ¬�É$µ�³ËÊ²¬`®2¤Ì¢�´.Í²Ê2Î.µ�§$¨`¬�É�«Ï³(¢�´�È ¸ µZª�¬�ª*¤Ì¤!§$Ð(¤!´2®�¬�É$¢�¤!µ+³(Ñ	ª*Ê�¤ÑÒ³�¥*£ÔÓÖÕØ× Ù �aÚ Ù � ×(ÛÝÜ`Ü`Ü ¾	Þ ¢�¨�Êßµ�³(É$¢.ª*§$³(´�µÌ¬�¥*¤Ë¬P¨!³(´�µ�¤!±p¢�¤!´�¨!¤�³(Ñàª*Ê�¤Ë¢�µ�¤�³(Ñàª*Ê�¤á ¤!£/Í�ªEÎ.â/®�¬�¨!¢�¢�£�ã�Ê�§$¨�ÊäÉ$¤`¬�È�µàª*³,ª*Ê�¤�¥*¤¦ª*¤!´2ª*§$³(´ä³(Ñ�´�¤!Ð2¬�ª*§¯®2¤ ¸ ¤!´�¤¦¥*Ð�Î�µ�³(É$¢.ª*§$³(´�µà§$´�ª*Ê�¤ÑÒ³�¥*£Ì¬�É$§$µ�£ ¾Uå Ê�§$µ!æpÊ�³Gã	¤¦®2¤¦¥`æ�§$µ�ª*Ê�¤àÍ�¥*§$¨!¤àª*Ê²¬�ª�Ê²¬�µ^ª*³�«Ï¤àÍ¬�§$È'§$´'³�¥*È�¤¦¥	ª*³+³�«�ª�¬�§$´Ì¤#ç²¬�¨¦ª¤!§$Ð(¤!´�µZª�¬�ª*¤!µ ¾ÏÞ ¢�¨�Ê á ¢�´.Í²Ê2Î.µ�§$¨`¬�É$â,µ�³(É$¢.ª*§$³(´�µaã�§$É$É�¬�¥*§$µ�¤4§$´�¬�´2Î'ªEã	³ ¸ «Ï³pÈ.Î"¤!±p¢²¬�ª*§$³(´�ª*Ê²¬�ªÊ²¬�µ�ª*Ê�¤+èé§¯¥�¬�¨�³(´�¤ ¸ «Ï³pÈ.ÎËÉ$§$£,§¯ª ° ³�¥àª*Ê�¤�ê�É$¤!§$´Uë�ìé³�¥*È�³(´ä³(´�¤ ¸ «Ï³pÈ.ÎËÉ$§$£,§¯ª�§$´Ëª*Ê�¤+¨`¬�µ�¤+³(ÑµZÍ²§$´�É$¤!µ�µaÍ¬�¥�ª*§$¨!É$¤!µ�í À(À!î º ¾

4. Concluding remarks
ï ¤�Ê²¬`®2¤�µ�Ê�³Gã�´�ª*Ê²¬�ªa¤#ç²¬�¨¦ªaÑÒ¤¦ã ¸ ÑÒ¤¦¥*£,§$³(´"¤!§$Ð(¤!´�µZª�¬�ª*¤!µa³(Ñ�ª*Ê�¤�ð�ñ å Ê�¤!³�¥*¤¦ª*§$¨�òé¬�£,§$É ¸ª*³(´�§�¬�´/¨`¬�´/«Ï¤�³�«�ª�¬�§$´�¤!È,ÑÒ³�¥^¬�¥*¤!ÑÒ³�¥*£�¢�É�¬�ª*¤!È�ó^¢.ô�¬`ã�¬4£,³pÈ�¤!É ¾2å Ê�¤!µ�¤�¤!§$Ð(¤!´�µZª�¬�ª*¤!µ�¨!³�¥�¥*¤ ¸µZÍÏ³(´�ÈäÑÒ³ÌÑÒ¤¦ã ¸ ÑÒ¤¦¥*£,§$³(´äµZÎ.µZª*¤!£,µ�ã�§¯ª*Ê�³(¢.ªàÈ�¤!¨`¬`Î�³�¥é¬�´�´�§$Ê�§$É�¬�ª*§$³(´�§$´2ª*³,Í²Ê2Î.µ�§$¨`¬�ÉX±p¢²¬�´2ª�¬³(Ñ�ª*Ê�¤'£,¤!È�§�¬�ª*§$´�Ð�µ�¨`¬�É�¬�¥�«Ï³(µ�³(´�õ²¤!É$È ¾�ö ´�¢�´�¨!³(´2®2¤!´2ª*§$³(´²¬�É�¤!£/Í�ªEÎP®�¬�¨!¢�¢�£÷µZª�¬�ª*¤ ° §$´¨!³(´2ª�¥�¬�µZª"ª*³øª*Ê�¤Pèé§¯¥�¬�¨ùõ²É$É$¤!È ¸ ´�¤!Ð2¬�ª*§¯®2¤ ¸ ¤!´�¤¦¥*Ð�Î ¸ µ�¤`¬�®�¬�¨!¢�¢�£ º §$µ"¢�µ�¤!È=æaã�Ê�§$¨�Êú¥*¤!µ�¢�É¯ª*µ§$´�ÑÒ¤¦ã ¸ «Ï³pÈ.Î�¤!±p¢²¬�ª*§$³(´�µ�ã�§¯ª*Ê�ÍÏ³(µ�§¯ª*§¯®2¤+¬�´�Èä´�¤!Ð2¬�ª*§¯®2¤�¤!´�¤¦¥*Ð�Î�µ�³(É$¢.ª*§$³(´�µ ¾Ïå Ê�¤�¥*¤!µ�¢�É¯ª*§$´�ÐªEã	³ ¸ ¬�´�È4ª*Ê.¥*¤!¤ ¸ ÑÒ¤¦¥*£,§$³(´�¤!±p¢²¬�ª*§$³(´�µ�¬�¥*¤oãa¥*§¯ª�ª*¤!´4³(¢.ª�¤#ç.Í²É$§$¨!§¯ª*É¯Î ¾`å Ê�¤dªEã	³ ¸ «Ï³pÈ.Î�¤!±p¢²¬�ª*§$³(´Ê²¬�µ�ª*Ê�¤�¥*¤!É�¬�ª*§¯®2¤ ¸ £,³�ª*§$³(´ Þ ¨�Ê.¥&û³(È�§$´�Ð(¤¦¥�¤!±p¢²¬�ª*§$³(´'¬�µ^¬�´�³(´ ¸ ¥*¤!É�¬�ª*§¯®.§$µZª*§$¨ ° ã	¤`¬�ô/¨!³(¢.Í²É$§$´�Ð º

É$§$£,§¯ª	¬�´�È�ª*Ê�¤éèé§¯¥�¬�¨é¤!±p¢²¬�ª*§$³(´"¬�µa¬�³(´�¤ ¸ «Ï³pÈ.Î'É$§$£,§¯ª ° §$´'ã�Ê�§$¨�Ê�ª*Ê�¤é£Ì¬�µ�µ�³(Ñ�³(´�¤é³(Ñ�ª*Ê�¤¨!³(´�µZª*§¯ª*¢�¤!´2ªéÑÒ¤¦¥*£,§$³(´�µà«Ï¤!¨!³(£,¤!µ�§$´.õ²´�§¯ª*¤ º ¾ ©�³(µ�§¯ª*§¯®2¤ ¸ ¤!´�¤¦¥*Ð�Î�µ�³(É$¢.ª*§$³(´�µ�³(Ñ�ª*Ê�¤�ªEã	³ ¸ «Ï³pÈ.Î¤!±p¢²¬�ª*§$³(´�µa¬�¥*¤�³�«�ª�¬�§$´�¤!È"ÑÒ³�¥aª*Ê�¤�É$³Gã	¤!µZª�üËÕ ½ µZª�¬�ª*¤!µ�§$´�ª*Ê�¤�¨`¬�µ�¤�³(Ñ�¬0£Ì¬�µ�µ�É$¤!µ�µ�«Ï³(µ�³(´¤#ç�¨�Ê²¬�´�Ð(¤éÑÒ³�¥à¬�´2ÎÌµZª�¥*¤!´�Ð�ª*Ê"³(Ñ9ª*Ê�¤é¨!³(¢.Í²É$§$´�Ð ¾²å Ê�¤�ªEã	³ ¸ «Ï³pÈ.ÎÌ«Ï³(¢�´�È ¸ µZª�¬�ª*¤�£Ì¬�µ�µ!æ�Ó °   º
602



Few-particle eigenstates

ý$þaÿ����������	�
������	����þ������������	����ý����������Ìÿ��	�����	��������� �!�	����"�*ý�#.ý$þ$�*ý���% �&�'�)(����ý���*����+�	�!þ������,�	�
�-�����þ$�&���.����þ$�'�
/��	���*ý���#��������0�"�1�Ìþ$���	����*2����'/3�$ý���*546��ý�*��87:9<;>=?�3����� �*ý������@�	�!þ������*þ�ÿ����
A�4B7:9C�"�	����D��&��ý�������	�-E�4B7@F&9�ÿ����G�	���
HJILK/þ$�&�"�	�!þG���������éþ$�	���'�.;NMC���!þ���/>�����	�'��DO�"�*ý�#.�
�	�!þ������*þ+�"�	��ÿ��������P�	����*��	��Q�	�0�	�������	�����?7 F,R ý��	�2�	���1�	�!þ������*þG��D��&��ý������/��	��#.ý�����þ����SDT�
�	���1����.#.��.�*ý����3���U�"/�/��	�.���&� R ��ý��&�P��þ��!þ?�0Véý��&���Q#���������P;

Acknowledgement
MC���,W3�3�����!ý����þ��'/�/>�����X�(ÿO�	���GYQ�"�	�'�&���O% �!ý������!þC�����
Z[��*(ý�������*ý���*�\G�!þ����"�	�&�2]^����� �

�!ý��_�(ÿ`]C���3���3�0ÿ����G�	��ý$þ R ����a�ý$þ,*��&�"�	�!ÿ������������	a'��� R �����*���_;

References
bcGd�c.eGc dgf�hji�kmlgn�c'o:pqf�kjkjrqh	f�p�stpvu&h�wmxjl�y�z�n.f�{Qrqh	k	c.d�lg|.n~}5rqpvu	z��.��u	���@l�xji �Ob&�g��"c
�"c,�,c@�GcN�:fx���w	c>stpvu&h�wmxjl�y�z�n.f�{Qrqh	k,f�n.yJo:pqf�kjkjrqh	f�pt�`|�u	l�xjz-l����>rvu&pqy.k,f�n.y��>fxjwjrqh	pvu&k	c>e[l<��u	x&�

��u	���@l�xji �Ob&�����c
�"cGd�c�}�cTeXfxju	�`z�h�|�cT��i"x&c d�c.�t|)z�k	c.�O�.�.�.b��!b&�����g��c
��c,�,c.eGc
�Nlgpvl��	l<� �'d�c�}�cTeXfxju	�`z�h�|�� f�n.y¡ @c.eXr3 3u	l�c d�c.�t|)z�k	c'¢¤£��.�Ob�b&�g�0�!b&�����g��c
�"c,¥Cc�}�c'o:|.rqpqy�u	x�k	���t|)z�k	c.¥`u	� cTe¦£.§�� ����g�0�!b&�����g��c
�"cGd�c.¨
f�pvu&n���f�n)w	cT�t|)z�k	c.¥`u	� cTe¤©Tª�� �������0�!b&�����g��«'�t|)z�k	c.¥`u	� cT�¬� ©��Ob&�����0�!b&����b<��c
�)c,�^c o[c �h�l�wmw	�'d�c �h�|�u	xjwm�	u	x&�Tf�n.y¡¥Cc.�,cT¨0l"l�xju�cT�t|)z�k	cT¥`u	� cT���'®'�.�)�����0�!b&�����g��c
�"cGd�c�}�cTeXfxju	�`z�h�|0f�n.y¡ @c.eXr3 3u	l�c'd�c.�t|)z�k	c.�¤£.¯�� ����b<�¡�!b&�����g��c
�"cGd�c)}�c"eXfxju	�`z�h�|�f�n.y1¨2c�°�l�xj±Tfwjkjh�|�c�d�c"�t|)z�k	c"�[²"�:w	c�¨0lgp�c��[³.w	c�£T£'���g����!b&�����g��« £.©������g�

�!b&����)��c
b	��cC}�c'¢[xju&rqn�u	x&c�¥`u&pqfwjrv��rqkmwjrqhC´X�.f�n)wj�.{µ¨0u&h�|.f�n.rqh	k	c'"³.x�rqn�¶�u	x&����u	���@l�xji �Ob&�����c
b�bcGd�c�}�cTeXfxju	�`z�h�|�c'o:f�n�c d�c.�t|)z�k	cO�!b&�����g���'rqn�³.xju&kjk	c

Власні стани системи кількох частинок у моделі

Юкави

Ю.Даревич

Факультет фізики та астрономії, Йоркський університет
Торонто, Онтаріо, Канада

Отримано 13 лютого 1998 р.

Розглядається переформулювання моделі Юкави, у якій ферміони
взаємодіють через посередництво (масивного або безмасового)
скалярного поля. За допомогою коваріянтних функцій Ґріна поле, що
переносить взаємодію, виражено у термінах ферміонних полів. Ре-
зультуючий гамільтоніян теорії містить член, що описує взаємодію, у
який явно входить пропагатор поля — носія взаємодії. Показано, що
коли можна знехтувати процесами, що включають випромінювання
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фізичних квантів поля-носія, то з використанням нестандартного
означення вакуумного стану можна отримати у рамках канонічного
одночасового формалізму точні власні стани результуючого гаміль-
тоніяну для декількох ферміонів. Ці власні стани приводять до дво-
та тричастинкових рівнянь Діракового типу із скалярними взаємодія-
ми. Числовим розв’язуванням рівняння на власні значення отрима-
но двоферміонні зв’язані стани для ·0¸º¹ . Проведено порівняння із
стандартним розглядом цієї моделі.

Ключові слова: системи кількох ферміонів, модель Юкави, спектр

мас

PACS: 11.10.Qr, 11.10.st
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