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×èñëåííî ðàññ÷èòàí êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð îäíîìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ ëåãêè-
ìè èçîòîïè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè çàìåùåíèÿ â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ èçîëè-
ðîâàííîé ïðèìåñè. Èñïîëüçîâàíû öåïî÷êè, ñîñòîÿùèå èç 108–109 àòîìîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ìàêðîñêîïè÷åñêèì îáðàçöàì ðàçìåðîì â íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ. Ïîëó÷åíà ñëîæíàÿ èåðàðõè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà òàêîé ñèñòåìû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ
ïðîñòûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñãëàæåííóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â
óçêîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîá-
ðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà âûäåëåíèè áëèæàéøåãî ñîñåäà ê âûáðàííîìó ïðèìåñíîìó àòîìó. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äàåò ïðèåìëåìûé
ðåçóëüòàò íå òîëüêî âíå, íî è âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ ëîêàëüíîé ìîäû.

×èñåëüíî ðîçðàõîâàíî êîëèâàëüíèé ñïåêòð îäíîâèì³ðíîãî íåâïîðÿäêîâàíîãî ëàíöþæêà ç
ëåãêèìè ³çîòîï³÷íèìè äîì³øêàìè çàì³ùåííÿ íàâêîëî ÷àñòîòè ëîêàëüíîãî êîëèâàííÿ ³çîëüî-
âàíî¿ äîì³øêè. Âèêîðèñòîâàíî ëàíöþæêè, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç 108–109 àòîì³â, ùî â³äïîâ³äàº
ìàêðîñêîï³÷íèì çðàçêàì ðîçì³ðîì â äåê³ëüêà ñàíòèìåòð³â. Îäåðæàíî ñêëàäíó ³ºðàðõ³÷íó
ñòðóêòóðó ñïåêòðà òàêî¿ ñèñòåìè. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â ç
ïðîñòèìè àíàë³òè÷íèìè âèðàçàìè. Ïîêàçàíî, ùî çãëàäæåíó ù³ëüí³ñòü ñòàí³â ïîáëèçó ëî-
êàëüíî¿ ìîäè ç äîñòàòíüîþ ñòóïåíþ òî÷íîñò³ ìîæíà îäåðæàòè ç ì³ðêóâàíü, ùî áàçóþòüñÿ íà
âèä³ëåíí³ íàéáëèæ÷îãî ñóñ³äà äî âèáðàíîãî äîì³øêîâîãî àòîìà. Âèÿâèëîñü, ùî îòðèìàíèé òà-
êèì ÷èíîì âèðàç äëÿ ù³ëüíîñò³ ñòàí³â äàº ïðèéíÿòíèé ðåçóëüòàò íå ò³ëüêè çîâí³, àëå ³ â ñåðå-
äèí³ îáëàñò³ êîíöåíòðàö³éíîãî ðîçøèðåííÿ ëîêàëüíî¿ ìîäè.

PACS: 63.22.+m

1. Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ íåóïîðÿ-
äî÷åííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì íàïðàâëå-
íèåì ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Áîëü-
øîé èíòåðåñ âûçûâàþò òàêèå ñïåêòðû ïðè èññëåäîâà-
íèè ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ,
ãäå îíè îïðåäåëÿþò øèðîêèé êðóã íàáëþäàåìûõ
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Çàäà÷à î êîëåáàòåëüíîì ñïåê-
òðå íåèäåàëüíîãî êðèñòàëëà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ ðàçìåðíîñòè íà êîëè÷åñòâî àòîìîâ ñèñòåìû.
Ïîñêîëüêó òðàíñëÿöèîííàÿ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò
è ÷àñòî íåò èíûõ ñïîñîáîâ óïðîùåíèÿ çàäà÷è, ðàç-
ðàáàòûâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-

ñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äëÿ íàèáîëåå
ôèçè÷åñêè âàæíûõ ìîäåëåé áåñïîðÿäêà.

Íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò È.Ì. Ëèôøèöà
[1,2], ìíîãèå àâòîðû ïðåäëàãàëè ðàçëè÷íûå àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû êîëå-
áàòåëüíîãî ñïåêòðà íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, çà-
÷àñòóþ îcíîâûâàÿñü íà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ
ìîäåëüíûõ ñèñòåìàõ. Îäíîé èç òàêèõ øèðîêî èñ-
ïîëüçóåìûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ öåïî÷êà ñ
âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè è
áåñïîðÿäêîì çàìåùåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòî-
òó, îíà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ìíîãèå ñâîéñòâà ðåàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê öåïî÷å÷íûå
êðèñòàëëû è äàæå íåêîòîðûå îïòè÷åñêè íåîäíîðîä-
íûå ñðåäû [3,4]. Îñîáåííûé èíòåðåñ ê íåóïîðÿäî-
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÷åííûì ñèñòåìàì ñ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòüþ âîçíèê
ïîñëå îòêðûòèÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè.

Îäíàêî òî÷íîå óðàâíåíèå [5], èç êîòîðîãî ìîæíî
îïðåäåëèòü ñïåêòð òàêîé öåïî÷êè, â îáùåì ñëó÷àå
íå óäîáíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ. Äðóãèå èçâåñòíûå ïîä-
õîäû ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è çà÷àñòóþ ïðåäïîëà-
ãàþò, ÷òî ïðèñóòñòâóåò êàêîé-ëèáî ìàëûé ïàðàìåòð,
èëè æå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òîëüêî íà îïðåäå-
ëåííûõ ñïåêòðàëüíûõ èíòåðâàëàõ. Â ÷àñòíîñòè, øè-
ðîêèé êðóã èññëåäîâàíèé áûë ïðîâåäåí â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî èìååòñÿ èçîëèðîâàííûé ïðèìåñíûé
öåíòð èëè èçîëèðîâàííûé äåôåêò òèïà ïàðà ïðèìå-
ñåé (ñì., íàïðèìåð, [6,7]).

Âåñüìà âàæíûì è ïîëåçíûì ïðè àíàëèçå ñïåê-
òðîâ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ
íàðÿäó ñ ïîñòàíîâêîé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé ïðîâîäèòü òåñòèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ àíàëèòè÷åñêè. Åùå â 60-å ãîäû ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ Äèíîì [8] áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ñïåê-
òðîâ íåóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê ïðè äîñòàòî÷íî âû-
ñîêèõ (0,1–0,5) êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñåé. Íåñìîòðÿ
íà òî ÷òî ïëîòíîñòü êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé íå
óäàëîñü ïðîàíàëèçèðîâàòü äåòàëüíî, â åãî ðàáîòàõ
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âûñîêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà
ïðè íàëè÷èè ëåãêîé èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñè ÿâëÿåò-
ñÿ ñèëüíî èçðåçàííîé. Áûëî òàêæå óñòàíîâëåíî ñî-
îòâåòñòâèå íåêîòîðûõ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé, ðàñïî-
ëîæåííûõ âáëèçè ëîêàëüíîé ìîäû, ïðîñòåéøèì
êëàñòåðàì ïðèìåñíûõ àòîìîâ. Êðîìå òîãî, èç-çà íå-
âîçìîæíîñòè ðàññ÷èòûâàòü öåïî÷êè äîñòàòî÷íîé
äëèíû íå áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íèçêîé êîíöåí-
òðàöèè ïðèìåñè. Îäíàêî èìåííî òàêîé ñëó÷àé ïðåä-
ñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, äàæå âåñüìà ìàëûå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé â
ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà ñâîéñò-
âà êðèñòàëëîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ðàç ïðè íèç-
êîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé, êîãäà ìîæíî íå ó÷èòû-
âàòü êîñâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè, è áûëè
ïîëó÷åíû íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà ïî-
çâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü öåïî÷êè ñ ÷èñëîì àòîìîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçìåðó îáðàçöà ïîðÿäêà íå-
ñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ è áîëåå. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ
èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà çíà-
÷èòåëüíî ïîäðîáíåå, óäåëÿÿ áîëåå ïðèñòàëüíîå âíè-
ìàíèå ðàçëè÷íûì ñïåêòðàëüíûì èíòåðâàëàì, â òîì
÷èñëå è ïðè íèçêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè. Ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ïîñòðîåíèþ
àäåêâàòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ
ñïåêòðà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó êîëåáàòåëüíî-
ãî ñïåêòðà íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè âáëèçè ëî-

êàëüíîé ìîäû, âûçâàííîé íàëè÷èåì ëåãêèõ ïðèìåñåé
çàìåùåíèÿ, è ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ñ íåêîòîðûìè èìåþùèìèñÿ äëÿ òàêîé ìî-
äåëüíîé ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

2. Êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ñïåêòðà âáëèçè
÷àñòîòû ëîêàëüíîé ìîäû

Ðàññìîòðèì íåóïîðÿäî÷åííóþ öåïî÷êó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç äâóõ òèïîâ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
òîëüêî ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî íàëè÷èå äåôåêòà íà îäíîì èç óçëîâ äàííîé öå-
ïî÷êè ïðèâîäèò òîëüêî ê èçìåíåíèþ ìàññû äàííîãî
àòîìà, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñèñ-
òåìû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïðèìåñè áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíî ñ íåêîòîðîé êîí-
öåíòðàöèåé c, òàê ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñè
çàìåùåíèÿ.
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îäíîìåðíîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ìîäà, ëå-
æàùàÿ âûøå ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû àêóñòè÷åñêîé
çîíû. ×àñòîòà ëîêàëüíîé ìîäû îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
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ãäå m0 è md — ìàññû îñíîâíîãî è ïðèìåñíîãî àòî-
ìîâ ñîîòâåòñòâåííî, 	 — äåôåêò ìàññ (äëÿ âîçíèê-
íîâåíèÿ ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå md < m0, òàê ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå 0 < 	 < 1). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äëÿ îäíîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ èìååò èçâåñòíûé è ïðîñòîé âèä
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ðàñùåïëåíèþ ìîäû è âîçíèêíîâåíèþ òîíêîé ñòðóê-
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òóðû ñïåêòðà. Òàê, íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâèå äâóõ
ïðèìåñåé ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ëîêàëüíîé ìîäû
íà äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòîòàìè êîòîðûõ òåì
ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàññòîÿíèå ìåæäó äåôåêòàìè.
×àñòîòû ýòèõ ìîä (ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè÷íàÿ è
àíòèñèììåòðè÷íàÿ ìîäû) â íåÿâíîì âèäå îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
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åäèíèöàõ ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ). Â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ãðèíà g R0 èìååò âèä [9]
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ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé èäåàëüíîé
öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç àòîìîâ ìàññîé m0,
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòû
�R ïàðíûõ ìîä äëÿ ïðèìåñíûõ àòîìîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ íà ðàññòîÿíèè R, ìîæíî îïðåäåëèòü èç
óðàâíåíèÿ
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Â äàëüíåéøåì ïðè ïîëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêèõ âû-
ðàæåíèé äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îêðåñòíîñòè
÷àñòîòû ëîêàëüíîé ìîäû �L íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â ýòîé îáëàñòè.
Ïðè ýòîì ïðèìåñè â ïàðå áóäóò ðàñïîëîæåíû äîñòà-
òî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, òàê ÷òî ñìåùåíèå ïàð-
íûõ ìîä ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé ÷àñòîòå ñóùåñò-
âåííî ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò íåå äî êðàÿ çîíû.
Ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü (7) âáëèçè ÷àñòîòû ëî-
êàëüíîé ìîäû, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòîòû�R òàêèõ ïàð-
íûõ ìîä ðàñïîëîæåíû ïðàêòè÷åñêè ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî�L è íàõîäÿòñÿ îò íåå íà ðàññòîÿíèè [9]
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîäû, îòñòîÿùèå îò ëîêàëüíîé ìîäû
íà âåëè÷èíó � ( )� � �� �2 2

L , ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì
ïðèìåñåé, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè
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. (9)

Èñõîäÿ èç ïðîñòûõ êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé
íåòðóäíî îïðåäåëèòü ÷èñëî ïðèìåñíûõ ìîä, êîòî-
ðûå ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ ïîïàäàþò â
íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü êâàäðàòà ÷àñòîòû ëîêàëüíî-

ãî êîëåáàíèÿ [10]. Ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðå
ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì,
÷åì âûáðàííîå çíà÷åíèå R, áóäóò ðàñùåïëåíû íà âå-
ëè÷èíó, íå ïðåâûøàþùóþ �� �R . Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî áëèæàéøàÿ ïðèìåñü íàõîäèòñÿ îò íåêîòîðîé âû-
äåëåííîé ïðèìåñè íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì èëè ðàâ-
íîì R, ñîñòàâëÿåò

P R c R( ) ( ) ( )� � �1 2 1 . (10)

Â ðåçóëüòàòå, ïîäñòàâëÿÿ (9) â (10) è ïðåíåáðå-
ãàÿ äèñêðåòíîñòüþ, ïîëó÷èì, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ìîä
N�, êîòîðûå ïîïàäóò â îêðåñòíîñòü êâàäðàòà ÷àñòî-
òû ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ ñ ïîëóøèðèíîé �, ðàâíî

N NcP R Nc

q
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, (11)

ãäå

q
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ln( )
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.

Âûðàæåíèå äëÿ óñðåäíåííîé ïî íåêîòîðîìó èí-
òåðâàëó ÷àñòîò (ñãëàæåííîé) ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
�( )� ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ âûðàæåíèÿ (11) ïî êâàäðàòó ÷àñòîòû:
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. (12)

Ôîðìóëà, ïîäîáíàÿ (12), íî äëÿ ýëåêòðîííîé çà-
äà÷è, áûëà ïîëó÷åíà Ëèôøèöåì [11].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (11) è (12), ïî
ñóòè, ïîëó÷åíû èç àíàëèçà ñòðóêòóðû ïàðíûõ ìîä
ñïåêòðà. Ïîñêîëüêó ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðè-
ìåñåé ñïåêòð ÷àñòîò íàä èñõîäíîé àêóñòè÷åñêîé çî-
íîé, çà èñêëþ÷åíèåì âåñüìà óçêîé îêðåñòíîñòè ëî-
êàëüíîé ìîäû, ôîðìèðóåòñÿ, â îñíîâíîì, èìåííî èç
ïàðíûõ ïðèìåñíûõ ìîä, òî åãî ïðèáëèæåííîå îïè-
ñàíèå ìîíîòîííîé ôóíêöèåé (12) êîððåêòíî òîëüêî
ïðè óñëîâèè, ÷òî â îáëàñòü óñðåäíåíèÿ ïîïàäàåò
õîòÿ áû íåñêîëüêî èç íèõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûðàæå-
íèå (12) îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì â ñëó÷àå, êîãäà
îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà
èíòåðâàëå äèñêðåòíîñòè, ñâÿçàííîì ñ ïàðíûìè ìî-
äàìè, ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1
1

�
�

( )
( )

�
��

�
��

R
. (13)

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü �( )� , êîòîðàÿ îïèñûâàåò-
ñÿ âûðàæåíèåì (12), à òàêæå ñâÿçü âåëè÷èíû � ñ R,
ò.å. ñ äèñêðåòíîñòüþ ïàðíûõ ìîä ñîãëàñíî (8),
ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñåé
êðèòåðèé (13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû
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. (14)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ñãëàæåííîé ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé (12) (è ïîäîáíûå åìó) ìîãóò áûòü â
òîé èëè èíîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ëèøü â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ ìîä,
ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè êðàÿ îñíîâíîé çîíû.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàíåå â ðÿäå ðàáîò [14–18]
èç àíàëèçà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, îïèñûâàþùèõ ðàçëî-
æåíèå ïî êîìïëåêñàì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðèìåñ-
íûõ öåíòðîâ, âáëèçè ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ âûäåëÿ-
ëàñü îáëàñòü êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ � c, ò.å.
÷àñòîòíûé èíòåðâàë ( )�L c

2
� � , âíóòðè êîòîðîãî

ñïåêòð íå óäàåòñÿ îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè óêàçàí-
íûõ êëàñòåðíûõ ðàçëîæåíèé. Âåëè÷èíà � c îïðåäå-
ëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïðèìåñåé íà ñðåäíèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ, ò.å.

� �c cR� ( )� , (15)

ãäå R cc � 1 — ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåñÿ-
ìè, � — ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ïðè
îöåíêàõ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì 0,5. Íèæå ïðè ïðî-
âåäåíèè ñðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó � c äëÿ àíàëèçà
îáëàñòåé ïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ.

3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Òî÷íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñïåêòðà íåóïîðÿäî÷åí-
íîãî êðèñòàëëà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (äàæå
äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ) ñâÿçàí ñî çíà÷èòåëüíûì
îáúåìîì âû÷èñëåíèé. ×èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëå-
áàíèé ëèíåéíîé öåïî÷êè, ïðîïîðöèîíàëüíî N2 2.
Îïòèìèçèðîâàòü âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïîçâîëÿåò òåî-
ðåìà îá îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, äî-
êàçàííàÿ Äèíîì [8,12,13].

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (0,�), äëÿ âûáðàííîé
âûøå ìîäåëüíîé ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî
ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ðàâíî êîëè÷åñòâó îò-
ðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí
gi ( )�2 , îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

g
g

i i i
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, (16)

ãäå âåëè÷èíû � i è � i ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè è îïðå-
äåëåíû â âûðàæåíèè (2), à èíäåêñ i ïðîáåãàåò ïî
âñåì àòîìàì öåïî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìîä,
ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (0,�), ïðîïîðöèîíàëüíî N.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà ñïåêòðà âáëèçè
ëîêàëüíîé ìîäû äëÿ èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñè ñ

m � 1 2 íà ðàçëè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ èíòåðâàëàõ. Íà
ðèñ. 1,à ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå ëîêàëüíîé ìîäû îò-
íîñèòåëüíî êðàÿ çîíû (�2 1� ), à íà ðèñ. 1,á è â çà
íóëü ïðèíÿòà ÷àñòîòà êîëåáàíèé èçîëèðîâàííîé
ïðèìåñè. Ïîëîæåíèå îñíîâíûõ óðîâíåé, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû íà ýòîì ðèñóíêå, ñ áîëüøîé òî÷íî-
ñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìî-
ùüþ âûðàæåíèÿ (7) äëÿ èçîëèðîâàííûõ ïàð ïðèìå-
ñåé, â òîì ÷èñëå äëÿ óðîâíåé, íàèáîëåå óäàëåííûõ
îò íåâîçìóùåííîé ëîêàëüíîé ìîäû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä ê áîëåå ïîäðîáíî-
ìó ìàñøòàáó âáëèçè ëîêàëüíîé ÷àñòîòû íå ìåíÿåò
îáùåãî âèäà ñïåêòðà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà
íàáëþäàåìîé äëÿ ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð. Ñëåäóåò
òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò
òðåõìåðíîãî, èíòåíñèâíîñòü öåíòðàëüíîãî ïèêà âñå-
ãäà, äàæå â î÷åíü áëèçêîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé
ìîäû èçîëèðîâàííîãî èçîòîïà, íàìíîãî ïðåâûøàåò
èíòåíñèâíîñòü áîêîâûõ ïèêîâ, íåñìîòðÿ íà óìåíü-
øåíèå øàãà ãèñòîãðàììû. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëèæå-
íèè ê ÷àñòîòå ëîêàëüíîé ìîäû.

Îöåíèì äëèíó öåïî÷êè, äîñòàòî÷íóþ äëÿ àäåê-
âàòíîãî îïèñàíèÿ ñïåêòðà âûøå èñõîäíîé àêóñòè÷å-
ñêîé çîíû. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû öåïî÷êè âñåãäà
áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ìîäû, ïðèâíîñÿ ñ ñîáîé
íîâûå íþàíñû â òîíêóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà. Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ëþáîé ñïåêòð öåïî÷êè êîíå÷íîé äëèíû óíè-
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà âáëèçè ëî-
êàëüíîãî óðîâíÿ ïðè ðàçíûõ ìàñøòàáàõ øêàëû ÷àñòîò.
Êîíöåíòðàöèÿ ñ = 1/20; 	 = 0,5; äëèíà öåïî÷êè N = 108.
Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, íîðìè-
ðîâàííàÿ íà åäèíèöó, ïî îñè àáñöèññ — êâàäðàòû ÷àñ-
òîò. Íà ðèñ. 1,à íà îñè X ïîêàçàíû èñòèííûå çíà÷åíèÿ
êâàäðàòîâ ÷àñòîò (1 — êðàé ÷àñòîòû íåâîçìóùåííîãî
ñïåêòðà); íà ðèñ. 1,á è â — çíà÷åíèÿ îòëîæåíû îò ÷àñ-
òîòû ëîêàëüíîãî óðîâíÿ.



êàëåí è â òî÷íîñòè íå ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìû. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè íèçêîé
êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé ñïåêòð íàä àêóñòè÷åñêîé
çîíîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç òÿæåëûõ àòîìîâ, â
îñíîâíîì ñîñòàâëÿþò ïàðíûå ïðèìåñíûå ìîäû. Âå-
ðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ ïàðû äëÿ áëèçêî ðàñïîëî-
æåííûõ ïðèìåñåé ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó êîí-
öåíòðàöèè, ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà öåïî÷êè äîëæíà
áûòü òàêîé, ÷òîáû íåðàâåíñòâî

c N2 1�� (17)

âûïîëíÿëîñü ñ âåñüìà çíà÷èòåëüíûì ïðåâûøåíèåì.
Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òðåáîâàíèÿ ê
äëèíå öåïî÷êè ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ñèëüíûìè äëÿ áëè-
æàéøåé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ, ãäå
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü øèðîêî ðàçíåñåííûå ïàðû
äåôåêòîâ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî, êàê çàâèñèò ñïåêòð îò äëèíû
öåïî÷êè ïðè ìàññå ïðèìåñè md= 0,9 è êîíöåíòðàöèè
ñ = 0,01. Êàê âèäíî íà ðèñ. 2,a, öåïî÷êè äëèíîé 104

àòîìîâ íåäîñòàòî÷íî äàæå äëÿ âûÿâëåíèÿ âñåõ ïàð-
íûõ ìîä. Ïðè ÷èñëå àòîìîâ ïîðÿäêà 106 (ðèñ. 2,á)
ïðèñóòñòâóþò âñå ïàðíûå ìîäû, íî èõ ñïåêòðàëüíûå
âåñà ìåíÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé öåïî÷êè è
ñîäåðæàò ñóùåñòâåííóþ øóìîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ.
Òîëüêî äëÿ öåïî÷åê ïîðÿäêà 107 è áîëåå àòîìîâ
(ðèñ. 2,â) îáùèé âèä ñïåêòðà ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò
äëèíû öåïî÷êè è ñòàíîâèòñÿ ïîäîáíûì ñïåêòðó áåñ-
êîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè.

Â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëè
äëÿ öåïî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç 108–109 àòîìîâ, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóåò îáúåêòàì äëèíîé â íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíûå è
ïîâòîðÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòû, ïåðåäàþùèå îñíîâíûå
îñîáåííîñòè ñïåêòðà íàä èñõîäíîé àêóñòè÷åñêîé çî-
íîé, ïðè êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñè âûøå 10–3.

Íà ðèñ. 3 ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ ìàññû ïðèìåñè
ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî çàâèñèìîñòè
÷èñëà ìîä (íîðìèðîâàííûå íà cN), êîòîðûå ïîïàëè
â �-îêðåñòíîñòü ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ, îò êîíöåí-
òðàöèè ïðèìåñåé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �
(ñïëîøíûå ëèíèè). Íåðàâíîìåðíûé õîä êðèâûõ
ïðè êîíöåíòðàöèè 10–4 è íèæå îáóñëîâëåí îãðàíè-
÷åííûì ðàçìåðîì ãåíåðèðóåìîé öåïî÷êè. Ïóíêòèð-
íîé ëèíèåé ïîêàçàíû êðèâûå, ñëåäóþùèå èç âûðà-
æåíèÿ (11). Êðåñòèêàìè íà êðèâûõ îòìå÷åíû
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé, ïðè êîòîðûõ âåëè÷èíà � c
ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì èíòåðâàëà � (ñëåâà
ðàñïîëîæåíà îáëàñòü êîíöåíòðàöèé, ãäå � �c � ).

Íàèëó÷øåå ñîãëàñèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäàåòñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêîé
êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè, êîãäà � c ìåíüøå èëè ïîðÿä-
êà �. Îäíàêî, êàê âèäíî íà ðèñ. 3, õîðîøåå ñîãëàñèå

Êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû
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Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà âáëèçè ëî-
êàëüíîãî óðîâíÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà àòîìîâ
â öåïî÷êå N; ñ = 1/100; 	 = 0,5. Ïî îñè X îòëîæåíû èñ-
òèííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ÷àñòîò.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ÷èñëà
óðîâíåé, ïîïàâøèõ â �-îêðåñòíîñòü ëîêàëüíîãî óðîâíÿ
(xL–�, xL+�), ïðè � = 10–12 (1); 10–6 (2); 10–2 (3).
Ïóíêòèð — ðàñ÷åò ïî (11). N = 108.



îòìå÷àåòñÿ è â îáëàñòè, ãäå � �c � , ïðè÷åì ñ óâåëè-
÷åíèåì çíà÷åíèé � ñîîòâåòñòâèå äâóõ ðåçóëüòàòîâ
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áîëåå âûñîêèå êîíöåíòðàöèè.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè âûäåëåíèÿ áëèæàéøåé
ïàðû, îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â áîëåå óçêîé
îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ, ÷åì åãî êîíöåí-
òðàöèîííîå óøèðåíèå.

Íà ðèñ. 4 âèäíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñãëàæåííîé
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (12) ñ ðàññ÷èòàííîé ïðè äå-
ôåêòå ìàññ, óäîâëåòâîðÿþùåì (13). Íà ðèñ. 4,a,á
è â ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåíû ñïåêòðû âíóòðè,
âáëèçè ãðàíèöû è âíå îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî
óøèðåíèÿ. Ïðè ýòîì áûëè âûáðàíû ìàëûå çíà÷åíèÿ
äåôåêòà ìàññ (	 � 0 01, ), ïîñêîëüêó îíè äàþò âîç-
ìîæíîñòü áîëåå ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàòü òîíêóþ
ñòðóêòóðó ñïåêòðà âáëèçè ëîêàëüíîé ìîäû è áëàãî-
äàðÿ ýòîìó ïðîâåñòè áîëåå äåòàëüíîå ñîïîñòàâëåíèå
÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,
÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âñåãäà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî
ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ÷àñòîòå ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ.
Îäíàêî, ñîãëàñíî (12), òàêîé ðîñò äîëæåí èìåòü
ìåñòî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

q � 1. (18)

Íà ðèñ. 5,a ïîêàçàíà îáëàñòü, â êîòîðîé âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (18). Ëèíèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ åå, ìîæåò
áûòü ïðèáëèçèòåëüíî îïèñàíà çàâèñèìîñòüþ c � 	.
Ðàñ÷åò äëÿ ñëó÷àÿ c � 	, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 5,á,
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âñå ðàâíî âîç-
ðàñòàåò ñ ïðèáëèæåíèåì ê ÷àñòîòå ëîêàëüíîé ìîäû.
Ýòîò ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ ïåðåñòðîéêîé ñïåêòðà, íà÷è-
íàþùåéñÿ ïðè c � 	, òàê ÷òî âûðàæåíèå (12) ïåðå-
ñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì.

4. Ìîäèôèöèðîâàííîå ðàçëîæåíèå
ïî êîíöåíòðàöèÿì

Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí
â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ ïî êîíöåíòðàöèè ïðè-
ìåñè áûëî ïðåäëîæåíî Ëèôøèöåì [11,14]. Ñ ó÷å-
òîì ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ òîëüêî ïàðàì, è ïðå-
íåáðåãàÿ âêëàäîì êëàñòåðîâ, ñîäåðæàùèõ òðè è
áîëåå ïðèìåñåé, ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü
äëÿ ïëîòíîñòè êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé:
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Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ñãëàæåííîãî ñïåêòðà, îïèñûâàåìîãî
âûðàæåíèåì (12), ñ ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííûì ñïåêòðîì
(ïðè N = 5�108 è � = 0,01; ñ = 10–3) âíóòðè (à), âáëèçè
(á) è âíå (â) êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ.
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Ðèñ. 5. à — Äèàãðàììà, îïðåäåëÿþùàÿ îáëàñòè ðîñòà (I)
è ïàäåíèÿ (II) ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (ñîãëàñíî âûðàæå-
íèþ (12)). á — Ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè
ëîêàëüíîãî óðîâíÿ ïðè c � 	 (ñ = 1/80, � = 0,01). Ïóíê-
òèðíàÿ êðèâàÿ — àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò (12), ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ — ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðè N = 108.



ãäå �R
l è �R

r — ÷àñòîòû ïàðíûõ ìîä, íàõîäÿùèõñÿ
ñëåâà è ñïðàâà îò ÷àñòîòû ëîêàëüíîé ìîäû. Ýòî
ðàçëîæåíèå ýêâèâàëåíòíî òàê íàçûâàåìîìó íåïåðå-
íîðìèðîâàííîìó êëàñòåðíîìó ðàçëîæåíèþ [15] è
ñïðàâåäëèâî âíå îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøè-
ðåíèÿ.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïðèâåäåííûìè ñëàãàå-
ìûìè, òî ïëîòíîñòü êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé áóäåò
èìåòü âèä íåêîòîðîé «óíèâåðñàëüíîé» ôóíêöèè
÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìîé ïîëîæåíèåì ïàðíûõ ìîä,
êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ñ2 ïðè èçìå-
íåíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Â ñëó÷àå, êîãäà
ëîêàëüíîå êîëåáàíèå ðàñïîëîæåíî áëèçêî ê êðàþ
çîíû, ìîæíî, êàê è âûøå, ââåñòè ñãëàæåííóþ ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé, åñëè â ôîðìóëå (19) çàìåíèòü ñóì-
ìèðîâàíèå íà èíòåãðèðîâàíèå:
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Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå âåëè÷èí � �( )2 2c ,
ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (20) è (12).
Âèäíî, ÷òî îíè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ
íà òîì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå, ãäå âûðàæåíèå (12)
åùå äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè

÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðåäñòàâëÿëî áû èíòåðåñ
âíåñòè òàêèå èçìåíåíèÿ â âûðàæåíèå (19), ÷òîáû ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà åãî îñíîâå, ñîîòâåòñòâîâà-
ëè ÷èñëåííîìó ýêñïåðèìåíòó íà áîëåå øèðîêîì èí-
òåðâàëå ÷àñòîò.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ÷èñëåííûõ è
àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå äëÿ íàõîæäå-
íèÿ íåêîòîðîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
óñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, áóäåì âûáèðàòü
âåñîâîé ìíîæèòåëü ïðè ïàðíîé ìîäå íå â âèäå c2,
êàê ýòî ñäåëàíî â (19), à â ñëåäóþùåì áîëåå òî÷íîì
ïðèáëèæåíèè, ó÷èòûâàþùåì êîìáèíàòîðèêó çàïîë-
íåíèÿ óçëîâ ïðèìåñÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê ïîÿâëåíèþ
òîé èëè èíîé ïàðíîé ìîäû:

p R c c R( ) ( )� �2 1 � , (21)

ãäå � — íåêîòîðûé ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò. Â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò êîýôôèöèåíò ôóíê-
öèåé îò R è, êðîìå òîãî, ðàçëè÷íûì äëÿ ïàðíûõ ìîä
ñïåêòðà, èìåþùèõ áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ ÷àñòîòó
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîëèðîâàííîé ëîêàëüíîé ìîäîé.
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ðàçëîæåíèÿ (19) ïîëó÷èì
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ãäå � l R( ) è � r R( ) — óêàçàííûå ÷èñëåííûå êîýô-
ôèöèåíòû äëÿ ïàðíûõ ìîä, íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà è
ñïðàâà îò ÷àñòîòû ëîêàëüíîé ìîäû.

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â îáëàñòè ñïåêòðà, äîñòà-
òî÷íî äàëåêîé îò ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ, âñëåäñòâèå
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîãî ñïàäàíèÿ âçàèìîäåéñò-
âèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè, êîýôôèöèåíò � l r R, ( ) äîëæåí
áûòü ðàâíûì òðåì, ÷òî îòâå÷àåò ïðîñòåéøåìó òðåáî-
âàíèþ, ÷òîáû áëèæàéøèé ê ðàññìàòðèâàåìîé ïàðå
ïðèìåñíûé àòîì íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì,
÷åì ìåæäó ïðèìåñíûìè àòîìàìè â ýòîé ïàðå. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèå � l r R, ( ) � 3, ñêîðåå âñåãî, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðèìåñíûõ ìîä, îòâå÷àþùèõ îòíî-
ñèòåëüíî ìàëûì (íî âñå-òàêè äîñòàòî÷íî äàëåêèì ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìåæàòîìíûì) ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ïðè-
ìåñÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî
ïðè � l r R, ( ) � 2 óñðåäíåíèå âûðàæåíèÿ (22) ïî èí-
òåðâàëó ÷àñòîò, îòâå÷àþùåìó íåñêîëüêèì ïàðíûì
óðîâíÿì, ïðèâîäèò äëÿ ñãëàæåííîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé ê âûðàæåíèþ, êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâïà-
äàåò ñ (12). Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîëó-
÷åíî èñõîäÿ èç àíàëèçà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè
öåíòðàëüíîãî ïèêà, õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýâðèñòè-
÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ òàêæå ñîîòâåòñòâóþò âûäåëå-
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Ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî óðîâíÿ, íîð-
ìèðîâàííûõ íà ñ2. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ — íå çàâèñÿùåå
îò êîíöåíòðàöèè âûðàæåíèå, ñëåäóþùåå èç (20); ñïëîø-
íûå ëèíèè — ñîãëàñíî (12): äëÿ c = 1/1000 (I) è c =
= 1/500 (II) (a–â ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì çíà÷åíèÿì ìàñ-
øòàáà îáëàñòè âáëèçè ëîêàëüíîãî óðîâíÿ), 	 = 0,01.



íèþ ïàð ïðèìåñíûõ àòîìîâ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
çíà÷åíèå � l r R, ( ) � 2 áóäåò îòâå÷àòü ïðèìåñÿì, ðàñ-
ïîëîæåííûì íà çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
äðóã îò äðóãà (è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòè ñïåêòðà
áîëåå áëèçêîé ê öåíòðàëüíîìó ïèêó).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé � l r R, ( ) ïðîâåäåíî
óñðåäíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, êàê è âûðàæå-
íèÿ (22), ïî èíòåðâàëó áîëüøåìó, ÷åì ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïàðíûìè ìîäàìè. Ïîëó-
÷åííûå � l r R, ( ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðà-
öèè è äåôåêòà ìàññû ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Êàê âèäíî,
ïàðàìåòð � l r R, ( ) íå çàâèñèò îò äåôåêòà ìàññ è êîí-
öåíòðàöèè ïðèìåñåé, åñëè çà åäèíèöó ðàññòîÿíèÿ
âûáðàòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåñíûìè
öåíòðàìè R cñ � 1 , è ìîíîòîííî óáûâàåò ñ âîçðàñòà-
íèåì R. Çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ ïàðíûõ ìîä,
êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ñëåâà è ñïðàâà îò ÷àñòîòû ëî-
êàëüíîãî êîëåáàíèÿ, ò.å. � l R( ) è � r R( ), íåñêîëüêî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Êàê è îæèäàëîñü, çíà÷å-
íèå êîýôôèöèåíòà � r R( ) ïðèáëèæàåòñÿ ê òðåì ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ R è ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî äâóì
ïðè R R cñ� � 1 . Àíàëèç ðàññ÷èòàííîãî ñïåêòðà ñëå-
âà îò ëîêàëüíîé ìîäû (ìåæäó êðàåì çîíû è åå ÷àñ-

òîòîé) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ � l R( ) îêàçûâàþòñÿ
íåñêîëüêî ìåíüøèìè (ïðèáëèçèòåëüíî îò 1,2 äî
2,3), îäíàêî îáùèé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò R íå
ìåíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó÷åñòü çàâèñèìîñòü � l r R, ( ),
ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå èíòåðïî-
ëÿöèîííîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
÷åì âûðàæåíèå (19). Âíóòðè çîíû êîíöåíòðàöèîí-
íîãî óøèðåíèÿ, êîãäà R Rc�� , êîýôôèöèåíò � l r R, ( )
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå äâóõ. Â ýòîé îáëàñòè íè ðàçëî-
æåíèå (19), íè èíòåðïîëÿöèîííîå âûðàæåíèå (22),
âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèìåíèìû. Îäíàêî òàêèå çíà÷å-
íèÿ � l r R, ( ) ôîðìàëüíî îáåñïå÷èâàþò ñîãëàñèå ìåæ-
äó (22) è ðàññ÷èòàííûì ñïåêòðîì.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîëåáàòåëü-
íûõ ñïåêòðîâ íåóïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öåïî÷åê
ñ ÷èñëîì àòîìîâ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îáðàçöàì
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ðàçìåðà. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëåíî äåòàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ñòðóêòóðû ñïåê-
òðà âáëèçè ÷àñòîòû ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ èçîëè-
ðîâàííîé ïðèìåñè è ñðàâíåíèþ ïîëó÷åííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ íåêîòîðûìè ïðîñòûìè
àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè.

Ñðàâíåíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñãëàæåííóþ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé â óçêîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû ñ
äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà âûäåëåíèè áëèæàéøå-
ãî ñîñåäà ê âûáðàííîìó ïðèìåñíîìó öåíòðó. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äàåò ïðèåìëåìûé ðåçóëüòàò â
òîì ÷èñëå è âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî
óøèðåíèÿ ëîêàëüíîé ìîäû.

Ïðè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé íàìíîãî ìåíüøåé,
÷åì äåôåêò ìàññ 	, îñíîâíîé âêëàä â ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü äàþò ïàðíûå ïðèìåñíûå ìîäû. Ïðè ýòîì
äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà ãðà-
íèöå îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî ðàçìûòèÿ è â
íåñêîëüêî áîëåå áëèçêîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé
ìîäû, íåîáõîäèìî ïðèïèñûâàòü âêëàäàì îò ïàð äå-
ôåêòîâ äîïîëíèòåëüíûå, ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîìó
ðàçëîæåíèþ ïî êîíöåíòðàöèÿì, âåñîâûå ìíîæèòå-
ëè, çàâèñÿùèå îò êîíöåíòðàöèè.

Â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ïðî-
äîëæèòü ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ
ñïåêòðîâ äëèííûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öå-
ïî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷èòü ôðàêòàëüíóþ èåðàðõè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó ëîêàëüíîãî óðîâíÿ, à òàêæå
ñïåêòð âíóòðè íåïðåðûâíîé çîíû êàê äëÿ ëåãêèõ,
òàê è òÿæåëûõ ïðèìåñåé çàìåùåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà-
÷ó ïðè íàëè÷èè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìåñíîãî
öåíòðà, à òàêæå ââåñòè èçìåíÿþùóþñÿ äëÿ ðàçëè÷-
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè �l r R, ( ) îò ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè â ïàðå (íà îñè îòëîæåíà âåëè÷èíà
cR R Rc� ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ äåôåêòà ìàññ è êîíöåí-
òðàöèè: 	 = 0,6, ñ = 1/20 ((); 	 = 0,6, ñ = 1/100 (�); 	 =
= 0,9, ñ = 1/20 (�); 	 = 0,95, ñ = 1/100 ('); 	 = 0,95, ñ =
= 1/20 (+).



íûõ àòîìîâ ñâÿçü ñ íåïîäâèæíîé ïîäëîæêîé, ÷òî
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé àòî-
ìîâ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Ïðè äàëüíåéøèì
óâåëè÷åíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé äàííûé
÷èñëåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíà-
ëèçà äâóõ- è òðåõìåðíûõ ñèñòåì.
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The vibrational spectrum in the vicinity of a local
mode in linear chains with isotope impurities

M.A. Ivanov, Yu.V. Skripnik, and V.S. Molodid

The vibrational spectrum of a one-dimen-
tional disordered chain with light substitutional
isotope impurities was calculated numerically in
the vicinity of the local mode of an isolated im-
purity. In the calculations the chains of
108–109 atoms were used, which corresponded to
macroscopic samples of several centimeters. A
complex hierarchical structure of the spectrum
for the system under consideration was obtained.
The numerical data are compared with simple
analytical expressions. It is shown that the
smoothed density of states in a narrow region of
the local mode may be derived rather accurately
from the considerations which are based on the
separation of the nearest-to-chosen impurity
atom neighbour. It turned out that the expres-
sion for the density of states thus obtained gave
a result which was quite reasonable not only
outside but also inside the region of concentra-
tion broadening of the local mode.
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