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Ðàññìîòðåíû ïðîâîäíèêè ñ ïðèìåñíûìè àòîìàìè, ñïîñîáíûìè ëîêàëèçîâàòü ýëåêòðîíû â
ìàãíèòíîì ïîëå. Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ ìàãíèòîïðèìåñíûõ ñî-
ñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ó÷òåíû â ôîðìàëèçìå Êåëäûøà. Òåîðèÿ ïðîèëëþñòðèðîâà-
íà íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ ïðèìåñíûìè àòîìàìè â êâàíòóþùåì ìàãíèòíîì
ïîëå. Õàðàêòåðèñòèêè ìàãíèòîïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíû â ñëó÷àå ãàóññîâà ñåïàðàáåëü-
íîãî ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà.

Ðîçãëÿíóòî ïðîâ³äíèêè ç äîì³øêîâèìè àòîìàìè, ñïðîìîæíèìè ëîêàë³çóâàòè åëåêòðîíè ó
ìàãí³òíîìó ïîë³. Ôóíêö³îíàëüí³ ìåòîäè âèêîðèñòîâàíî äëÿ âèâ÷åííÿ ìàãí³òîäîì³øêîâèõ
ñòàí³â åëåêòðîí³â. Ö³ ñòàíè âðàõîâàíî â ôîðìàë³çì³ Êºëäèøà. Òåîð³þ ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðè-
êëàä³ äâîâèì³ðíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó ç äîì³øêîâèìè àòîìàìè ó êâàíòóþ÷îìó ìàãí³òíîìó ïîë³.
Õàðàêòåðèñòèêè ìàãí³òîäîì³øêîâèõ ñòàí³â ðîçðàõîâàíî ó âèïàäêó ãàóññîâîãî ñåïàðàáåëüíîãî
äîì³øêîâîãî ïîòåíö³àëó.

PACS: 71.50.+t, 73.20.Dx

Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû, ðàçâèòûå â êâàíòîâîé
òåîðèè ïîëÿ, âñå íàñòîé÷èâåå ïðîíèêàþò â ôèçèêó
êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ [1]. Ýòè ìåòîäû èñ-
ïîëüçóþò äëÿ ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêèõ [2,3], òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ [4,5] è ñâåðõïðîâîäÿùèõ [6] õàðàêòåðè-
ñòèê íåóïîðÿäî÷åííûõ òðåõìåðíûõ è äâóìåðíûõ
ìåòàëëîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Â ðàáîòå [2] ïî-
êàçàíî, êàê ìåòîä êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ïîëÿì Ãðàññìàíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ
ðàñ÷åòà ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà â òåõíèêå Êåë-
äûøà [7,8] è õàðàêòåðèñòèê íåóïîðÿäî÷åííûõ ïðî-
âîäíèêîâ â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðàáîòå
[3] ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ôîð-
ìàëèçìå Êåëäûøà, èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà íèç-
êîòåìïåðàòóðíîé ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ýëåêòðîííîé æèäêîñòè â ìåòàëëàõ ñ ïðèìåñ-
íûìè àòîìàìè. Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãðàññìà-
íîâûì ïåðåìåííûì ïðè èçó÷åíèè ðàâíîâåñíûõ
ñâîéñòâ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà â ìàãíèòíîì
ïîëå èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ [4,5]. Àâòîð ðàáîòû [4]
îãðàíè÷èëñÿ ñëó÷àåì ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à â
[5] ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëàáûì.

Â ðàáîòàõ [2–6] âëèÿíèå ïðèìåñíûõ àòîìîâ íà
ñâîéñòâà ñèñòåìû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãàóññîâûì
äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì.
Åãî èíòåíñèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòîé ñòîëê-
íîâåíèé ýëåêòðîíîâ, âû÷èñëåííîé â áîðíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè ïî ýëåêòðîí-ïðèìåñíîìó âçàèìîäåé-
ñòâèþ. Ýòî äîïóñòèìî ëèøü â ñëó÷àå ñëàáûõ ðàññåè-
âàòåëåé, íå ñïîñîáíûõ ëîêàëèçîâàòü ýëåêòðîí. Ó÷åò
ïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ íà èçîëèðîâàí-
íûõ ðàññåèâàòåëÿõ òðåáóåò âûõîäà çà ðàìêè áîðíîâ-
ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðàáîòàõ [2–6] ýòè ñîñòîÿíèÿ
íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, êàê â ôîðìàëèçìå,
ðàçâèòîì â [2], ó÷èòûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìàãíèò-
íîå ïîëå, ïðèìåñíûå è ìàãíèòîïðèìåñíûå [9,10]
ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ íà èçîëèðîâàííûõ àòîìàõ
ïðèìåñåé. Òåîðèÿ ïðèìåíèìà êàê ê ìàññèâíûì íå-
óïîðÿäî÷åííûì ïðîâîäíèêàì, òàê è ê äâóìåðíîìó
ýëåêòðîííîìó ãàçó â ãåòåðîñòðóêòóðàõ. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè âû÷èñëåíû õàðàêòåðèñòèêè ïðèìåñ-
íûõ è ìàãíèòîïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ â
äâóìåðíûõ ïðîâîäíèêàõ ñ ãàóññîâûì ñåïàðàáåëü-
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íûì ïðèìåñíûì ïîòåíöèàëîì, ïîçâîëÿþùèì ïîëó-
÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à î âëèÿíèè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âîçìó-
ùåíèÿ íà ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíà, ñîâåð-
øàþùåãî äâóìåðíîå äâèæåíèå â ìàãíèòíîì ïîëå,
âïåðâûå ðåøåíà â ðàáîòå [11]. Àâòîðû ýòîé ðàáîòû
îãðàíè÷èëèñü ñëó÷àåì, êîãäà ïîòåíöèàë âîçìóùå-
íèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ â ïðåäåëàõ êâàäðàòà, ðàñïîëî-
æåííîãî â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà. Îáùàÿ
òåîðèÿ ìàãíèòîïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ â
äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ ñ òî÷å÷íûìè ïðèìåñíûìè àòî-
ìàìè ðàçâèòà â ðàáîòàõ [12,13] ìåòîäîì ïîòåíöèàëà
íóëåâîãî ðàäèóñà. Ãàóññîâ ñåïàðàáåëüíûé ïðèìåñ-
íûé ïîòåíöèàë â ðàáîòàõ [11–13] íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Ó÷åò ïðîèçâîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàìêàõ
ôîðìàëèçìà, ðàçâèòîãî â ðàáîòå [2], ñâîäèòñÿ ê ïå-
ðåõîäó îò áàçèñà ïëîñêèõ âîëí ê ñîáñòâåííûì ñî-
ñòîÿíèÿì ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå [14]. Ïîýòîìó
ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü êîíå÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ìàò-
ðè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà G ýëåêòðîíîâ, ââåäåííîé
Êåëäûøåì [7,8]:
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Ìû íå ó÷èòûâàåì êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðîíîâ. Êâàíòîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ïðèíÿòà ðàâíîé
åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ôóíê-
öèè Ãðèíà ñâåëàñü ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ â ôîðìóëàõ (1) è (2).

Ôîðìóëà (2) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäÿùèé
ôóíêöèîíàë â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì âîçìóùåíèÿ.
Ôóíêöèÿ Ãðèíà (1) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ðÿäà, ñîâïàäàþùåãî ñ ïîëó÷åííûì íà îñíîâå äèà-
ãðàììíîé òåõíèêè, èñïîëüçóþùåé òåîðåìó Âèêà [8].
Â ÷àñòíîñòè, ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê êîìïîíåí-
òàì ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà (1) ðàâíû
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Çäåñü � — èíäåêñû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Êåë-
äûøà. Äèàãðàììû äëÿ ýòèõ ïîïðàâîê ïðèâåäåíû â
[8]. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ äèàãðàìì êðåñòî-
âîé òåõíèêè [15] äîïîëíèòåëüíûìè èíäåêñàìè � íà
êîíöàõ ëèíèé.

Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ âûáîðî÷íûì ñóììèðîâà-
íèåì äèàãðàìì ñ îäíèì êðåñòîì äëÿ çàïàçäûâàþùåé
ôóíêöèè Ãðèíà G G G� �� � � � ýëåêòðîíîâ â äâó-
ìåðíîì ïðîâîäíèêå, óñðåäíåííîé ïî êîíôèãóðàöè-
ÿì ïðèìåñåé. Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò òî÷íî
ó÷åñòü àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ èçîëèðî-
âàííûìè ïðèìåñíûìè àòîìàìè ïðè ìàëîé êîíöåí-
òðàöèè ïîñëåäíèõ. Ðàññåèâàþùèé ïîòåíöèàë âûáå-
ðåì â ôîðìå
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Ïðåèìóùåñòâî âûáðàííîãî çäåñü ïîòåíöèàëà ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îí ñîäåðæèò äâà íåçàâèñèìûõ ïàðà-
ìåòðà u0 è a, â òî âðåìÿ êàê òî÷å÷íûé ïîòåíöèàë
õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèøü îäíèì ïàðàìåòðîì v0.

Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (3) ñóììà äèàãðàìì ñ îäíèì
êðåñòîì äëÿ ñðåäíåé ôóíêöèè Ãðèíà â ( , , )	 
 � -ïðåä-
ñòàâëåíèè (� — ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ) ðàâíà
G G G G� � �0 0 0, ãäå âåëè÷èíà
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ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ,
�	
 — óðîâíè Ëàíäàó, ni — ïëîòíîñòü ïðèìåñíûõ
àòîìîâ. Èñïîëüçîâàííûé â äàííîé ðàáîòå ïðèìåñ-
íûé ïîòåíöèàë ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ðàñõîäèìî-
ñòè ñóììû â ôîðìóëå (4), ïðèñóùåé äåëüòà-îáðàç-
íîìó ïîòåíöèàëó, ïðîùå, ÷åì ýòî äîñòèãàåòñÿ
ìåòîäîì ïîòåíöèàëà íóëåâîãî ðàäèóñà. Âõîäÿùàÿ â
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(5)

Çäåñü l — ìàãíèòíàÿ äëèíà, n — îñöèëëÿòîðíîå
êâàíòîâîå ÷èñëî, m — êâàíòîâîå ÷èñëî îðáèòàëüíî-
ãî óãëîâîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå H.
Âåêòîð H ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè z � 0, çàíÿ-
òîé ýëåêòðîíàìè. Íàëè÷èå �m0 â ôîðìóëå (5) îç-
íà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïîòåíöèàë, êàê è òî-
÷å÷íûé ïîòåíöèàë [12], ðàññåèâàåò ëèøü ñîñòîÿíèÿ
ñ m � 0. Èç ôîðìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòî-
ïðèìåñíûå óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ È. Ëèôøèöà [17] u F0
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ãäå �c — öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîíà,  — åãî
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— ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ [18]. Êîðíè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðà-
ìè w /uc 0 è l/a . Òî÷íîå óðàâíåíèå (6) äëÿ ãàóñ-
ñîâa ñåïàðàáåëüíîãî ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà
ïîëó÷åíî âïåðâûå.

Èç óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî â ñïåêòðå ýíåðãèè
ýëåêòðîíîâ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ëîêàëüíûõ óðîâíåé,
îòùåïëåííûõ ïðèìåñíûìè àòîìàìè îò óðîâíåé Ëàí-
äàó ââåðõ èëè âíèç â çàâèñèìîñòè îò çíàêà u0. Ïðè
u0 0# ëîêàëüíûé óðîâåíü ýíåðãèè ýëåêòðîíà, ñïè-
íîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò êîòîðîãî îðèåíòèðîâàí
âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàñïîëîæåí â îáëàñòè � $ 0,
åñëè  �H c# 2 è u F0 1

1 0$ �
� ( ). Ïîñêîëüêó â ðàáîòàõ

[11–13] ñïèíîâîå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé Ëàíäàó íå
ó÷èòûâàåòñÿ, òàêàÿ âîçìîæíîñòü òàì îòñóòñòâóåò.
Êîãäà a è l ðàçëè÷àþòñÿ ñèëüíî, ðàññòîÿíèå %ìåæäó
óðîâíåì Ëàíäàó è îòùåïëåííûì îò íåãî ìàãíèòî-
ïðèìåñíûì óðîâíåì ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ �c :
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ãäå m* — ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà. Ïðè a l$$
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû îòùåïëåíèÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ äðó-
ãîé ìîäåëüþ ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà, ñîâïàäàåò ñ
âûðàæåíèÿìè (25) è (28) â ðàáîòå [11]. Â ñëó÷àå
a l$$ íàéäåííûå çäåñü ïîëîæåíèÿ ëîêàëüíûõ óðîâ-
íåé ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (3.6)
â ñòàòüå [12]. Óðàâíåíèå È. Ëèôøèöà â ýòîé ñòàòüå
ñîäåðæèò ëèøü îäèí ïàðàìåòð — äëèíó ðàññåÿíèÿ
ýëåêòðîíîâ â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñëó÷àé
a l## â ðàáîòàõ [11–13] íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Â êâàí-
òîâîì ïðåäåëå èç óðàâíåíèÿ (6) ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèå
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* *u0 � �, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè
ðàâíà * *� u0 . Øèðèíû ìàãíèòîïðèìåñíûõ óðîâíåé â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ðàâíû íóëþ.

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ (4) èìååò îáû÷íûé âèä
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 ( ), ãäå , �
 ( ) — ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé â ìàãíèòíîì ïîëå. Âû÷åò àìïëèòóäû ðàñ-
ñåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ îòäåëüíûì ïðèìåñíûì öåíòðîì
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ãäå r,/— ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû,0 — âûðîæäåííàÿ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [18].

Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ óðàâíåíèå È. Ëèô-
øèöà äëÿ ïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà â ïîëå
(3) èìååò âèä
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Çäåñü �0
2 12� �( )*m a , Ei è E1 — èíòåãðàëüíûå ïî-

êàçàòåëüíûå ôóíêöèè [18], 1 — ôóíêöèÿ Õåâè-
ñàéäà.

Èç óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî â ïîëå ïðèòÿæå-
íèÿ ( )u0 0$ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè * *u0 ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíûé óðîâåíü �l , ðàñïîëîæåííûé íèæå ãðàíè-
öû ñïëîøíîãî ñïåêòðà. Êðîìå òîãî, â îáëàñòè � # 0
ñóùåñòâóåò àíòèðåçîíàíñíûé óðîâåíü �a . Íàëè÷èå
òàêîãî óðîâíÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ ïðî-
èñõîäèò «ïåðåêà÷êà» ñîñòîÿíèé èç îêðåñòíîñòè

óðîâíÿ �a íà ëîêàëüíûé óðîâåíü. Åñëè u0 0$$ � ,
ïîëîæåíèÿ ýòèõ óðîâíåé äàþòñÿ ôîðìóëîé [14]
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â ñâÿçàííîì ñîñòîÿ-
íèè ðàâíà

* *. �( ) ( )~ *r m rlK0 2 ,

ãäå K0 — ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà [18].
Â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ ( )u0 0# ñóùåñòâóåò êðèòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå u k0 0~ � òàêîå, ÷òî ïðè u u k0 0$
ïðèìåñíûå ñîñòîÿíèÿ îòñóòñòâóþò. Åñëè æå
u u k0 0# , ñóùåñòâóþò ðåçîíàíñíûé �r è àíòèðåçî-
íàíñíûé �a óðîâíè, ïðè÷åì � �r a# . Åñëè u u k0 0$ ,
ýëåêòðîíû èñïûòûâàþò ëèøü ïîòåíöèàëüíîå ðàñ-
ñåÿíèå ïðèìåñíûìè öåíòðàìè. Ñäâèã ôàçû âîëíî-
âîé ôóíêöèè â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ ðàâåí
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Îí ðåçêî èçìåíÿåòñÿ íà � ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýíåð-
ãèþ ðåçîíàíñà �r . Ñå÷åíèå äâóìåðíîãî ðàññåÿíèÿ
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u F u g

( )

( ) ( )

( )*k m� 2 � èìååò áðåéò-âèãíåðîâñêèé ìàêñèìóì â
òî÷êå �r . Øèðèíà ìàêñèìóìà ðàâíà * *� �g r F( ) 2 .
Øòðèõîì îòìå÷åíà ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå �r .
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To the theory of magnetoimpurity states of
electrons in conductors

A.M. Ermolaev and G.I. Rashba

The impurity conductors in a quantizing
magnetic field are considered. The impurities are
capable of localizing electrons in such a field.
The functional methods are used to study the
magnetoimpurity states of electrons. The mag-
netoimpurity states of electrons are taken into
account in the Keldysh formalism. The theory is
illustrated by example of a two-dimensional elec-
tron gas with impurity atoms in the presence of
quantizing magnetic field. The characteristics of
the magnetoimpurity states of electrons are cal-
culated in terms of the model of Gaussian sepa-
rable impurity potential.
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